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Site percolation thresholgs and critical exponent associated to square lattices, triangular lattices and hexagonal lattices are obtained. We
consider a methodology consisting in the growth in size of cells for each geometry, denofed fosite is occupied with probability

and1 — p if it is not occupied. Two directions of the plane: horizontal and vertical, through asymmetrical cells are considered for studying
site percolation phenomena, so, a percolation functions associated to horizontal or vertical diféttithp) or f¥ (M, p) are obtained
respectively. Using finite scaling techniques, the critical points at the thermodynamic limit are obtained. Site percolation thresholds are
compared through three different ways: first, using the maximum of the derivative of the furietiof (A2, p) denoted byp'™"” (M),

second, considering the solution of the equagféﬁ’v)(M, p) = p, denoted b)ng’V)(M), and third, using the cross-point of the curves
associated to percolation thresholds for horizontal and vertical directions, representedWby. Critical exponent is obtained through

two different ways: first, using the maximum of the derivative defineg’%’v)(M, pp), and second, considering the cross point of both
derivativesf’ (M, ps). The values associated to site percolation thresholds and critical expeaeatn good agreement with the similar

ones informed in literature, validating the methodology proposed here.

Keywords: Percolation; percolation threshold; critical exponent.

Se estudia el umbral de percolacide sitiog. y el exponente ético v en redes cuadradas, triangulares y hexagonales. Para ello se usa la
metodoloda de hacer crecer pedies celdas de tarfia M en cada geomet. Se considera la probabilidadi un sitio esh ocupado yi —p si

est desocupado. Con el fin de incorporar la percolaein las dos direcciones que define el plano (horizontal y vertical), se consideran celdas
asingtricas, cuya funéin de percolaéin esh respresentada pgf’ (M, p) o fV (M, p), dependiendo si se trata de percaachorizontal o
vertical, respectivamente. Usandoéaiica de escalamiento de tdiodinito, se calculan los puntositicos que caracterizan el femeno en

el limite termodi@mico. Se comparan los umbrales de percolacnediante tres formas diferentes, aquel correspondientéxéfma de la
derivada de la funcionet™ V) (M, p) denotado pop!”"” (M), el que determina la resolici del polinomiof "'V (M, p) = p, denotado
porpf,H’V) (M) y el que se encuentra mediante el cruce de las curvas de los umbrales de gerdwaeontal y vertical, representado por
py(M). Por otro lado, el exponenteitico v se obtiene de dos formas diferentes, aquella relacionada camxehmde la derivada definida
como f/(H:V) (M, pp) y con el punto de cruce de los umbrales de percofabbrizontal y vertical sobre cada tipo de celda y definida como
f/(M,py). Los valores encontrados tanto para el umbral de perémiaie sitio asociado a cada georfetcomo el exponenteitico v

estn en buena correspondencia con los informados en la literatura, lo que valida la mésodqibgropuesta.

Descriptores:Percoladbn; umbral de percolagn; exponente ético.

PACS: 64.60.Ak; 64.60.Fr

1. Introducciony teoria se conectan sus néulas; sin embargo, el comportamiento
global, definido a tra@s de sus exponentestos tiende a
La teoia de percoladin fue introducida por Broadbent y la auto-organizaéin y universalidad [5-9]. El feimeno de
Hammersley como un modelo para estudiar la propégaci percolacbn se analiza en diferentes ramas del conocimien-
de fluidos en medios porosos [1]. Este proceso se lleva a calo, tales como: modelos mataiicos basados en téarde
mediante la disperSh de paificulas de fluido a trads de un  grafos para aglomeradosctustersinfinitos [10-11], forma-
medio aleatorio o desordenado que eventualmente puede seifhn de estructuras bidyicas con caractesticas de sistemas
entre otros, el espacio poroso de una roca, el suelo o un arreemplejos y auto-organizados [12] y, actualmente, en mode-
glo dearboles. El efecto observado fue relacionado con prolos aplicados a comportamientos sociales [13,14]. Especial
piedades de conectividad, mediante dos formas: a) la interaetencon presentan los estudios de percdlacasociados a
cibn entre sus mékulas, denominada percolacide sitios;  dimeros, pdimeros y k-meros [15-17].
y b) la interacadn a traes de sus enlaces iguicos, deno-
minada percolaéin de enlaces. Desde entonces, laitede En este trabajo se desarrolla una metodel@gra deter-
percolacdn ha concentrado gran ingerdebido a su simplici- minar el umbral de percolamn p. y el exponente ¢tico v
dad y aplicabilidad. Los estudios daricos esin dentrodela para percolaéin de sitios en redes cuadradas (SL), triangu-
medanica estaidtica y fundamentalmente en temas relacionalares (TL) y hexagonales (HL). Para ello se consideran pe-
dos con transiciones de fase [2-4]. Los resultados respecto dgidias celdas asiatricas de tanfeo M, donde se supone
los umbrales de percoldri son diferentes en cuanto@eo  que si un sitio est ocupado, su probabilidad gsen tanto,
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1 — p si esh vacio [18,21]. La celda definida mediante unalongitud menor de la trayectoria percolante para esta celda
funcién polinomialf (V) (M, p) permite estudios de perco- incluye $lo seis sitios, donde elimero total de trayecto-
lacion horizontal (PH) y percolagn vertical (PV), quedando rias percolantes de esta longitud es cinco), en cambio para la
representada por la furdm f7 (M, p)y fV (M, p), respecti- red TL (Fig 1b), la trayectoria percolante admite PH y PV
vamente. Una trayectoria de percofaticonsiste en conec- y esf compuesta por once sitios (la longitud menor de la
tar ambos extremos de la celda a &s\de sitios ocupados. trayectoria percolante horizontal incluyéls seis sitios, en
Las trayectorias de percolaci tienen diferentes longitudes cambio la longitud menor de la trayectoria percolante verti-
y estin determinadas por la cantidad de sitios ocupadds. Ascal incluye cinco sitios). Para la celda de la red HL (Fig. 1c),
para una celda cualquiera se observa una longifaéhma de  los catorce sitios que componen la longitud de la trayectoria
percolacbn L,,;, Yy una maxima determinada por el tafi@  percolante admitendéo PV, aun cuando existen otros sitios
de la celdal,,,, = M. La metodologa propuesta calcula ocupados que no pertenecen al dominio mayor. Se puede ob-
todas las trayectorias de percofatpara las celdas SL, TLy servar que el dominio mayor es el que percola con sus ocho
HL, primero se establece PH y luego PV de manera indepersitios conectados. La longitud menor de la trayectoria perco-
diente. Estas funciones pueden ser descritastamaahente lante horizontal admite nueve sitios, en cambio la longitud
como menor de la trayectoria percolante vertical adméi sie-
M te sitios. Cuando todos los sitios @stocupados, se dice que
(H,V) _ . (HV), i1 \M—i existe una sola trayectoria percolante de longitud igual a su
fEV M= Y gl M) )t @) D
La Fig. 2 es una curvaigica de umbrales de perco-
dondey(i, M)V) representa elimero de trayectorias per- lacion [23], correspondiente a la derivada de la fonci
colantes de longitud ya sea en PH o PV, respectivamente. f“V)(M,p) que ha sido desarrollada para celdas hexago-
Para calcular las trayectorias percolantes y sus longitudé¥les de tanfeo M = 10, M = 22y M = 38. La linea
se han usadadatculos nunéricos basados en algoritmos com- continua gris corresponde a umbrales de PH, en cambio la
putaciones, los cuales han sido desarrollados para el presefifgea continua negra a umbrales de PV.
trabajo por los autores [22] y consiste en una enumanaci  S€ indica adeis con cuadrados negros los punt@xim
secuencial de los sitios en cada celda mediarti®. El al- mos de la curva representados por la derivada en ese pun-
goritmo considera las entradas fijas para cadafiande la  to f/*V) (M, pi"")) y los triangulos blancos el punto de
celda, igual que las salidas éeta. Luego, compara al final cruce de las curvag’(M, py). Definimos los valores de
del recorrido contandod$o unos si existe percoldui e in- (H )( M)y py(M) como puntos dticos del sistema, pues-
dica la longitud de la trayectoria percolante. Una vez que haao que representan una tranéitia que los sitios permanez-
registrado todas las posibles combinaciones, suma y ordenggan cada vez &s unidos y formen ufinico aglomerado. Por
para obtener los coeficientes polinomiales en fomale la  otro lado, se observa en lagdica ®@mo los naximos de las
longitud. Con ello se han determinado en forma exacta los
coeficientes polinomiales para las celdas propuestas; sin em-
bargo, para celdas de mayor tdinase requieren tiempos ¥ &) ] o l
de dlculo computacional &s prolongados, lo que limita el T] ]
estudio del presente trabajo, esto ocurre para funciones poli-—
nomialesf#-V) (M, p) de grado superior 40. Este proce-
dimiento se realiza para celdas de las redes SL, TLy HL 'y
se usa escalamiento de tdiodinito, para buscar las tenden- = e i
cias en elimite termodiramico. La Fig. 1 ilustra el concepto r gyra 1. Celdas para las geomits SL, TL y HL que muestran

de trayectoria percolante para redes de sitios/BL= 30),  rayectorias percolantes, ya sea en forma horizontal como vertical.
TL (M = 30) y HL (M = 38), respectivamente. Estas cel-

i=Lumin

das son las de mayor tafimaresueltas en el presente trabajo 40

y en el caso de la red HL, cuyo polinomio es de gradp a5 | _Z;‘;zc -

el nimero total de trayectorias percolantes alcanza el valor || —w=2r4 .
8.976.313.852 para PH y29.234.367.485 para PV, las cua- ' | _Zjﬁz .
les se clasifican por la longitud de la trayectoria percolante. ¢ (Mp) —u=3,pv /

En la figura las flechas verticales representan los sitios inicia- | espoyins

les o de entrada para medir PV, en cambio las horizontales y "1

diagonales representan los sitios iniciales para medir PH. La "

percolacdn se ilustra en cada celda de la figura cuando dos 51

sitios de color negro esn ligados a sus vecinosgximos por 00 ‘ : : : ‘ ‘ ‘
las caras, no por losavtices de ella. R A

En la red SL (Fig. 1a) se observa una trayectoria perficura 2. Umbral de percolaéin para celdas hexagonales, tanto
colante con ocho sitios que admitéle PH (notar que la para PH, como para PV.
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curvas de PH y PV y tambn sus puntos tticos se acercan 2
a unlnico valor mientras crece el tafiade las celdas y de- E E EEEEE E
saparece el efecto de asimetr

Los polinomiosf (V) (M, p) que representan cada celda b’ E E EEEE EE
asimétrica de las redes SL, TL y HL permiten determinar el EEEEEEEE

umbral de percolabn de tres formas distintas, las cuales se
determinan de la siguiente manera: FIGURA 3. Celda cuadrada de taif@6, en la cual se indican tra-
Forma 1: Calculando la derivada dﬁ(va) (M,p) y yectorias percolantes. a) 8 trayectorias percolantes horizontales, b)
. )

. L 15 trayectorias percolantes verticales.
obtenéndose el valor para la cual esta fuorces néxi-

ma. Estos valores son representadosyg@r” (M). . . .
P Soé (M) zontal y vertical considerando todas las trayectorias perco-

Forma 2: Calculando la derivada de las funciones lantes:
fULV)(M, p) y obtengndo el punto de cruce de ellas,

esto esf™ (M, py) = "V (M,py) y representado por 6, p) =2p°(1 —p)®

pf(M). 4 2 5 6
Forma 3: Calculando la probabilidad de que un sitio +8p (1 —p)" +6p°(1—p) +p
ocupado cualquiera pertenece a un aglomer?gcz/,)lo que = 2p° + 2p* — 4p® + p®, (5)
sigrifica resolver la ecuagn f 1Y) (M, p,) = pg v ) . 5 .
y calcularp{Y) (M). f7(6,p) =3p"(1 —p)" +12p°(1 - p)
Por otro lado, el exponenteitico v(M) para cada celda +15p"(1 = p)* + 6p°(1 — p) +p°
puede ser calculado basado en el concepto de que la longitud — 3p2 — 3p* 4 . )

de correladdn diverge en el umbral de percolagj lo que ca-

racteriza al sistema comoitico [7,9,24]. Para nuestro caso,

el tamdio de las celdas es finito y esta longitud de correla-  Ambos polinomios representan la celda, cuyo grado
cion no diverge y lo que se observa es umximo en el punto  maximo da cuenta de su tafita Aden@s, su grado imimo
critico, cuyo valor tiende a sémico y se puede calcular re- representa la longitud de la trayectoria percolante que con-
escalando la celda en cierta longitl@\/) definida como el tiene el menor mero de sitios definida anteriormente co-
promedio de sus trayectoriasinimas de percoladh de la  mo L{""")_ Analizando cada una de estas funciones se pue-

siguiente manera: de determinar que cada una de ellas posee &ximo en
L (M)+ LY, (M) FHEV) (6 plHY))  correspondiente a la derivada de la fun-
L(M) = 5 ; (2 cion fH:V)(6,p) evaluada ep = pi™") (6). Esto significa

de este modo, la primera forma () como se calcula el expod € los sitios Ofﬁl‘ﬂ'?ados forman tnico dominio percolan-

nente citico es considerando losarimos de las curvas de (€ Parap > pp " (6) y cualquier otro sitio que se agre-
los umbrales de percoldmi, a traes de la expresn gue forma parte de ella. En nuestro caso y siguiendo la no-
) menclatura se tieng// (6) = 0.697 y p) (6) = 0.447, cu-
L(M)70n = (f'EVI(M (p,(M)))) (3)  yos maximos se encuentran g’ (6,0.697) = 1.891 y en

: . 'V(6,0.447) = 1.717. Con estos datos el umbral de perco-
donde( ) representa un promedio ponderado de las funciones ., .
. P ) ., - acion p,(6) de la celda corresponde al promedio ponderado
asociadas a percoldxti horizontal y vertical que esdefini-

do mas adelante. Alternativamente la segunda forma (I1) egefm'do como

considerando el cruce de ambas curvas de umbrales de per-

colacbn para PH y PV y definida como pp(6)
L(M)705 = f'(M, py). ) Py (6)f7(6,p[1) +py (6) 'V (6,p))
= =0.578. (7)
. — fH6, ) + fV (6, )
Con el fin de ejemplificar y calcular los umbrales de per- » Fp Fp

colacbn p;E,H’V) (M), pE,Hy) (M)ypr(M)y los exponentes

criticos »(M) y v*(M) usemos una celda cuadrada de ta-  E| ymbral de percolath representado pgr; (6) consiste

maho M = 6 que muestra la Fig. 3. en igualar las derivadas de las funciones de las Ecs. (5) y (6),
Alli se ilustran las distintas trayectorias percolantds s ggtg esf'H(6,p;) = fV(6,py), en cuyo caso se encuentra

de longitud cuatro, tanto para PH, parte a) de la figura, comg valorp(6) = 0.548 y su derivada g’ (6, 0.548) = 1.610.

PV parte b) de la figura. Se observan ocho trayectorias pepgr otro |ado, para calcular el umbral de percdiagi, (6) se

colantes para PH y quince para PV, que corresponden a I@fpen resolver las dos ecuaciones
coeficientes polinomiales para esa longitud. Para esta celda,

se encuentran las siguientes funciones de per@olabiori- f(H,V)(&ng,v)) _ ngy)’
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cuyos valores sop’/ (6) = 0.808 y py (6) = 0.389. Para  rectas que representan los puntog) ). La pendiente en ca-
encontrar el valor representativo para ese farse pondera da caso es constante y se ajusta al valor esperéiim que

respecto de la trayectoriainima de percolaén, esto es, representa la criticalidad y universalidad del@ereno. Las
pendientes de las rectas para el caso de la Ec. (3).502
Py(6) para SL,1.617 para TL y1.510 para HL, en la cual se consi-
H H HY, ,V \% 1% deraron promedios ponderados. Llama la atemo cercano
b 6 L'r n 6,]9 +p 6)L n 6,]9
P ( JEomin (6.5 ) ﬁ/( Vi 6.2 ):0.640. (8)  que se observan los puntegM) y v*(M) en las celdas SL y

L’H”i"(6’p§[)+Lmi"(6’p-}i/) TL, explicandose este efecto por considerar mismos fimsa
El exponente dtico representado par(6) y por v*(6) se  de celdas para ambas georfer
obtiene calculando los valoresaximos del umbral de perco- La Fig. 5 representa el umbral de percotacile sitio,
lacion (forma 1) y el valor del cruce en la curva del umbral depara cada una de las geonasrSL, TL y HL. La géfica ha
percolacdn (forma Il) de acuerdo a las Ecs. (3) y (4), respec-sido escalada a la trayectoriamima de percoladin definida
tivamente. Los dos valores para |¢§H,V)(6’p§H’V)) son porlaEc. (2)y al exponenteitico v = 4/3. La nomenclatu-
promediados respecto ddimero total de trayectorias perco- ra de los nbolos incluye la geoméa y las distintas formas
lantes de la celda para el caso de PH y para el caso de PV. D& @lculo como se puede observar en el recuadro inferior de
este modo, contabilizandd trayectorias percolantes totales la figura. Lasineas segmentadas representan las ecuaciones
en el caso PH @7 en el caso PV el valor &ximo pondera- de las rectas de cada punto y en la parte derecha se ha inclui-
do es(f’(6,p,)) = 1.772. Reemplazando en las ecuacionesdo el valor con que cruza el eje vertical. Se observa para la

respectivas, se encuentra red TL que las tres formas de calcular el umbral de percola-
cibn se obtiene unérea recta que eésmontada ep. = 0.5.
v(6) = InL(6) _ 1.602 Este valor es el que se informa para esta red mediante dife-
In{f"(6,pp)) rentes metodoldgs. Adenas, se observa que laforma 3 esla
. InL(6) que mejor describe los umbrales de percdla@n cada caso,
v*(6) = nf'(6,pr) 1.923. (9)  representada poisbolos en negro, especialmente para la
Los valores del ejemplo difieren de los informados en la li- ;5
teratura [4,9,19], sin embargo, se espera que mientras maya
sea el tamido de la celda mejor es el ajuste. 20 | A Lt
Este mismo razonamiento se eniplgara obtener las 6 ¢ HL ’1..
funciones polinomiales asociadas a la percola¢iorizontal 15 ] R
y vertical de las 3 celdas HL mostradas anteriormente en la, , s
Fig. 2. En este caso en particular, se ilustra el polinomio que | e
representa los umbrales de percdadPH y PV. ' st om L = 35000, 40,279
A continuacdn se muestran los principales resultados que S
. . L nL 7 =1327Inf'(M, p,)+0,320
incluyen las tendencias del umbral de percdagi. y expo- 0 _ g 33 . 5
nente citico v calculado para redes SL, TLy HL en percola- Il T S L33 IS O p) 0473
cion de sitios. Para el caso de lared SLy TL se usaron cuatrc ", 04 . 08 A 1.2 T
celdas, de tanfeosM = 6, M = 12, M =20y M = 30 que Inf'M,ps),Inf(Mp,)

son las nnimas posibles para garantizar PH y PValaga-
mente en el caso de la red HL se usaron tres celdas; 10, FIGURA 4. Exponente dtico v y v* para las redes SL, TL y HL.
M =22y M = 38.

0,9
2. Resultados 0s b RSt A
La gréfica de la Fig. 4 muestra el resultado de 10s valores , rrmmerll T oocmo-mmemo" . o
v(M) y v*(M) calculados a tréés de la Ec. 3)ydela ,, [~ T o —
Ec. (4) para las celdas definidas en cada caso SL, TLy HL. os MM,___::'; ________ O 0600
Se ha identificado con el color negro la Ec. (3) del promedio i Tl e
del maximo de la derivaddf’(M,p,)) y con el color gris R ittt Aol Ao 4 050
Ia} Ec. (4) as,ociada al crucg (M, py). Para cada forma de 04 - ;(Z))SSLL ;’;?AZIZZ :i:ﬂ:)z
calculo, los mbolos cuadrados representan una red SL, los ; PAMLSL © pODHL 4 pn,TL
triangulos unared TL y los rombos una red HL. Las pendien- o3 + : : : : ‘
tes de cada recta representa el exponeiiteey, el cual se 0 o1 02 L'Zi"’ 04 o5 o6

ilustra con unaihea segmentada para el caso particular de
la Ec. (4) que muestra una mejor respuesta. Complementaficura 5. Umbral de percolaéin de sitiop. para redes SL, TL
do esta informadin, se incluyen las ecuaciones de iaghs y HL.
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red SL y lared HL. Ellos eéh en perfecto acuerdo con aque-y se escala respecto de la longituéhima de percoladin.

llos informados en la literatura por distintos y variados procePor otro lado, la Fig. 4, que caracteriza el exponeritg- cr
dimientos nuraricos, lo cual valida la metodolegpropues- cor, muestra un mejor comportamiento cuando se considera
ta. Para lared SL y HL la forma 1 correspondiente akin el cruce de las funciones correspondiente al umbral de per-
mo de la derivada representado pgr(simbolos vatos) in-  colacbn de las celdas asgtricas, siendo su valor constante
forma valores cercanos, pero con una buena aproxiamadi  para las tres geomédis en estudio, representando la univer-
fenbmeno, en cambio la forma 2, correspondiente al punto dealidad del femeno de percolagn. El presente trabajo y su
cruce de las curvas de los umbrales de percigeio refleja  metodoloda permite estudios de otras georfesy tales co-

el fenbmeno, cuyos valores @st por encima de los espera- mo aquellas arquimedianas, donde se mezclan las tdpslog
dos. presentadas. De igual modo, la presente metodmkey pue-
de aplicar a estudios de percolaien 3D, tanto en enlaces,
como en sitios. Otro fédmeno interesante donde se puede
aplicar esta metodoldg corresponde a percoléci de sitios
Se puede concluir que el estudio mediante el crecimiento deorrelacionados, tales comanteros y k-meros.

pequdias celdas asigtricas, permite determinar el umbral de

percolacdn de sitio en las redes SL, TL y HL y el exponen-

te ciitico que caracteriza la longitud de correfati Mien-  Agradecimientos

tras mayor sea el grado de la fubicipolinomial, mejor es

la descripadn del ferdomeno. La Fig. 5 ilustra unimero sa-  Los autores agradecen a la Universidad de la Frontera&@strav
tisfactorio parg. en todas las geoméis cuando se resuel- del proyecto DIDUFRO DI 09-102 por el apoyo parcial en el
ve las ecuacioneg:V) (M, p,) = p{™"") para cada celda desarrollo de este trabajo.
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