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Pequẽnas celdas bidimensionales asiḿetricas
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Site percolation thresholdspc and critical exponentν associated to square lattices, triangular lattices and hexagonal lattices are obtained. We
consider a methodology consisting in the growth in size of cells for each geometry, denoted forM . A site is occupied with probabilityp
and1 − p if it is not occupied. Two directions of the plane: horizontal and vertical, through asymmetrical cells are considered for studying
site percolation phenomena, so, a percolation functions associated to horizontal or vertical direction,fH(M, p) or fV (M, p) are obtained
respectively. Using finite scaling techniques, the critical points at the thermodynamic limit are obtained. Site percolation thresholds are
compared through three different ways: first, using the maximum of the derivative of the functionf (H,V )(M, p) denoted byp(H,V )

p (M),
second, considering the solution of the equationf (H,V )(M, p) = p, denoted byp(H,V )

g (M), and third, using the cross-point of the curves
associated to percolation thresholds for horizontal and vertical directions, represented bypf (M). Critical exponentν is obtained through
two different ways: first, using the maximum of the derivative defined asf ′(H,V )(M, pp), and second, considering the cross point of both
derivativesf ′(M, pf ). The values associated to site percolation thresholds and critical exponentν are in good agreement with the similar
ones informed in literature, validating the methodology proposed here.
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Se estudia el umbral de percolación de sitiospc y el exponente crı́tico ν en redes cuadradas, triangulares y hexagonales. Para ello se usa la
metodoloǵıa de hacer crecer pequeñas celdas de tamañoM en cada geometrı́a. Se considera la probabilidadp si un sitio est́a ocupado y1−p si
est́a desocupado. Con el fin de incorporar la percolación en las dos direcciones que define el plano (horizontal y vertical), se consideran celdas
asiḿetricas, cuya función de percolación est́a respresentada porfH(M, p) o fV (M, p), dependiendo si se trata de percolación horizontal o
vertical, respectivamente. Usando la técnica de escalamiento de tamaño finito, se calculan los puntos crı́ticos que caracterizan el fenómeno en
el lı́mite termodińamico. Se comparan los umbrales de percolación mediante tres formas diferentes, aquel correspondiente el máximo de la
derivada de la funcionesf (H,V )(M, p) denotado porp(H,V )

p (M), el que determina la resolución del polinomiof (H,V )(M, p) = p, denotado
porp(H,V )

g (M) y el que se encuentra mediante el cruce de las curvas de los umbrales de percolación horizontal y vertical, representado por
pf (M). Por otro lado, el exponente crı́tico ν se obtiene de dos formas diferentes, aquella relacionada con el máximo de la derivada definida
comof ′(H,V )(M, pp) y con el punto de cruce de los umbrales de percolación horizontal y vertical sobre cada tipo de celda y definida como
f ′(M, pf ). Los valores encontrados tanto para el umbral de percolación de sitio asociado a cada geometrı́a, como el exponente crı́tico ν
est́an en buena correspondencia con los informados en la literatura, lo que valida la metodologı́a aqúı propuesta.

Descriptores:Percolacíon; umbral de percolación; exponente crı́tico.

PACS: 64.60.Ak; 64.60.Fr

1. Introducción y teoŕıa

La teoŕıa de percolación fue introducida por Broadbent y
Hammersley como un modelo para estudiar la propagación
de fluidos en medios porosos [1]. Este proceso se lleva a cabo
mediante la dispersión de part́ıculas de fluido a trav́es de un
medio aleatorio o desordenado que eventualmente puede ser,
entre otros, el espacio poroso de una roca, el suelo o un arre-
glo deárboles. El efecto observado fue relacionado con pro-
piedades de conectividad, mediante dos formas: a) la interac-
ción entre sus moléculas, denominada percolación de sitios;
y b) la interaccíon a trav́es de sus enlaces quı́micos, deno-
minada percolación de enlaces. Desde entonces, la teorı́a de
percolacíon ha concentrado gran interés debido a su simplici-
dad y aplicabilidad. Los estudios canónicos est́an dentro de la
mećanica estad́ıstica y fundamentalmente en temas relaciona-
dos con transiciones de fase [2-4]. Los resultados respecto de
los umbrales de percolación son diferentes en cuanto a cómo

se conectan sus moléculas; sin embargo, el comportamiento
global, definido a trav́es de sus exponentes crı́ticos tiende a
la auto-organización y universalidad [5-9]. El feńomeno de
percolacíon se analiza en diferentes ramas del conocimien-
to, tales como: modelos matemáticos basados en teorı́a de
grafos para aglomerados oclustersinfinitos [10-11], forma-
ción de estructuras biológicas con caracterı́sticas de sistemas
complejos y auto-organizados [12] y, actualmente, en mode-
los aplicados a comportamientos sociales [13,14]. Especial
atencíon presentan los estudios de percolación asociados a
dı́meros, poĺımeros y k-meros [15-17].

En este trabajo se desarrolla una metodologı́a para deter-
minar el umbral de percolación pc y el exponente crı́tico ν
para percolación de sitios en redes cuadradas (SL), triangu-
lares (TL) y hexagonales (HL). Para ello se consideran pe-
quẽnas celdas asiḿetricas de tamãno M , donde se supone
que si un sitio está ocupado, su probabilidad esp; en tanto,
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1 − p si est́a vacio [18,21]. La celda definida mediante una
función polinomialf (H,V )(M,p) permite estudios de perco-
lación horizontal (PH) y percolación vertical (PV), quedando
representada por la funciónfH(M, p) y fV (M,p), respecti-
vamente. Una trayectoria de percolación consiste en conec-
tar ambos extremos de la celda a través de sitios ocupados.
Las trayectorias de percolación tienen diferentes longitudes
y est́an determinadas por la cantidad de sitios ocupados. Ası́,
para una celda cualquiera se observa una longitud mı́nima de
percolacíon Lmin y una ḿaxima determinada por el tamaño
de la celdaLmax = M . La metodoloǵıa propuesta calcula
todas las trayectorias de percolación para las celdas SL, TL y
HL, primero se establece PH y luego PV de manera indepen-
diente. Estas funciones pueden ser descritas analı́ticamente
como

f (H,V )(M,p)=
M∑

i=Lmin

g(i, M)(H,V )pi(1− p)M−i, (1)

dondeg(i,M)(H,V ) representa el ńumero de trayectorias per-
colantes de longitudi, ya sea en PH o PV, respectivamente.

Para calcular las trayectorias percolantes y sus longitudes
se han usado cálculos nuḿericos basados en algoritmos com-
putaciones, los cuales han sido desarrollados para el presente
trabajo por los autores [22] y consiste en una enumeración
secuencial de los sitios en cada celda mediante1 ó 0. El al-
goritmo considera las entradas fijas para cada tamaño de la
celda, igual que las salidas deésta. Luego, compara al final
del recorrido contando sólo unos si existe percolación e in-
dica la longitud de la trayectoria percolante. Una vez que ha
registrado todas las posibles combinaciones, suma y ordena,
para obtener los coeficientes polinomiales en función de la
longitud. Con ello se han determinado en forma exacta los
coeficientes polinomiales para las celdas propuestas; sin em-
bargo, para celdas de mayor tamaño, se requieren tiempos
de ćalculo computacional ḿas prolongados, lo que limita el
estudio del presente trabajo, esto ocurre para funciones poli-
nomialesf (H,V )(M, p) de grado superior a40. Este proce-
dimiento se realiza para celdas de las redes SL, TL y HL y
se usa escalamiento de tamaño finito, para buscar las tenden-
cias en el ĺımite termodińamico. La Fig. 1 ilustra el concepto
de trayectoria percolante para redes de sitios SL (M = 30),
TL (M = 30) y HL (M = 38), respectivamente. Estas cel-
das son las de mayor tamaño resueltas en el presente trabajo
y en el caso de la red HL, cuyo polinomio es de grado38,
el número total de trayectorias percolantes alcanza el valor
8.976.313.852 para PH y29.234.367.485 para PV, las cua-
les se clasifican por la longitud de la trayectoria percolante.
En la figura las flechas verticales representan los sitios inicia-
les o de entrada para medir PV, en cambio las horizontales y
diagonales representan los sitios iniciales para medir PH. La
percolacíon se ilustra en cada celda de la figura cuando dos
sitios de color negro están ligados a sus vecinos próximos por
las caras, no por los vértices de ella.

En la red SL (Fig. 1a) se observa una trayectoria per-
colante con ocho sitios que admite sólo PH (notar que la

longitud menor de la trayectoria percolante para esta celda
incluye śolo seis sitios, donde el número total de trayecto-
rias percolantes de esta longitud es cinco), en cambio para la
red TL (Fig 1b), la trayectoria percolante admite PH y PV
y est́a compuesta por once sitios (la longitud menor de la
trayectoria percolante horizontal incluye sólo seis sitios, en
cambio la longitud menor de la trayectoria percolante verti-
cal incluye cinco sitios). Para la celda de la red HL (Fig. 1c),
los catorce sitios que componen la longitud de la trayectoria
percolante admiten sólo PV, aun cuando existen otros sitios
ocupados que no pertenecen al dominio mayor. Se puede ob-
servar que el dominio mayor es el que percola con sus ocho
sitios conectados. La longitud menor de la trayectoria perco-
lante horizontal admite nueve sitios, en cambio la longitud
menor de la trayectoria percolante vertical admite sólo sie-
te sitios. Cuando todos los sitios están ocupados, se dice que
existe una sola trayectoria percolante de longitud igual a su
tamãnoM .

La Fig. 2 es una curva tı́pica de umbrales de perco-
lación [23], correspondiente a la derivada de la función
f (H,V )(M,p) que ha sido desarrollada para celdas hexago-
nales de tamãno M = 10, M = 22 y M = 38. La ĺınea
continua gris corresponde a umbrales de PH, en cambio la
lı́nea continua negra a umbrales de PV.

Se indica adeḿas con cuadrados negros los puntos máxi-
mos de la curva representados por la derivada en ese pun-
to f ′(H,V )(M, p

(H,V )
p ) y los triángulos blancos el punto de

cruce de las curvasf ′(M,pf ). Definimos los valores de
p
(H,V )
p (M) y pf (M) como puntos crı́ticos del sistema, pues-

to que representan una transición a que los sitios permanez-
can cada vez ḿas unidos y formen uńunico aglomerado. Por
otro lado, se observa en la gráfica ćomo los ḿaximos de las

FIGURA 1. Celdas para las geometrı́as SL, TL y HL que muestran
trayectorias percolantes, ya sea en forma horizontal como vertical.

FIGURA 2. Umbral de percolación para celdas hexagonales, tanto
para PH, como para PV.
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curvas de PH y PV y también sus puntos crı́ticos se acercan
a unúnico valor mientras crece el tamaño de las celdas y de-
saparece el efecto de asimetrı́a.

Los polinomiosf (H,V )(M,p) que representan cada celda
asiḿetrica de las redes SL, TL y HL permiten determinar el
umbral de percolación de tres formas distintas, las cuales se
determinan de la siguiente manera:

Forma 1: Calculando la derivada def (H,V )(M,p) y
obteníendose el valor para la cual esta función es ḿaxi-
ma. Estos valores son representados porp

(H,V )
p (M).

Forma 2: Calculando la derivada de las funciones
f (H,V )(M,p) y obteníendo el punto de cruce de ellas,
esto esf ′H(M, pf ) = f ′V (M, pf ) y representado por
pf (M).

Forma 3: Calculando la probabilidad de que un sitio
ocupado cualquiera pertenece a un aglomerado, lo que
sign̂ıfica resolver la ecuaciónf (H,V )(M, pg) = p

(H,V )
g

y calcularp(H,V )
g (M).

Por otro lado, el exponente crı́tico ν(M) para cada celda
puede ser calculado basado en el concepto de que la longitud
de correlacíon diverge en el umbral de percolación, lo que ca-
racteriza al sistema como crı́tico [7,9,24]. Para nuestro caso,
el tamãno de las celdas es finito y esta longitud de correla-
ción no diverge y lo que se observa es un máximo en el punto
cŕıtico, cuyo valor tiende a seŕunico y se puede calcular re-
escalando la celda en cierta longitudL(M) definida como el
promedio de sus trayectorias mı́nimas de percolación de la
siguiente manera:

L(M) =
LH

min(M) + LV
min(M)

2
, (2)

de este modo, la primera forma (I) como se calcula el expo-
nente cŕıtico es considerando los máximos de las curvas de
los umbrales de percolación, a trav́es de la expresión

L(M)
1

ν(M) = 〈f ′(H,V )(M, 〈pp(M)〉)〉 , (3)

donde〈 〉 representa un promedio ponderado de las funciones
asociadas a percolación horizontal y vertical que está defini-
do más adelante. Alternativamente la segunda forma (II) es
considerando el cruce de ambas curvas de umbrales de per-
colacíon para PH y PV y definida como

L(M)
1

ν∗(M) = f ′(M, pf ). (4)

Con el fin de ejemplificar y calcular los umbrales de per-
colacíon p

(H,V )
p (M), p

(H,V )
g (M) y pf (M) y los exponentes

cŕıticos ν(M) y ν∗(M) usemos una celda cuadrada de ta-
mãnoM = 6 que muestra la Fig. 3.

All ı́ se ilustran las distintas trayectorias percolantes sólo
de longitud cuatro, tanto para PH, parte a) de la figura, como
PV parte b) de la figura. Se observan ocho trayectorias per-
colantes para PH y quince para PV, que corresponden a los
coeficientes polinomiales para esa longitud. Para esta celda,
se encuentran las siguientes funciones de percolación hori-

FIGURA 3. Celda cuadrada de tamaño 6, en la cual se indican tra-
yectorias percolantes. a) 8 trayectorias percolantes horizontales, b)
15 trayectorias percolantes verticales.

zontal y vertical considerando todas las trayectorias perco-
lantes:

fH(6, p) = 2p3(1− p)3

+ 8p4(1− p)2 + 6p5(1− p) + p6

= 2p3 + 2p4 − 4p5 + p6, (5)

fV (6, p) = 3p2(1− p)4 + 12p3(1− p)3

+ 15p4(1− p)2 + 6p5(1− p) + p6

= 3p2 − 3p4 + p6. (6)

Ambos polinomios representan la celda, cuyo grado
máximo da cuenta de su tamaño. Adeḿas, su grado ḿınimo
representa la longitud de la trayectoria percolante que con-
tiene el menor ńumero de sitios definida anteriormente co-
mo L

(H,V )
min . Analizando cada una de estas funciones se pue-

de determinar que cada una de ellas posee un máximo en
f ′(H,V )(6, p

(H,V )
p ), correspondiente a la derivada de la fun-

ción f (H,V )(6, p) evaluada enp = p
(H,V )
p (6). Esto significa

que los sitios ocupados forman unúnico dominio percolan-
te parap > p

(H,V )
p (6) y cualquier otro sitio que se agre-

gue forma parte de ella. En nuestro caso y siguiendo la no-
menclatura se tienepH

p (6) = 0.697 y pV
p (6) = 0.447, cu-

yos ḿaximos se encuentran enf ′H(6, 0.697) = 1.891 y en
f ′V (6, 0.447) = 1.717. Con estos datos el umbral de perco-
lación pp(6) de la celda corresponde al promedio ponderado
definido como

pp(6)

=
pH

p (6)f ′H(6, pH
p ) + pV

p (6)f ′V (6, pV
p )

f ′H(6, pH
p ) + f ′V (6, pV

p )
= 0.578. (7)

El umbral de percolación representado porpf (6) consiste
en igualar las derivadas de las funciones de las Ecs. (5) y (6),
esto es,f ′H(6, pf ) = f ′V (6, pf ), en cuyo caso se encuentra
el valorpf (6) = 0.548 y su derivada af ′(6, 0.548) = 1.610.
Por otro lado, para calcular el umbral de percolaciónpg(6) se
deben resolver las dos ecuaciones

f (H,V )(6, p(H,V
g )) = p(H,V )

g ,

Rev. Mex. F́ıs. 55 (4) (2009) 307–311
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cuyos valores sonpH
g (6) = 0.808 y pV

g (6) = 0.389. Para
encontrar el valor representativo para ese tamaño se pondera
respecto de la trayectoria mı́nima de percolación, esto es,

pg(6)

=
pH

g (6)LH
min(6, pH

g )+pV
g (6)LV

min(6, pV
g )

LH
min(6, pH

g )+LV
min(6, pV

g )
=0.640. (8)

El exponente crı́tico representado porν(6) y por ν∗(6) se
obtiene calculando los valores máximos del umbral de perco-
lación (forma I) y el valor del cruce en la curva del umbral de
percolacíon (forma II) de acuerdo a las Ecs. (3) y (4), respec-
tivamente. Los dos valores para losf ′(H,V )(6, p

(H,V )
p ) son

promediados respecto del número total de trayectorias perco-
lantes de la celda para el caso de PH y para el caso de PV. De
este modo, contabilizando17 trayectorias percolantes totales
en el caso PH y37 en el caso PV el valor ḿaximo pondera-
do es〈f ′(6, pp)〉 = 1.772. Reemplazando en las ecuaciones
respectivas, se encuentra

ν(6) =
lnL(6)

ln〈f ′(6, pp)〉 = 1.602

ν∗(6) =
lnL(6)

lnf ′(6, pf )
= 1.923. (9)

Los valores del ejemplo difieren de los informados en la li-
teratura [4,9,19], sin embargo, se espera que mientras mayor
sea el tamãno de la celda mejor es el ajuste.

Este mismo razonamiento se empleó para obtener las 6
funciones polinomiales asociadas a la percolación horizontal
y vertical de las 3 celdas HL mostradas anteriormente en la
Fig. 2. En este caso en particular, se ilustra el polinomio que
representa los umbrales de percolación PH y PV.

A continuacíon se muestran los principales resultados que
incluyen las tendencias del umbral de percolaciónpc y expo-
nente cŕıtico ν calculado para redes SL, TL y HL en percola-
ción de sitios. Para el caso de la red SL y TL se usaron cuatro
celdas, de tamãnosM = 6, M = 12, M = 20 y M = 30 que
son las ḿınimas posibles para garantizar PH y PV, análoga-
mente en el caso de la red HL se usaron tres celdas,M = 10,
M = 22 y M = 38.

2. Resultados

La gŕafica de la Fig. 4 muestra el resultado de los valores
ν(M) y ν∗(M) calculados a trav́es de la Ec. (3) y de la
Ec. (4) para las celdas definidas en cada caso SL, TL y HL.
Se ha identificado con el color negro la Ec. (3) del promedio
del máximo de la derivada〈f ′(M,pp)〉 y con el color gris
la Ec. (4) asociada al crucef ′(M, pf ). Para cada forma de
cálculo, los śımbolos cuadrados representan una red SL, los
triángulos una red TL y los rombos una red HL. Las pendien-
tes de cada recta representa el exponente crı́tico ν, el cual se
ilustra con una lı́nea segmentada para el caso particular de
la Ec. (4) que muestra una mejor respuesta. Complementan-
do esta información, se incluyen las ecuaciones de las lı́neas

rectas que representan los puntosν∗(M). La pendiente en ca-
da caso es constante y se ajusta al valor esperado4/3 lo que
representa la criticalidad y universalidad del fenómeno. Las
pendientes de las rectas para el caso de la Ec. (3) son1.522
para SL,1.617 para TL y1.510 para HL, en la cual se consi-
deraron promedios ponderados. Llama la atención lo cercano
que se observan los puntosν(M) y ν∗(M) en las celdas SL y
TL, explicándose este efecto por considerar mismos tamaños
de celdas para ambas geometrı́as.

La Fig. 5 representa el umbral de percolación de sitiospc

para cada una de las geometrı́as SL, TL y HL. La gŕafica ha
sido escalada a la trayectoria mı́nima de percolación definida
por la Ec. (2) y al exponente crı́tico ν = 4/3. La nomenclatu-
ra de los śımbolos incluye la geometrı́a y las distintas formas
de ćalculo como se puede observar en el recuadro inferior de
la figura. Las ĺıneas segmentadas representan las ecuaciones
de las rectas de cada punto y en la parte derecha se ha inclui-
do el valor con que cruza el eje vertical. Se observa para la
red TL que las tres formas de calcular el umbral de percola-
ción se obtiene una lı́nea recta que está montada enpc = 0.5.
Este valor es el que se informa para esta red mediante dife-
rentes metodologı́as. Adeḿas, se observa que la forma 3 es la
que mejor describe los umbrales de percolación en cada caso,
representada por sı́mbolos en negro, especialmente para la

FIGURA 4. Exponente cŕıtico ν y ν∗ para las redes SL, TL y HL.

FIGURA 5. Umbral de percolación de sitiopc para redes SL, TL
y HL.
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red SL y la red HL. Ellos están en perfecto acuerdo con aque-
llos informados en la literatura por distintos y variados proce-
dimientos nuḿericos, lo cual valida la metodologı́a propues-
ta. Para la red SL y HL la forma 1 correspondiente al máxi-
mo de la derivada representado porpp (śımbolos vaćıos) in-
forma valores cercanos, pero con una buena aproximación al
fenómeno, en cambio la forma 2, correspondiente al punto de
cruce de las curvas de los umbrales de percolación, no refleja
el feńomeno, cuyos valores están por encima de los espera-
dos.

3. Conclusiones

Se puede concluir que el estudio mediante el crecimiento de
pequẽnas celdas asiḿetricas, permite determinar el umbral de
percolacíon de sitio en las redes SL, TL y HL y el exponen-
te cŕıtico que caracteriza la longitud de correlación. Mien-
tras mayor sea el grado de la función polinomial, mejor es
la descripcíon del feńomeno. La Fig. 5 ilustra un número sa-
tisfactorio parapc en todas las geometrı́as cuando se resuel-
ve las ecuacionesf (H,V )(M, pg) = p

(H,V )
g para cada celda

y se escala respecto de la longitud mı́nima de percolación.
Por otro lado, la Fig. 4, que caracteriza el exponente crı́ti-
coν, muestra un mejor comportamiento cuando se considera
el cruce de las funciones correspondiente al umbral de per-
colacíon de las celdas asiḿetricas, siendo su valor constante
para las tres geometrı́as en estudio, representando la univer-
salidad del feńomeno de percolación. El presente trabajo y su
metodoloǵıa permite estudios de otras geometrı́as, tales co-
mo aquellas arquimedianas, donde se mezclan las topologı́as
presentadas. De igual modo, la presente metodologı́a se pue-
de aplicar a estudios de percolación en 3D, tanto en enlaces,
como en sitios. Otro feńomeno interesante donde se puede
aplicar esta metodologı́a corresponde a percolación de sitios
correlacionados, tales como dı́meros y k-meros.
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