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La teoiia de filtrado digital en el proceso de identifigatipermite conocer la damica interna de los estados del sistema de referencia,
considerado como caja negra o sistema base, que proporciondialessie entrada y de salida, que para el identificador es inf@maci
esencial que forman parte de las acciones de identificacas acciones desarrolladas por el identificador consideran a la matriz de dransici
descrita por la funéin exponencial de los pametros internos de la caja negra, la identificacle los estados con un retardo, la matriz de
ganancias formada por error de corretecde convergencia y el proceso de inno@actonstruido por la salida de ruido del sistema de
referencia y el resultado de identificaoi En el sistema de referencia visto como una caja negra, tanto Emetaos como los estados
internos requieren ser descritos de alguna forma. Entre ambas descripcionas geave es la identificam de estados, al depender de la
matriz de transidin que est en funcbn de los paametros internos tamém por describir. Aisque en la estructura del identificador, la matriz
de transiobn se convierte en un problema esencial por resolver, muchas veces minimizado por el hecho de utiktiaabere de alm
modo permiten seleccionar una matriz de tragsigpara minimizar el error de identificéci. En este documento se propone un estimador
como descriptor de los pametros internosétnica necesaria para conocer laaitica interna de las ganancias de la caja negra), que permite
generar la matriz de transsi requerida por el identificador; respecto a la matriz de ganancia, el error de ideiatifiG@qdresado por el
segundo momento de probabilidad en forma recursiva) afecta el identificador como un algoritmo de&daptagilograr una tasa de
convergencia adecuada. E$ esmo el filtro digital esi construido con dos acciones: la estimagy la identificaddn; interconectadas por

la adaptadin generada por la ganancia que ajustaufiitamente los niveles del identificador para llegar la convergencia, deseada y que se
puede observar en los resultados de la simataci

Descriptores: Filtro digital; funcional de error; gradiente eséstico; sistema de referencia.

The digital filter theory with identification process allows knowing internal states dynamics, with respect to a reference system, commonly
considered as a black box or base system. This gives the identifier its input and output signals as essential information; so that the identifier i
formed by identification actions. The actions developed by the identifier consider the transition matrix “described by the exponential function
respect to internal parameters for the unknown black box reference system”, identifying states delayed, with gain matrix “formatted by
correlation convergence error” and the innovation process “build by the output base system noise and the identification result.” Unfortunately,
in the black box concept the internal parameters have the same problem, which means, neither observed nor transition matrix, because it i
a description function depicted exponentially. Thus, the identifier structure considers that the transition matrix is an essential problem. This
paper proposes the estimator as internal parameter descriptor “this is a technique required to describe the internal gains with respect to th
black box system” thus generating the transition matrix. With respect to the gain matrix, the identification error “expressed by a second
probability moment in recursive forms” affects the identifier as an adaptive algorithm. This allows having a sufficient convergence rate. The
filter is built with two actions: estimator and identifier, this considers the adaptive properties with respect to the gain and dynamically adjusts
the identifier convergence levels, observed in simulation results.

Keywords: Digital filter; functional error; stochastic gradient; reference model.
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1. Introduccion un sistema se ha a traes de ecuaciones diferenciales, de
procesos en convolum, lo cual dio como resultado contar

En sistemas vistos como cajas negras en donde es necesalifh descripciones de los sistemas fueraided. En casos

conocer su diamica interna para alg prosito, ya que no  ciiticos, las descripciones internas de un sistema samac

es posible tener acceso a su estructura debido a su naturaleggyes de la identificad, resultando poco aceptables porque
se realiza el proceso de Id€|"|t|fl0§i|0l[2-4] La identificaddn se presupda conocida a la matriz de transai.

como tal es una forma de describir la @mica interna del
sistema base respecto al conjunto de entradas y salidas que Los sistemas digitales utilizan aproximaciones a las ecua-
lo afectan. En general, la descripoidel comportamiento de ciones diferenciales, descritas como ecuaciones en diferen-
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cias, que cambian el orden por un retardo; es decir, una ecula idea de describir lo que éstlentro de la caja negra, y que
cion de quinto orden en diferencias es vista como una ecuaacluye a todas las damicas internas que hacen que el sis-
cion con cinco retardos. Lo cual permite usar la recursividadema @& una respuesta a un iestilo. Para lograr usar a los
en los algoritmos computacionales. identificadores, se consideconocida la matriz de transiesi

De acuerdo con M.A. Peinado [4], comérdl respecto para lograr el proceso de adaptac[21], que se basa en:
de que la expreéh recursiva del identificador pddrser im-
plementado dentro del sistema digital en el futuro.

La primera forma recursiva de un identificador imple-

mentada dentro de un sistema computacional del tipo digital 2) el funcional de error de identificam de manera recur-

1) proponer las condicionesioiales de la matriz de tran-
sicion;

se descritd en la Ref. 1. Y de dten adelante, las diferentes siva;

formas de identificadin requieren de la matriz de trangioi

correspondiente, que a su vez es una fomeixponencial de  3) establecer un criterio que modifique de manerawhia
los paAmetros o ganancias internas del sistema de referen- ~ Cala ganancia.

cia [20].

Se busbd ante todo que se tuviera la convergencia entre la

Lasareas de las ciencias aplicadas que el filtrado ha imr'espuesta del sistema base y la emitida por el filtro.

pactado son: control autdtico (para predecir el comporta-  penro de la navegami terrestre una herramienta sateli-

miento de un estado y sobre esa prediodomar una deci- 5| hara encontrar trayectorias-destino dado un punto de re-

sibn para afectar al sistema a controlar por med_io .de Una agsrencia es eGlobal Position SystertGPS); contando con
cion reguladora [22]), sistemas digitales (en la elimiaade |5 5cumuladin de los errores en los sensores de los sistemas
ruidos de forma diamica que se adjuntan en las transforma+erciales [5], debido a:

ciones de las $mles a ser procesadas por medio déetado
de ventaneo dizmico [11], entre las &s destacadas. a) error de inicializad@n (INS); y

Los trabajos de identifica@mn utilizados como una herra-
mienta para describir la dimica interna de un sistema ba-
se o de referencia, fueron enfocados hacia sistemas lineales,
monovariables, y estacionarios (en el sentido de probabilibe forma que el proceso de innovagien el identificador
dad [21]) de acuerdo con las Refs. 2'y 3; observando sus preonstruido por ese grupo de errores, permite minimizar la
piedades de estabilidad en fuicide la matriz de transisn ~ aproximacbn al punto destino [7].
propuesta [18,19]. A pesar del uso que se ha dado a esta clase de filtros, el

Como ejemplo de identifica@n recursiva [21], se en- problema de considerar una dmica interna conocida pa-
cuentra la predicoin de las trayectorias de navegatipa- ra describir los estados internos dentro de un sistema que se
ra lograr el control de una nave espacial [5], con el objetivacomporta como caja negra, no se ha resuelto [14,15,16,17].
de llevar una nave de un planeta a su asteroide y viceveGe desarrofl el concepto de adaptéci para proponer con-
sa. Dentro de la predidgm cominmente son conocidas las diciones inciales respecto a la matriz de transitif21]. Se
ganancias necesarias en toda la trayectoria del sistema de qaepuso la diferencia entre estimador e identificador [13]. Se
vegacon con el flujo decreciente de combustible y condicio-establecieron condiciones de estabilidad para la matriz de
nes cambiantes del ambiente; requiriendo grandes sistem#aansiciones, logrando con ello acotar la tegien la cual
de ®mputo que realizasen el proceso de adaptaciajus- poda ser \alido el resultado dada una condicide opera-
te de la matriz de transimn de acuerdo con los cambios de cion acotada [20,22], entre otras consideraciones, sin llegar
gravedad y de atbsfera que sufriera el sistema base en sua enfrentar el problema de describir la @inica interna del
trayectoria. sistema de referencia con susgraetros asociados.

Dentro de la navegamn inercial terrestre [6], la identifi- De acuerdo con lo visto en los diversos resultados de
cacbn permite utilizar informaéin redundante para descri- identificacbn, se observa que la forma de lograr que el filtra-
bir el estado del sistema eséstico en diferentes posiciones do cé una buena respuesta, es el integrar la estomaan la
y velocidades extidas de observaciones a temwelGlobal  identificacbn y no presuponer conocida a la matriz de tran-
Navigation Satellite Syste(@®NSS); corrigiendo los errores sicion. Una vez estimada la matriz de @aretros internos,
cometidos en la identificaimn de sus estados internos al darse procede a construir la matriz de trartsica usarse en la
por conocida la matriz de transici, a$ como disminuir los  identificacbn del estado interno del sistema de referencia.
errores en la identificagh de altitud; todo ello, dentro de un En el caso presente al usar un modelo de referencia, se
proceso de adaptdri [21]: el error producido en la iden- compara la sgal del identificador y se encuentra un funcional
tificacion de la posidn y la velocidad es generado por los del error construido en base al segundo momento de probabi-
errores de lectura de los sistemas inercialdsc@®io de las  lidad, que permite corregir al estimador y al propio identifi-
etapas de acoplamiento digital, y el haber considerado paador de manera dimica, logrando que la interaoai lleve
todos los casos conocida a la matriz de trabsici al filtro a una reghn de convergencia y Begar al valor de

El proceso de identificagn bajo la consideragh ante- identificacbn deseado, sin poner por delante la infuicen
rior, resultafa imposible si se observa que el filtrado parte dda descripdbn de la matriz de transion.

b) error de alineamiento al sistema de acuerdo al grupo de
satlites considerados para ubicar un punto.
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parai = 0,1,2,...,n correspondiente a la vari@ci nor-
TABLA |. Simbolos usados en los diagramas a bloques. mal de wy,, llamado proceso estdistico gaussiangara
N(p = ku,, 02, < o0). Similarmente {vj, k > 0} es un

——»  Sdiales de entrada o salida del sistema. proceseestod@stico gaussianparaN (u = k,, o5 < 00) .

En el diagrama de la Fig. 2 se observa el espacio de esta-
dos del sistema de referencia ARMA, donde es posible apre-

l 2.1 | Retardo de la g&l considerada y descritacomo:  ciar las entradas y perturbaciones que lo afectan [23].
Xi—1:=Xkz—1.

La evolucbn de una s@al, incluyendo las perturbaciones
que lo alteran, tanto interng,, como externav;, al sistema.
Sumador algebraico defales. Y que dentrp dg Ia_caja punteaQa, se encuentra I_o gue se cono-
ce como diamica interna del sistema en espacio de estados
en su forma recursiva como un ARMA.

-’@ Multiplicador algebraico de $les. En la Fig. 3 y de acuerdo con la Tabla I, se muestra el
modelo propuesto en este trabajo, en donde la salida del sis-
tema de referencia y el sistema aproximado, se utilizan para
La simbiosis entre estimador e identificador relacionadogsonocer la gananci& requerida por el filtro identificador y
por el funcional del error, permite contar con un filtro digital as describir el estado interno.
dinamico e integrado, el cual es descrito a&se este traba-
jo para un sistema monovariable y estacionario, de acuerdo al
siguiente orden: el estimador es del tipo gradiente astéc
co teniendo acceso a la salida del sistema, el identificador e:
descrito por el filtrodptimo, el funcional del error se expre-
sa de manera recursiva y afecta a ambos filtros; se present
la simulacon como un ejemplo ilustrativo, que a tésvde
un modelo de referencia se logra observar las fronteras en
tre la estimadn y la identificaddn, a§ como su interacéin
dinamica; finalmente se concluye y se presentan las referen
cias utilizadas.

perturbacion

© H|

2. Descripcbn del filtro estimador identifica- e
dor recursivamente

; estado
parametro _-3\' Y. ohservahle

El filtro identificador es una estructura utilizada para prede- inteino w(+X
cir, describir o reconstruir el estado interno del sistema de
referencia, considerando que su respuesta es estable (en
sentido nas simple: entradas acotadas, salidas acotadas) a |
excitacbn con ruido acotado.

Se requiere el uso de simbolagesandar (como puede
verse en la Tabla |) para describir por diagramas a bloques de
sistemas discretos, las operaciones a realizarse, tanto por e
sistema de referencia como por el filtro integrado, de acuerdo
con la Ref. 25.

El sistema de referencia, es descrito por el proceso de pri-
mer orden por un modelo ARMA:

=

| . . .
GURA 1. Representadn del sistema de referencia

perturbacion

parametros
parametro de de salida
ye—CAC Yy _1=CByvj_1+Dw,—CACT Dwy,_1, il RO ‘
' estado L estado
como puede verse en |a F|g 1. excita;io'n E interno : obsetvable

En el espacio de estados, se tiepgi1=Axxy+ By,
cuya salida es descrita com@=Cjz,+Dwy, segin [24]
{w(k), k > 0} es un proceso estastico

{wki, kz':() = 0, k7;=1 = 1, ]{37;=2 = 2, }
tal que, para cualquier conjunto arbitrario de punfés}

se tiene la distribuéin asociada a la variable aleatotig, FIGURA 2. Diagrama de estados del sistema de referencia.
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w, Perubaciin Prueba 2 (véase Anexo I).

+ De esta manera una vez que se obtiene la matriz dengar
tros A, es posible proceder a la identificanidel estado in-
terno y que de acuerdo al modelo (1) correspondg,a.
Teorema 3 (Identificacibn de estados internos caso una en-
trada una salida): Considerando el sistema descrito en (1)
Cuyo identificador es:

——» Zistemna de referencia
Ho = A5 By

Ganancia

K, =[E{el} - 9]

Filtro mntegrado

Fas BT s
= A5t K W

| Tr1 = Apdr + Kpaby, (4)
(o) — o
i gl Con la ganancia descrita
FIGURA 3. Diagrama de la estructura global del filtro identificador, N . .
teniendo estimada la matriz de penetros. Ky = Ay JyCF [CrJiCF + Ry € RIHF,
En donde el filtro de identificagn, requiere conocida o Ay, Cy, Ji, Ry, € %E:‘X"]’k (5)
estimada la matriz de pametros internos del sistema, parte
de lo que se desarroliaen este trabajo. Es un identificadobptimo en el sentido de probabilidad, res-

A continuacon se describe como se integran la estimapecto del funcional del error que tiene la forma:
cion y la identificaddn implementada en el filtro.

Teorema 1 (estimaddn de parametros por el gradiente es- Jiet1. min = /ikjk;lz — f(,cckjkj;{ + BrQwBY,
tocastico).Consictrese que un sistema es descrito por el mo- . T

delo estoéstico de primer orden expresado en diferencias fi- Qr:=FE {”k% } ) Ry :=FE {wkwk } (6)
nitas:

Prueba 3(véase Anexo I).
Tpy1 = ApTr + Brog; yr = Crrp +wr (1)

Tiene un tiempo de evoluei acotador, < oo (por ca- 3. Simulacin

da intervalo), que cumple con la condimn de Nyquisf26]
Tk = 1/2fmax, Yy que segn la Ref. 24{w(k), k > 0} es
un proceso est@stico

Conforme al modelo expresado en (1) descrito en diferencias
finitas; para el caso monovariable se considero que el esti-
mador expresado en (3), de acuerdo a la Fig. 3 se usa en la

{wg,, kizo =0, kizy = 1, kima = 2,...}, identificacbn del estado interno descrito en (4), respecto al

modelo de referencia. Esiasomo el paametro estimado es

tal que, para cualquier conjunto arbitrario de punto§ii}  graficado respecto a una referencia de 0.4 unidades. Para di-
se tiene la distribuéin asociada a la variable aleatoriay, ferentes amplitudes de ruido se realizo la estidracisando
para i = 0, 1, 2,..., n correspondiente a la variabh g modelo descrito en (3), las cuales variaron desde 0.1 has-
normal dewy,, llamado proceso estastico gaussiano pa- 5 0.9 observando, que a una varianza de 0.6, el estimador
ra N(p = ku,, 0y, < oo). Similarmente{v, k >0} €S tiene una mejor convergencia que el resto de las estimaciones
un proceso estdstico gaussiano pard/ (i = ky, 07 < 00).  realizadas. En la Fig. 4, se presenta el resultado de la simu-

En donde de acuerdo con (1) lacion para cuatro varianzas de ruido (0.1, 0.3, 0.6 y 0.9) que
T Thst, Up € gl X1k, corresponden a una estimagique llega a su estado estacio-
’ ’ + ’ nario en 0.05, 0.22, 0.41 y 0.35, respectivamente.
as como con las pa@&metros Encontrando que la estimaci 6ptima fue para una va-
A B.C (nxn],k rianza de ruido de 0.6 unidades, como puede verse en la
k> Dk ,k€5R+ . Fig. 5.

Cuya respuesta se aproxima al comportamiento del sistema
considerado de acuerdo a la Fig. 2. Su estimador usando la **
técnica del gradiente estastico es descrito como:

A = By 19T By 19T ) @)

Prueba 1(véase Anexo ).

Teorema 2 (Estimacon de parametros en forma recursi-
va).Considerando el modelo (2) y con las propiedades de in-
varianza, se obtiene su forma recursiva

y K

2 2 ~ FIGURA 4. Simulacdn de la estimaéin para diferentes amplitudes
Ap = My Ap—1 + Qr ®3) de ruidos.
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4. Conclusbn

[

En este trabajo se presénin filtro formado por un estima-
dor de paametros unido con un identificador de estados, uti-

1
|

03}

02f

o

IBLFis j\j" R e O e T e i
Voo

lizando un modelo de referencia de primer orden eésttico,
invariante en el tiempo, descrito en diferencias finitas, con un
tiempo de evoludn entre estados acotado. La metod@dog
propuesta dentro del proceso de filtrado cortsestitener una

141 3

Ly &

FIGURA 5. Estamicbn dptima en reladin con el paametro de re-

i
] ] El ] E] 0 08

seial de referencia para realizar la estindacile la matriz de
parametros, con base en la cual se réala identificacbn

del vector de los estados internos. La Fig. 3, nos perrdar

ferencia. una descripdin del algoritmo para ser implementado. La for-
ma de realizar la prueba de integ@atide un estimador con
un identificador, fue por medio de utilizar el modelo descrito
X, R @ de (1) con un solo pametro.

El proceso de estimamn fue probado para diferentes va-
rianzas de ruidos, que iban desde 0.1 hasta 0.9, lo que nos
permiti6 dado el modelo (1) para un @anetro de referencia
de 0.4, seleccionar la mejor varianza de ruido, la que corres-
pondb ala de 0.6.

Para la identificadin se ué estelltimo resultado y se
logro la descripdn del estado interno con un alto grado de

similitud como puede observarse en la Fig. 6. Su convergen-
cia, descrita por (3) fue simulada y se observa en la Fig. 7, la
cual llega a un estado estacionario menor a 1 %.

Observando asque la integrad@n del estimador- identi-
ficador como un filtro es una buena alternativa para conocer
la dinamica interna de un sistema, sin la necesidad de presu-
poner conocida alguna de sus magnitudes; en vez de eso, se
estiman e identifican para lograr una descfipdo mas pa-
recida posible a su funcionamiento en reteccon su sial
de respuesta del sistema de referencia.

Anexo |

= : , "k . .
70 80 90 100 Prueba del teorema 1Consickrese al funcional del error de

manera recursiva de:

FIGURA 7. Funcional del erroriJcon un resultado menor al 0.01

. 1
de varianza de error. Jp = E(ekez + (k=1)Jx_1) (7)
El resultado obtenido del estimador de acuerdoCon error de identificadn:
con (3) como se observa en la Fig. 5, es utilizadoieed B . 8
en (5) y aplicado en (4) dentro del algoritmo de identifica- €k = Yk — Yk )
cion de acuerdo con la Fig. 3: La identificagirequiere de la 'y que al sustituir (1) en (8):
matriz de ganancias (5), en la cual se observa el error de iden- ~
tificacion por medio del segundo momento de probabilidad exr = Ayp—1 + wr — Gk 9)
de manera recursiva (6). Lo que permite obtener la respues .
del identificador, mostrado en la Fig. 6. Es decir, el proceséﬁluItlphcamdo por el transpuesto de, a (9)
de aggptaﬁn se da cuando el estimador (3) es usado en el exel = Ayp_19F AT + wpwl 4 yrit
identificador (4) en conjunto con la matriz de ganancia (5). - . o o
+ 2(Ayp—1wy — Ayp—1G, —wrfi)  (20)

El funcional del error es descrito en (6) a partir del error

de identificaddn que enforma ilustrativa se observa en lay que al considerar en (7) a (10):

Fig. 7.
En

llegar a una condidin estacionaria a partir de las 20 unidades

enk, q

1 - ~T AT T ~T A T
la Fig. 7 se observa un decaimiento exponencial hasta/x = E(AyqukqA +wewy + YeGi + 2(Ayk—1wy,

— Ayer @i — wrdl)) + (k= 1) Je—1). (11)

ue corresponde a menos de 1 %.

Rev. Mex. 5. 56 (1) (2010) 1-8
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Con el gradiente de (11), respecto de
Vil 4, = QAyk1yi 1 + 201w —yr10t)) (12)
Quedando resumido en la igualdad:

(2AB{y-1yi_1} + 2Byl )

~E{pif})) =0 @93
Y obteniendo:

Av = (B {pardl} — B {mmre})

% (B {yrorvf 1)) (14)
El estimador sin ruidos es:
Ay =E{y_19i} (B {%—1?91?_1})_1 (15)

Prueba del teorema:ZExpresando (4) en forma discreta:

Ay =

1< 1 o
kzyz—ﬂ!?] [kzyi—1ﬂf—1] (16)
=1 =1

Expresando los&trminos de (16) en forma recursiva se obtie-

ne:

k k1
Pe=> wyidls Poa=Y viadl
i=1 i=1

Py =yi—19; + P (17)
k k-1

Qk =Y Y191, Qe1=Y vi10i 4
i1 i=1

Qr = yi—19; 1 + Q-1 (18)

La matriz de paametros es expresado de forma recursiva co-

mo:
Av= 3 g + (- DR Q0T @9)
Desarrollando (19) se obtiene:
A= g+ (k- 1)
< ((Polleel e [e] T eo
sustituyenddP,_1][Qr_1]~* por flk,l se obtiene:
A= [l + - DA [0 @
Separandoérminos:
A= [k = DQu-1) (@] Ay
3 gt Qe 22)

Igualando
My =[(k=1)Qs1][Q] ", Y
Qr = % [ye—198] [Qu] "

Ay = MyAy_1 + Qx (23)

Prueba del teorema 3Consicerese que el error de identifi-
cacion es:

[nx1],k

ey 1= T — Tp; e € N (24)

Donde su funcional de error y varianzas de los ruidos:
Jp:=F {ekeg} ,
Ry:=F {wkwkT}
Qr:=F {vkvg}

En relacbn con (6), desplazado un tiempo, son sustituidos
sus estados considerando la defioitiexpresada en (4) res-
pecto a (1):

(25)

err1 = Apap + Brop — (Apdy + Kyt (26)

El ruido en el identificador convergen en casi todos los pun-

tos al ruido que afecta al sistema; de forma tah w; ? W
i—k ctp

y el proceso de innovain descrito como:
Wy =y — Crdx (27)

Al sustituir (27) en (26), se obtiene:
err1=Arxp+Brog— (Akiﬁk-Ff(k (yk—Ckik)) (28)

La séhal observable de (27), de acuerdo con (1) y agrupando
respecto ary, &, yaKy,:

Chyl = (Ak- - f(ka) x + By
- (Ak - f(kck) r — Kyws (29)

Cabe mencionar que el conjunto de valores propios cumple
{)\i(/lk)} C ([0,1), k), que son las condiciones de esta-
bilidad desde un punto de vista robusto para sistemas discre-
tos variantes [11]. Considerando la exprégi(4.8), respecto

con (Ak - f(ka) , como factor corin entrex;, yi,

Chtl = (Ak - kak> (2 — &1) + Brog — Kpwy, (30)
Que al sustituir (24) en (30)

eht1 = (Ak - f(kck) er + Bu, — Kpwp  (31)
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Con Desarrollando (37):
A= (A - i) (32)  Jip = Al AT — By Culi AT — A CFRT
Sustituyendo (31) en (32) se obtiene + Ky Co JkCL KL + BrQy B + KR K[ (38)
erpl = jkek + Brvp — Kwy (33) El gradiente estcﬁsticoVJkHugk para (38) tiene la for-

ma aJkH/af{k = 0, y considerando que las matrices son

De acuerdo con (25), la varianza del ruido en (k+1) simétricas
Jk+1 =F {€k+1€£+1} (34) Kkzkg, AkaCg:CkaAg, KkRk:R{Kg,

Sustituyendo en (33) a (34), es requerido realizar el producy que al reorganizar con respectolg;,:
to interno y considerando las propiedades de la esperanza

matenatica: Vg1, = —ApJiCF + Ky [ChJwCF + Ry (39)
AE {erel} AT v AE {ewv]} BY De (39) al ser un fimimo, K, tiene la forma:
— LB {ewT ) KT + BLE {upel} AT Ky = Ao CL [ChdiCT + R T (40)
+ ByE {vpv] } B — ByE {vpw] } Kif Sustituyendo (40) y su transpuesta en (38)
— KB {wiel } AF — Ky E {wio] } BY Jisr = ApJi AT — KyCrJi AT + BLQuBY.  (41)

Y dado queflkaC,”{ de acuerdo con (40), es descrito como:
Con ruidos independientes y varianzas descritas en (4.4), la

expresbn (4.14), se reduce a la forma: A Cl = Ky, (CJxCL + Ry,) (42)
Jpt1 = ﬁkafx{ + ByQuBT + KRy KT (36) Se observa que
Abriendo la descripdn de (32) en (36): A CEKT = Ky, (ChJiCT + Ry) KT (43)
= () (- CLRE) ot oo 2 69 st @
+ BiQiBJ + KkRng (37) Jryr1 = Aka/Al{ — f(kC'ka/lg + BrLQyBY. (44)

1. Donde suindice de evoludin k, nos indica que de acuerdo con 7.
Nyquist el intervalo de tiempo en el que el sistema pasa de un
estado a otro.

1. fmax, €S lafrecuenciarepresentativa del sistema a considerarse
y est acotaddmsx, < oo.
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