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Estimación-identificación como filtro digital integrado:
descripción e implementacíon recursiva
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La teoŕıa de filtrado digital en el proceso de identificación permite conocer la dinámica interna de los estados del sistema de referencia,
considerado como caja negra o sistema base, que proporciona sus señales de entrada y de salida, que para el identificador es información
esencial que forman parte de las acciones de identificación. Las acciones desarrolladas por el identificador consideran a la matriz de transición
descrita por la función exponencial de los parámetros internos de la caja negra, la identificación de los estados con un retardo, la matriz de
ganancias formada por error de correlación de convergencia y el proceso de innovación construido por la salida de ruido del sistema de
referencia y el resultado de identificación. En el sistema de referencia visto como una caja negra, tanto los parámetros como los estados
internos requieren ser descritos de alguna forma. Entre ambas descripciones, la más grave es la identificación de estados, al depender de la
matriz de transicíon que est́a en funcíon de los paŕametros internos también por describir. Aśı que en la estructura del identificador, la matriz
de transicíon se convierte en un problema esencial por resolver, muchas veces minimizado por el hecho de utilizar heurı́sticas que de alǵun
modo permiten seleccionar una matriz de transición para minimizar el error de identificación. En este documento se propone un estimador
como descriptor de los parámetros internos (técnica necesaria para conocer la dinámica interna de las ganancias de la caja negra), que permite
generar la matriz de transición requerida por el identificador; respecto a la matriz de ganancia, el error de identificación (expresado por el
segundo momento de probabilidad en forma recursiva) afecta el identificador como un algoritmo de adaptación. Y aśı lograr una tasa de
convergencia adecuada. Es ası́ como el filtro digital est́a construido con dos acciones: la estimación y la identificacíon; interconectadas por
la adaptacíon generada por la ganancia que ajusta dinámicamente los niveles del identificador para llegar la convergencia, deseada y que se
puede observar en los resultados de la simulación.

Descriptores:Filtro digital; funcional de error; gradiente estocástico; sistema de referencia.

The digital filter theory with identification process allows knowing internal states dynamics, with respect to a reference system, commonly
considered as a black box or base system. This gives the identifier its input and output signals as essential information; so that the identifier is
formed by identification actions. The actions developed by the identifier consider the transition matrix “described by the exponential function
respect to internal parameters for the unknown black box reference system”, identifying states delayed, with gain matrix “formatted by
correlation convergence error” and the innovation process “build by the output base system noise and the identification result.” Unfortunately,
in the black box concept the internal parameters have the same problem, which means, neither observed nor transition matrix, because it is
a description function depicted exponentially. Thus, the identifier structure considers that the transition matrix is an essential problem. This
paper proposes the estimator as internal parameter descriptor “this is a technique required to describe the internal gains with respect to the
black box system” thus generating the transition matrix. With respect to the gain matrix, the identification error “expressed by a second
probability moment in recursive forms” affects the identifier as an adaptive algorithm. This allows having a sufficient convergence rate. The
filter is built with two actions: estimator and identifier, this considers the adaptive properties with respect to the gain and dynamically adjusts
the identifier convergence levels, observed in simulation results.

Keywords: Digital filter; functional error; stochastic gradient; reference model.
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1. Introducción

En sistemas vistos como cajas negras en donde es necesario
conocer su dińamica interna para algún proṕosito, ya que no
es posible tener acceso a su estructura debido a su naturaleza,
se realiza el proceso de identificación [2-4]. La identificacíon
como tal es una forma de describir la dinámica interna del
sistema base respecto al conjunto de entradas y salidas que
lo afectan. En general, la descripción del comportamiento de

un sistema se hacı́a a trav́es de ecuaciones diferenciales, de
procesos en convolución, lo cual dio como resultado contar
con descripciones de los sistemas fuera de lı́nea. En casos
cŕıticos, las descripciones internas de un sistema se hacı́an a
través de la identificación, resultando poco aceptables porque
se presupońıa conocida a la matriz de transición.

Los sistemas digitales utilizan aproximaciones a las ecua-
ciones diferenciales, descritas como ecuaciones en diferen-
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cias, que cambian el orden por un retardo; es decir, una ecua-
ción de quinto orden en diferencias es vista como una ecua-
ción con cinco retardos. Lo cual permite usar la recursividad
en los algoritmos computacionales.

De acuerdo con M.A. Peinado [4], comentó al respecto
de que la expresión recursiva del identificador podrı́a ser im-
plementado dentro del sistema digital en el futuro.

La primera forma recursiva de un identificador imple-
mentada dentro de un sistema computacional del tipo digital
se describío en la Ref. 1. Y de ahı́ en adelante, las diferentes
formas de identificación requieren de la matriz de transición
correspondiente, que a su vez es una función exponencial de
los paŕametros o ganancias internas del sistema de referen-
cia [20].

Las áreas de las ciencias aplicadas que el filtrado ha im-
pactado son: control automático (para predecir el comporta-
miento de un estado y sobre esa predicción tomar una deci-
sión para afectar al sistema a controlar por medio de una ac-
ción reguladora [22]), sistemas digitales (en la eliminación de
ruidos de forma dińamica que se adjuntan en las transforma-
ciones de las señales a ser procesadas por medio del método
de ventaneo dińamico [11], entre las ḿas destacadas.

Los trabajos de identificación utilizados como una herra-
mienta para describir la dinámica interna de un sistema ba-
se o de referencia, fueron enfocados hacia sistemas lineales,
monovariables, y estacionarios (en el sentido de probabili-
dad [21]) de acuerdo con las Refs. 2 y 3; observando sus pro-
piedades de estabilidad en función de la matriz de transición
propuesta [18,19].

Como ejemplo de identificación recursiva [21], se en-
cuentra la predicción de las trayectorias de navegación pa-
ra lograr el control de una nave espacial [5], con el objetivo
de llevar una nave de un planeta a su asteroide y vicever-
sa. Dentro de la predicción coḿunmente son conocidas las
ganancias necesarias en toda la trayectoria del sistema de na-
vegacíon con el flujo decreciente de combustible y condicio-
nes cambiantes del ambiente; requiriendo grandes sistemas
de ćomputo que realizasen el proceso de adaptación o ajus-
te de la matriz de transición de acuerdo con los cambios de
gravedad y de atḿosfera que sufriera el sistema base en su
trayectoria.

Dentro de la navegación inercial terrestre [6], la identifi-
cacíon permite utilizar información redundante para descri-
bir el estado del sistema estocástico en diferentes posiciones
y velocidades extraı́das de observaciones a través delGlobal
Navigation Satellite System(GNSS); corrigiendo los errores
cometidos en la identificación de sus estados internos al dar
por conocida la matriz de transición, aśı como disminuir los
errores en la identificación de altitud; todo ello, dentro de un
proceso de adaptación [21]: el error producido en la iden-
tificación de la posicíon y la velocidad es generado por los
errores de lectura de los sistemas inerciales, ası́ como de las
etapas de acoplamiento digital, y el haber considerado para
todos los casos conocida a la matriz de transición.

El proceso de identificación bajo la consideración ante-
rior, resultaŕıa imposible si se observa que el filtrado parte de

la idea de describir lo que está dentro de la caja negra, y que
incluye a todas las dińamicas internas que hacen que el sis-
tema d́e una respuesta a un estı́mulo. Para lograr usar a los
identificadores, se consideró conocida la matriz de transición
para lograr el proceso de adaptación [21], que se basa en:

1) proponer las condiciones inı́ciales de la matriz de tran-
sición;

2) el funcional de error de identificación de manera recur-
siva;

3) establecer un criterio que modifique de manera dinámi-
ca la ganancia.

Se busćo ante todo que se tuviera la convergencia entre la
respuesta del sistema base y la emitida por el filtro.

Dentro de la navegación terrestre una herramienta sateli-
tal para encontrar trayectorias-destino dado un punto de re-
ferencia es elGlobal Position System(GPS); contando con
la acumulacíon de los errores en los sensores de los sistemas
inerciales [5], debido a:

a) error de inicializacíon (INS); y

b) error de alineamiento al sistema de acuerdo al grupo de
sat́elites considerados para ubicar un punto.

De forma que el proceso de innovación en el identificador
construido por ese grupo de errores, permite minimizar la
aproximacíon al punto destino [7].

A pesar del uso que se ha dado a esta clase de filtros, el
problema de considerar una dinámica interna conocida pa-
ra describir los estados internos dentro de un sistema que se
comporta como caja negra, no se ha resuelto [14,15,16,17].
Se desarrolĺo el concepto de adaptación para proponer con-
diciones ińıciales respecto a la matriz de transición [21]. Se
propuso la diferencia entre estimador e identificador [13]. Se
establecieron condiciones de estabilidad para la matriz de
transiciones, logrando con ello acotar la región en la cual
pod́ıa ser v́alido el resultado dada una condición de opera-
ción acotada [20,22], entre otras consideraciones, sin llegar
a enfrentar el problema de describir la dinámica interna del
sistema de referencia con sus parámetros asociados.

De acuerdo con lo visto en los diversos resultados de
identificacíon, se observa que la forma de lograr que el filtra-
do d́e una buena respuesta, es el integrar la estimación en la
identificacíon y no presuponer conocida a la matriz de tran-
sición. Una vez estimada la matriz de parámetros internos,
se procede a construir la matriz de transición a usarse en la
identificacíon del estado interno del sistema de referencia.

En el caso presente al usar un modelo de referencia, se
compara la sẽnal del identificador y se encuentra un funcional
del error construido en base al segundo momento de probabi-
lidad, que permite corregir al estimador y al propio identifi-
cador de manera dinámica, logrando que la interacción lleve
al filtro a una regíon de convergencia y ası́ llegar al valor de
identificacíon deseado, sin poner por delante la intuición en
la descripcíon de la matriz de transición.
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TABLA I. Śımbolos usados en los diagramas a bloques.

Sẽnales de entrada o salida del sistema.

Retardo de la sẽnal considerada y descrita como:
Xk−1:=Xkz−1.

Sumador algebraico de señales.

Multiplicador algebraico de señales.

La simbiosis entre estimador e identificador relacionados
por el funcional del error, permite contar con un filtro digital
dinámico e integrado, el cual es descrito a través de este traba-
jo para un sistema monovariable y estacionario, de acuerdo al
siguiente orden: el estimador es del tipo gradiente estocásti-
co teniendo acceso a la salida del sistema, el identificador es
descrito por el filtroóptimo, el funcional del error se expre-
sa de manera recursiva y afecta a ambos filtros; se presenta
la simulacíon como un ejemplo ilustrativo, que a través de
un modelo de referencia se logra observar las fronteras en-
tre la estimacíon y la identificacíon, aśı como su interacción
dinámica; finalmente se concluye y se presentan las referen-
cias utilizadas.

2. Descripcíon del filtro estimador identifica-
dor recursivamente

El filtro identificador es una estructura utilizada para prede-
cir, describir o reconstruir el estado interno del sistema de
referencia, considerando que su respuesta es estable (en el
sentido ḿas simple: entradas acotadas, salidas acotadas) a la
excitacíon con ruido acotado.

Se requiere el uso de simbologı́a est́andar (como puede
verse en la Tabla I) para describir por diagramas a bloques de
sistemas discretos, las operaciones a realizarse, tanto por el
sistema de referencia como por el filtro integrado, de acuerdo
con la Ref. 25.

El sistema de referencia, es descrito por el proceso de pri-
mer orden por un modelo ARMA:

yk−CAC+yk−1=CBkνk−1+Dwk−CAC+Dwk−1,

como puede verse en la Fig. 1.
En el espacio de estados, se tiene:xk+1=Akxk+Bkvk;

cuya salida es descrita comoyk=Ckxk+Dwk, seǵun [24]
{w(k), k ≥ 0} es un proceso estocástico

{wki , ki=0 = 0, ki=1 = 1, ki=2 = 2, ...}.
tal que, para cualquier conjunto arbitrario de puntos{ki}
se tiene la distribución asociada a la variable aleatoriawki

parai = 0, 1, 2, . . . , n correspondiente a la variación nor-
mal de wki , llamado proceso estoćastico gaussianopara
N(µ = kwk

, σ2
wk

< ∞). Similarmente,{vk, k ≥ 0} es un
procesoestoćastico gaussianoparaN(µ = kv, σ2

v < ∞) .

En el diagrama de la Fig. 2 se observa el espacio de esta-
dos del sistema de referencia ARMA, donde es posible apre-
ciar las entradas y perturbaciones que lo afectan [23].

La evolucíon de una sẽnal, incluyendo las perturbaciones
que lo alteran, tanto internavk, como externawk al sistema.
Y que dentro de la caja punteada, se encuentra lo que se cono-
ce como dińamica interna del sistema en espacio de estados
en su forma recursiva como un ARMA.

En la Fig. 3 y de acuerdo con la Tabla I, se muestra el
modelo propuesto en este trabajo, en donde la salida del sis-
tema de referencia y el sistema aproximado, se utilizan para
conocer la gananciaK requerida por el filtro identificador y
aśı describir el estado interno.

FIGURA 1. Representación del sistema de referencia

FIGURA 2. Diagrama de estados del sistema de referencia.

Rev. Mex. F́ıs. 56 (1) (2010) 1–8
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FIGURA 3. Diagrama de la estructura global del filtro identificador,
teniendo estimada la matriz de parámetros.

En donde el filtro de identificación, requiere conocida o
estimada la matriz de parámetros internos del sistema, parte
de lo que se desarrollará en este trabajo.

A continuacíon se describe como se integran la estima-
ción y la identificacíon implementada en el filtro.
Teorema 1 (estimacíon de parámetros por el gradiente es-
tocástico).Consid́erese que un sistema es descrito por el mo-
delo estoćastico de primer orden expresado en diferencias fi-
nitas:

xk+1 = Akxk + Bkvk; yk = Ckxk + wk (1)

Tiene un tiempo de evolución acotadoτk < ∞ (por ca-
da intervalo)i, que cumple con la condición de Nyquist[26]
τk = 1/2fmáxk

ii y que seǵun la Ref. 24:{w(k), k ≥ 0} es
un proceso estoćastico

{wki , ki=0 = 0, ki=1 = 1, ki=2 = 2, ...},
tal que, para cualquier conjunto arbitrario de puntos{ki}

se tiene la distribucíon asociada a la variable aleatoriawki

para i = 0, 1, 2, ..., n correspondiente a la variación
normal dewki , llamado proceso estocástico gaussiano pa-
ra N(µ = kwk

, σ2
wk

< ∞). Similarmente,{vk, k ≥ 0} es
un proceso estoćastico gaussiano paraN(µ = kv, σ2

v < ∞).
En donde de acuerdo con (1)

xk, xk+1, yk ∈ <[n×1],k
+ ;

aśı como con las paŕametros

Ak, BkC,k ∈ <[n×n],k
+ .

Cuya respuesta se aproxima al comportamiento del sistema
considerado de acuerdo a la Fig. 2. Su estimador usando la
técnica del gradiente estocástico es descrito como:

ˆ̃Ak = E{yk−1ŷ
T
k }(E{yk−1ŷ

T
k−1})−1. (2)

Prueba 1(véase Anexo I).
Teorema 2 (Estimacíon de parámetros en forma recursi-
va).Considerando el modelo (2) y con las propiedades de in-
varianza, se obtiene su forma recursiva

ˆ̃Ak = Mk
ˆ̃Ak−1 + Q̃k (3)

Prueba 2(véase Anexo I).
De esta manera una vez que se obtiene la matriz de paráme-

tros ˆ̃Ak es posible proceder a la identificación del estado in-
terno y que de acuerdo al modelo (1) corresponde axk+1.
Teorema 3 (Identificacíon de estados internos caso una en-
trada una salida): Considerando el sistema descrito en (1)
Cuyo identificador es:

x̂k+1 = ˆ̃Akx̂k + K̃kŵk (4)

Con la ganancia descrita:

Kk := ˆ̃AkJkCT
k

[
CkJkCT

k + Rk

]−1 ∈ <[n×n],k
+ ;

ˆ̃Ak, Ck, Jk, Rk ∈ <[n×n],k
+ (5)

Es un identificadoŕoptimo en el sentido de probabilidad, res-
pecto del funcional del error que tiene la forma:

Jk+1, mı́n = ˆ̃AkJk
ˆ̃AT

k − K̃kCkJk
ˆ̃AT

k + BkQkBT
k ,

Qk : = E
{
vkvT

k

}
, Rk := E

{
wkwT

k

}
(6)

Prueba 3(véase Anexo I).

3. Simulacíon

Conforme al modelo expresado en (1) descrito en diferencias
finitas; para el caso monovariable se considero que el esti-
mador expresado en (3), de acuerdo a la Fig. 3 se usa en la
identificacíon del estado interno descrito en (4), respecto al
modelo de referencia. Es ası́, como el paŕametro estimado es
graficado respecto a una referencia de 0.4 unidades. Para di-
ferentes amplitudes de ruido se realizo la estimación usando
al modelo descrito en (3), las cuales variaron desde 0.1 has-
ta 0.9 observando, que a una varianza de 0.6, el estimador
tiene una mejor convergencia que el resto de las estimaciones
realizadas. En la Fig. 4, se presenta el resultado de la simu-
lación para cuatro varianzas de ruido (0.1, 0.3, 0.6 y 0.9) que
corresponden a una estimación que llega a su estado estacio-
nario en 0.05, 0.22, 0.41 y 0.35, respectivamente.

Encontrando que la estimación óptima fue para una va-
rianza de ruido de 0.6 unidades, como puede verse en la
Fig. 5.

FIGURA 4. Simulacíon de la estimación para diferentes amplitudes
de ruidos.
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FIGURA 5. Estamicíon óptima en relacíon con el paŕametro de re-
ferencia.

FIGURA 6. Identificacíon de los estados internos.

FIGURA 7. Funcional del error Jk con un resultado menor al 0.01
de varianza de error.

El resultado obtenido del estimador de acuerdo
con (3) como se observa en la Fig. 5, es utilizado en lı́nea
en (5) y aplicado en (4) dentro del algoritmo de identifica-
ción de acuerdo con la Fig. 3: La identificación requiere de la
matriz de ganancias (5), en la cual se observa el error de iden-
tificación por medio del segundo momento de probabilidad
de manera recursiva (6). Lo que permite obtener la respuesta
del identificador, mostrado en la Fig. 6. Es decir, el proceso
de adaptación se da cuando el estimador (3) es usado en el
identificador (4) en conjunto con la matriz de ganancia (5).

El funcional del error es descrito en (6) a partir del error
de identificacíon que enforma ilustrativa se observa en la
Fig. 7.

En la Fig. 7 se observa un decaimiento exponencial hasta
llegar a una condición estacionaria a partir de las 20 unidades
enk, que corresponde a menos de 1 %.

4. Conclusíon

En este trabajo se presentó un filtro formado por un estima-
dor de paŕametros unido con un identificador de estados, uti-
lizando un modelo de referencia de primer orden estocástico,
invariante en el tiempo, descrito en diferencias finitas, con un
tiempo de evolucíon entre estados acotado. La metodologı́a
propuesta dentro del proceso de filtrado consistió en tener una
sẽnal de referencia para realizar la estimación de la matriz de
paŕametros, con base en la cual se realizó la identificacíon
del vector de los estados internos. La Fig. 3, nos permitió dar
una descripcíon del algoritmo para ser implementado. La for-
ma de realizar la prueba de integración de un estimador con
un identificador, fue por medio de utilizar el modelo descrito
de (1) con un solo parámetro.

El proceso de estimación fue probado para diferentes va-
rianzas de ruidos, que iban desde 0.1 hasta 0.9, lo que nos
permitió dado el modelo (1) para un parámetro de referencia
de 0.4, seleccionar la mejor varianza de ruido, la que corres-
pondío a la de 0.6.

Para la identificación se uśo esteúltimo resultado y se
logró la descripcíon del estado interno con un alto grado de
similitud como puede observarse en la Fig. 6. Su convergen-
cia, descrita por (3) fue simulada y se observa en la Fig. 7, la
cual llega a un estado estacionario menor a 1 %.

Observando ası́, que la integracíon del estimador- identi-
ficador como un filtro es una buena alternativa para conocer
la dinámica interna de un sistema, sin la necesidad de presu-
poner conocida alguna de sus magnitudes; en vez de eso, se
estiman e identifican para lograr una descripción lo más pa-
recida posible a su funcionamiento en relación con su sẽnal
de respuesta del sistema de referencia.

Anexo I

Prueba del teorema 1: Consid́erese al funcional del error de
manera recursiva de:

Jk =
1
k

(ekeT
k + (k − 1)Jk−1) (7)

Con error de identificacíon:

ek = yk − ŷk (8)

Y que al sustituir (1) en (8):

ek = Ãyk−1 + ωk − ŷk (9)

Multiplicando por el transpuesto deek a (9)

ekeT
k = Ãyk−1ŷ

T
k−1Ã

T + ωkωT
k + ykŷT

k

+ 2(Ãyk−1ω
T
k − Ãyk−1ŷ

T
k − ωkŷT

k ) (10)

Y que al considerar en (7) a (10):

Jk =
1
k

(Ãyk−1ŷ
T
k−1Ã

T + ωkωT
k + ykŷT

k + 2(Ãyk−1ω
T
k

− Ãyk−1ŷ
T
k − ωkŷT

k )) + (k − 1)Jk−1). (11)
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Con el gradiente de (11), respecto dẽA

∇Jk|Ãk
= (2Ãyk−1y

T
k−1 + 2(yk−1ω

T
k − yk−1ŷ

T
k )) (12)

Quedando resumido en la igualdad:
(
2ÃE{yk−1y

T
k−1}+ 2

(
E{yk−1ω

T
k }

− E
{
yk−1ŷ

T
k

} ))
= 0 (13)

Y obteniendo:

ˆ̃Ak =
(
E

{
yk−1ŷ

T
k

}− E
{
yk−1ω

T
k

})

× (
E

{
yk−1y

T
k−1

})−1
(14)

El estimador sin ruidos es:

ˆ̃Ak = E
{
yk−1ŷ

T
k

} (
E

{
yk−1ŷ

T
k−1

})−1
(15)

Prueba del teorema 2: Expresando (4) en forma discreta:

ˆ̃Ak =

[
1
k

k∑

i=1

yi−1ŷ
T
i

][
1
k

k∑

i=1

yi−1ŷ
T
i−1

]−1

(16)

Expresando los términos de (16) en forma recursiva se obtie-
ne:

Pk =
k∑

i=1

yi−1ŷ
T
i , Pk−1 =

k−1∑

i=1

yi−1ŷ
T
i

Pk = yi−1ŷ
T
i + Pk−1 (17)

Qk =
k∑

i=1

yi−1ŷ
T
i−1 , Qk−1 =

k−1∑

i=1

yi−1ŷ
T
i−1

Qk = yi−1ŷ
T
i−1 + Qk−1 (18)

La matriz de paŕametros es expresado de forma recursiva co-
mo:

ˆ̃Ak =
1
k

[
yk−1ŷ

T
k + (k − 1)Pk−1

]
[Qk]−1 (19)

Desarrollando (19) se obtiene:

ˆ̃Ak =
1
k

[
yk−1ŷ

T
k + (k − 1)

× (
[Pk−1][Qk−1]−1

)
Qk−1

][
Qk

]−1

(20)

sustituyendo[Pk−1][Qk−1]−1 por ˆ̃Ak−1 se obtiene:

ˆ̃Ak =
1
k

[
yk−1ŷ

T
k + (k − 1) ˆ̃Ak−1Qk−1

] [
Qk

]−1

(21)

Separando t́erminos:

ˆ̃Ak = [(k − 1)Qk−1] [Qk]−1 ˆ̃Ak−1

+
1
k

[
yk−1ŷ

T
k

]
[Qk]−1 (22)

Igualando

Mk = [(k − 1)Qk−1] [Qk]−1
, y

Q̃k =
1
k

[
yk−1ŷ

T
k

]
[Qk]−1 :

ˆ̃Ak = Mk
ˆ̃Ak−1 + Q̃k (23)

Prueba del teorema 3:Consid́erese que el error de identifi-
cación es:

ek := xk − x̂k; ek ∈ <[n×1],k
+ (24)

Donde su funcional de error y varianzas de los ruidos:

Jk : = E
{
ekeT

k

}
,

Rk : = E
{
wkwT

k

}

Qk : = E
{
vkvT

k

}
(25)

En relacíon con (6), desplazado un tiempo, son sustituidos
sus estados considerando la definición expresada en (4) res-
pecto a (1):

ek+1 = Akxk + Bkvk − (Âkx̂k + K̃kŵk) (26)

El ruido en el identificador convergen en casi todos los pun-
tos al ruido que afecta al sistema; de forma talĺım ŵi

i→k
→

c.t.p
wk

y el proceso de innovación descrito como:

ŵk := yk − Ckx̂k (27)

Al sustituir (27) en (26), se obtiene:

ek+1=Akxk+Bkvk−
(
Âkx̂k+K̃k (yk−Ckx̂k)

)
(28)

La sẽnal observable de (27), de acuerdo con (1) y agrupando
respecto axk, x̂k, yaK̂k,:

ek+1 =
(
Ak − K̃kCk

)
xk + Bkvk

−
(
Âk − K̃kCk

)
x̂k − K̃kwk (29)

Cabe mencionar que el conjunto de valores propios cumple{
λi(Âk)

}
k
⊆ ([0, 1) , k), que son las condiciones de esta-

bilidad desde un punto de vista robusto para sistemas discre-
tos variantes [11]. Considerando la expresión (4.8), respecto
con

(
Âk − K̃kCk

)
, como factor coḿun entrexk yx̂k

ek+1 =
(
Âk − K̃kCk

)
(xk − x̂k) + Bkvk − K̃kwk (30)

Que al sustituir (24) en (30):

ek+1 =
(
Âk − K̃kCk

)
ek + Bvk − K̃kwk (31)
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Con

ˆ̃Ak :=
(
Âk − K̃kCk

)
(32)

Sustituyendo (31) en (32) se obtiene

ek+1 = ˆ̃Akek + Bkvk − K̃kwk (33)

De acuerdo con (25), la varianza del ruido en (k+1):

Jk+1 = E
{
ek+1e

T
k+1

}
(34)

Sustituyendo en (33) a (34), es requerido realizar el produc-
to interno y considerando las propiedades de la esperanza
mateḿatica:

ˆ̃AkE
{
ekeT

k

} ˆ̃AT
k + ˆ̃AkE

{
ekvT

k

}
BT

k

− ˆ̃AkE
{
ekwT

k

}
K̃T

k + BkE
{
vkeT

k

} ˆ̃AT
k

+ BkE
{
vkvT

k

}
BT

k −BkE
{
vkwT

k

}
K̃T

k

− K̃kE
{
wkeT

k

} ˆ̃AT
k − K̃kE

{
wkvT

k

}
BT

k

+ K̃kE
{
wkwT

k

}
K̃T

k (35)

Con ruidos independientes y varianzas descritas en (4.4), la
expresíon (4.14), se reduce a la forma:

Jk+1 = ˆ̃AkJk
ˆ̃AT

k + BkQkBT
k + K̃kRkK̃T

k (36)

Abriendo la descripcíon de (32) en (36):

Jk+1 =
(
Âk − K̃kCk

)
Jk

(
ÂT

k − CT
k K̃T

k

)

+ BkQkBT
k + K̃kRkK̃T

k (37)

Desarrollando (37):

Jk+1 = ÂkJkÂT
k − K̃kCkJkÂT

k − ÂkJkCT
k K̃T

k

+ K̃kCkJkCT
k K̃T

k + BkQkBT
k + K̃kRkK̃T

k (38)

El gradiente estoćastico∇Jk+1|K̃k
para (38) tiene la for-

ma ∂Jk+1/∂K̃k = 0, y considerando que las matrices son
simétricas

Kk=K̃T
k , ÂkJkCT

k =CkJkÂT
k , K̃kRk=RT

k K̃T
k ;

y que al reorganizar con respecto ãKk:

∇Jk+1|Kk
= −ÂkJkCT

k + K̃k

[
CkJkCT

k + Rk

]
(39)

De (39) al ser un ḿınimo,K̃k, tiene la forma:

K̃k = ÂkJkCT
k

[
CkJkCT

k + Rk

]−1
; (40)

Sustituyendo (40) y su transpuesta en (38)

Jk+1 = ÂkJkÂT
k − K̃kCkJkÂT

k + BkQkBT
k . (41)

Y dado queÂkJkCT
k de acuerdo con (40), es descrito como:

ÂkJkCT
k = Kk

(
CkJkCT

k + Rk

)
(42)

Se observa que

ÂkJkCT
k K̃T

k = K̃k

(
CkJkCT

k + Rk

)
K̃T

k (43)

Reducíendose (41) de a cuerdo con (42) y (43), se obtiene (6)
como puede verse

Jk+1 = ÂkJkÂT
k − K̃kCkJkÂT

k + BkQkBT
k . (44)

i. Donde súındice de evolucíon k, nos indica que de acuerdo con
Nyquist el intervalo de tiempo en el que el sistema pasa de un
estado a otro.

ii. fmáxk es la frecuencia representativa del sistema a considerarse
y est́a acotadafmáxk < ∞.
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