
RESEARCH Revista Mexicana de Fı́sica63 (2017) 505-515 NOVEMBER-DECEMBER 2017

Transformada discreta de ambig̈uedad
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En este trabajo se presenta un algoritmo de cómputo para calcular la Transformada Discreta de Ambigüedad y mediante sus representaciones
en el espacio tiempo-frecuencia caracterizar y analizar las señales temporales producidas por vibraciones mecánicas. Partiendo de la igualdad
de Riemann entre la integral acotada de una función continua y el ĺımite al infinito de la sumatoria de la misma función se obtiene una versión
discreta de la transformada. El programa fue escrito para software de computo simbólico enMATHEMATICA 10c©, que con su transformada
de Fourier compilada permite reducir el tiempo de cómputo. Se caracterizan y analizan los registros de vibración del eje de las ḿaquinas de
rotacíon, se comparan con funciones diseñadas compuestas de sinusoides de frecuencias constantes y moduladas linealmente. La metodologı́a
seguida eśutil y eficiente para conocer la composición estructural y el comportamiento de señales de vibración mećanica.

Descriptores: Funcíon de ambig̈uedad; sẽnales FM lineales; vibraciones de eje rotatorio; doppler; algoritmo de cómputo; Estimador de
máxima similitud

In this work, a computer algorithm is presented to calculate the Discrete Ambiguity Transform and through its representations in the time-
frequency space to characterize and analyze the temporal signals produced by mechanical vibrations. Starting from the equality of Riemann
between the bounded integral of a continuous function and the limit to infinity of the sum of the same function, a discrete version of the
transform is obtained. The program was written for symbolic computing software inMathematica 10c©, which with its compiled Fourier
transform allows reducing computation time. The vibration registers of the axis of rotating machines are characterized and analyzed then
compared with designed functions composed of sinusoids of constant and linearly modulated frequencies. The methodology followed is
useful and efficient to know the structural composition and behavior of mechanical vibration signals.

Keywords: Ambiguity Function; lineal FM signals; rotary shaft’s vibrations; doppler; computer algorithm; maximum similarity estimator.
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1. Introducción

La Funcíon continua de Ambig̈uedad (AF, por sus siglas en
inglés) es una transformada integral y compleja que admi-
te como argumento una o dos señales que son representadas
en el plano fase tiempo-frecuencia. Tradicionalmente, aun-
que no exclusivamente, con dos registros como argumento se
ha empleado para diseñar y analizar sẽnales tipo radar y pul-
sos sonar debido a que resuelve bien las diferencias entre las
sẽnales cuando el emisor y/o el receptor están en movimien-
to relativo, siempre y cuando alguno de estos no fluctúe [5].
(Efecto Doppler, ver la Subsec. 4.1).

En este reporte se aplica la Función Discreta de Am-
bigüedad (DAF) sobre una sola señal autocorrelacionada
(auto-DAF) para representar la naturaleza y la dinámica del
sistema, y sobre dos señales correlacionadas (cruz-DAF) pa-
ra determinar las frecuencias y los parámetros que ajustan
el comportamiento. Se desglosa el algoritmo escrito para el
software de computo simbólico WOLFRAM MATHEMATICA 10 que
se sigue en los cálculos, seǵun el diagrama de flujo Fig. 1.

La definicíon de la AF [3] para dos funcionesS1(t),
S2(t) : R→ C, es

AFS1S2 (τ, ν) :=
∫

R

S1

(
t+

τ

2

)
S∗2

(
t−τ

2

)
e−i2πνtdt. (1)

CuandoS1(t) = S2(t) = S(t) se daŕa lugar a laauto-AFo
simplementeAF escrita como

AFS (τ, ν) =
∫

R

S
(
t +

τ

2

)
S∗

(
t− τ

2

)
e−i2πνtdt, (2)

de las Ecs. (1) y (2) se infiere queAF : R2 → C, es decir, la
AF es una funcíon compleja.

Entre el gran ńumero de propiedades que satisface la fun-
ción de ambig̈uedad [7], para los fines de este estudio las mar-
ginales de tiempo y frecuencia son indispensables

AFS (τ, 0) =
∫

R

S
(
t +

τ

2

)
S∗

(
t− τ

2

)
dt, (3)

AFS (0, ν) =
∫

R

‖ S (t) ‖2 e−i2πνtdt, (4)

donde (3), que será referida comoMt (Marginal de tiempo),
corresponde a una autoconvolución deS(t) y la Ec.(4) iden-
tificada a su vez comoMf (Marginal de frecuencia) represen-
ta la transformada de Fourier del módulo al cuadrado de la
función que entra a laAF. El satisfacer las propiedades mar-
ginales es una caracterı́stica general de las representaciones
bilineales de la clase de Cohen. La función de ambig̈uedad las
cumple en el dominio de la correlación oDominio-C[3], en el
cual el paŕametro de energı́a ES asociado aS(t) es definido
comoAFS(0, 0) y pertenece aR.
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El desarrollo del presente trabajo parte con la obtención
de la forma discreta de laAF, Sec. 2; en la Sec. 3 se descri-
be el algoritmo a seguir para construir laDAF, enfatizando los
requerimientos necesarios para evitar en lo posible elaliasing
en el resultado final. En las Secs. 4 y 5 se procesan registros
de datos generados a partir de funciones conocidas, muestre-
das seǵun el criterio de Nyquist [6], y los correspondientes
obtenidos de las vibraciones del eje de una máquina de rota-
ción. Las conclusiones son enunciadas en la Sec. 6.

2. Discretizacíon

Seas (t) : R → R que, muestreada durante un tiempoT ,
cumple las condiciones necesarias para que el espacio de fun-
ciones corresponda al conjunto de aquellas que poseen trans-
formada de Fourier. En este estudio se modela como sigue
para obtener suDAF

x (t) =

{
S (t) , si − T

2
≤ t ≤ T

2
,

0, en otro caso.
(5)

dondeS(t) = s(t) + iĤ [s(t)], que seŕa explicado con detalle en la
Sec. 3.

La AF dex (t) seǵun la definicíon (2) se deja escribir como

AFx (u, ν) =

T
2∫

−T
2

S
(
τ +

u

2

)
S∗

(
τ − u

2

)
e−i2πντdτ,

dondeu ∈ [−T, T ]. Reparametrizandoi t = u/2 tal que t ∈
[−T/2, T/2], se logra quet y τ tengan el mismo dominio, esto
permite reescribirAFx de la siguiente forma

AFx (t, ν) =

T
2∫

−T
2

S (τ + t) S∗ (τ − t) e−i2πντdτ. (6)

Considerando que la funcións(t) es Riemann integrable en el inter-
valo de estudio [1], y suponiendo que esta caracterı́stica se conserva
al volverla anaĺıtica mediante la transformada de Hilbert, podemos
emplear una partición regular para aproximar la integral anterior
mediante una suma de Riemannii

b∫

a

f (x) dx = ĺım
M→∞

b− a

M

M∑

k=1

f

(
a + k

(b− a)

M

)
, (7)

es posible obtener una versión discreta de (6) considerando a
M À 1 en lugar de tomar el lı́mite M → ∞. Aśı, la aproxima-
ción discreta deAFx(t, ν) es

DAFx (nδT, mδν) = δT

M∑

k=1

(−1)m

[
S

(
−T

2
+ (k + n) δT

)

× S∗
(
−T

2
+ (k − n) δT

)]
e−i2πmk/M , (8)

conδT = T/M , τ = −T/2 + kδT , t = nδT y ν = mδν tal que
δν = 1/T [4].

La forma matricial de la Ec. (8) es

DAFx (n, m) = δT

M∑

k=1

(−1)m Rnke−i2πmk/M , (9)

esta expresión corresponde a la DAF dex(t); la matrizRnk se de-
nomina matriz de correlación y se define como

Rnk=S

(
−T

2
+ (k + n) δT

)
S∗

(
−T

2
+ (k − n) δT

)
, (10)

con la propiedad

Rnk = R (n, k) = R∗ (M − n, k) , (11)

que permite simplificar su computo a la mitad.
DAFx(n, m) se realiza como una matriz de tamaño M ×M .

Si en (9) se eligeM = 2p tal quep ∈ N se obtiene

DAFx (n, m + M) = DAFx (n, m) , (12)

es decir, la funcíon posee periodicidadM , lo cual no implica que
x(t) o s(t) sean períodicas, esto es una consecuencia de aplicar a
las filas de la matriz (10) una transformada discreta de Fourier.

3. Algoritmo

En la practica la DAF es evaluada sobre una sucesión de puntos
{si = s(iδT )}M

i=0 tomados durante un tiempoT . Es importante
notar que en la ecuación (9)M representa el ńumero de intervalos
en los que se divideT , pero la sucesión si contieneN = M + 1
puntos. Esa diferencia no es considerada en nuestro cómputo debido
a que (9) es una aproximación a la forma continua AF, y se obtiene

FIGURA 1. Diagrama de flujo computacional de la Transformada
Discreta de Ambig̈uedad.
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a partir de la integral de Riemann que no depende de la forma en que
se divida el dominio de integración ni del punto de evaluación, con
lo que es posible realizar la suma hastaM + 1, siempre y cuando
N sea un ńumero par, condición necesaria para asegurar la periodi-
cidad de la distribución.

El muestreo digital de una señal anaĺogica a una tasa de mues-
treo constante, contiene información sobre frecuencias y periodici-
dad que es necesario considerar previamente a su cuantificación. Se
define entonces una frecuencia de muestreoFs = N/T , que es-
pecifica la ḿaxima frecuencia presente en la sucesión N de puntos
de la sẽnal s(t) muestreada durante el tiempoT . La reconstruccíon
exacta de la sẽnal períodica discreta en banda base a partir de sus
muestras, es matemáticamente posible si la tasa de muestreo es su-
perior al doble de su ancho de banda, esto es,Fs > 2B como dicta
el teorema de Nyquist-Shannon [6, 9]. Con esta consideración en
los ćalculos se reduce notablemente la perturbación dealiasingque
ocurre al cuantificar un muestreo digital. En la práctica con instru-
mentos, es necesario aplicar a la señal muestreada un filtro de paso
bajo cuya frecuencia de corte sea1/2Fs.

Aún cumpliendo el criterio de muestreo de Nyquist-Shanonn
que nos asegura la reconstrucción mediante interpolación de la
sẽnal, se presentará aliasingal obtener la representación de la sẽnal
en el espacio de las variables conjugadasτ y ν. Para evitar este
efecto se emplean señales analı́ticas, introducidas en 1946 por De-
nis Gabor [2] y construida para el análisis de sẽnales como propuso
J. Ville en 1948 [14]. Para ello a la señals(t) se le suma su transfor-
mada de Hilbert [8]:

S(t) = s(t) + iĤ [s(t)] . (13)

La cual se obtiene convolucionandos(t) con el impulso respuesta
h(t) = 1/πt

Ĥ[s(t)] = (s ∗ h)(t)

=
1

π

∫

R

s(t)

t− τ
dτ

= F−1[Fs(ω)Fh(ω)](t). (14)

F−1 denota la transformada inversa de Fourier, mientras que
Fs(ω) y Fh(ω) corresponden a la transformada de Fourier des(t)
y h(t) respectivamente. Definido ası́ el teorema de convolución se
evaĺua punto a punto la transformada de Hilbertiii en el dominio
espectral.

El cómputo de la DAF de una muestra de datos, requiere que la
matriz de correlaciónRnk se disẽne con la estructura apropiada,

corrS [n, k] =





(−1)k S
(−N

2
+ k + n

)
S∗

(
N
2

+ k − n
)
,

si N
2
− n + 1 ≤ k ≤ N

2
+ n,

0, en caso contrario,

(15)

conn = 1, 2, . . . , N/2 y k = 1, 2, . . . , N . De la propiedad siḿetri-
ca (11) la matriz de correlación toma la forma

Rn,k=

{
corr [n, k] , si 1 ≤ n ≤ N

2
,

corr [N + 1− n, k] , si N
2

+ 1 ≤ n ≤ N.
(16)

Equivalentemente la forma matricial (9) puede escribirse como

DAF (n, m) = δT F̂k [Rnk] [m] , (17)

dondeF̂k [·] es la transformada discreta de Fourier sobre lan-ésima
fila de la matrizRnk.

ComoDAF : R2 → C, es conveniente trabajar con su valor
absoluto que define la Superficie de Ambigüedad (SAF)

SAF (n, m) =| DAF (n, m) |, (18)

tal queSAF : R2 → R.
Al evitar el aliasing, surge una correspondencia entre la DAF

de una sẽnal muestreada y la AF de la señal continua [11],

DAFx (nδT, mδν) = AFx (t, ν) , (19)

en el intervalo

(nδT, mδν) ∈
[
−T

2
,
T

2

]
×

[
− 1

2T
,

1

2T

]
.

La naturaleza cuadrática de la DAF cumple un principio de su-
perposicíon no lineal y en consecuencia, en las representaciones
del plano fase se distinguen los elementos que delinean las trazas
correspondientes a los autotérminos (que definen propiamente a las
frecuencias contenidas en la señal) ubicados alrededor del centro,
de aquellos otros de interferencia o términos cruzados que se dibu-
jan a cierta distancia déeste, proporcional [13] a la amplitud y a
la distancia en tiempo-frecuencia en el dominio de energı́a de los
componentes implicados.

4. Aplicación a sẽnales disẽnadas

Denominaremos señal disẽnada a un registro de datos consecuencia
de evaluar una función continua en una serie de puntos discretos,
las propiedades marginales y proyecciones en el espaciot − ν de
sus correspondientes DAF deben coincidir con la transformada de
ambig̈uedad de la función continua a partir de la cual se genera la
sẽnal discreta.

Un caso de especial interés son los datos obtenidos a partir de
funciones sinusoidales de frecuencia constante, pueséstas son re-
construidas como ondas mediante la transformada de Hilbert,i.e.
si s(t) ∈ {sin(2πνt), cos(2πνt)} entonces

S(t) = s(t) + iĤ[s(t)]

=

{ −iei2πνt si s(t) = sin(2πνt)

ei2πνt si s(t) = cos(2πνt).
(20)

4.1. Efecto Doppler

La causa de que un observador registre una frecuencia distinta de
la que emite una fuente se debe al movimiento relativo, ya sea de
la fuente, del observador o de ambos, a este fenómeno se le conoce
como efecto Doppler.

Si v0 es la velocidad con la que se propaga una onda de frecuen-
cia constanteν en un medio estacionario como el agua, el aire, etc.,
y v1 la velocidad de un observador que avanza hacia la fuente emi-
sora considerada en reposo relativo con respecto aéste, la frecuencia
ν′ que mediŕa el observador será

ν′ = ν

(
1 +

v1

v0

)
. (21)

En caso contrario, si el observador se aleja de la fuente registrará una
frecuencia menor dada por

ν′ = ν

(
1− v1

v0

)
. (22)
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Consid́erense dos señales sinusoidaless1 (t) y s2 (t) de fre-
cuenciasf1 y f2 las cuales al ser completadas por su transformada
de Hilbert se modelan de la forma siguiente

si → Si ∝ ei(2πνit+δi) (23)

coni = 1, 2.
Usando la definicíon (1) para calcular la cruz-AF para este par

de sinusoides, resulta

AFS1S2(τ, ν) =

∞∫

−∞

(
ei[2πf1(t+ τ

2 )+δ1]

× e−i[2πf2(t− τ
2 )+δ2]

)
e−i2πνtdt (24)

Esta integral se resuelve fácilmente usando la definición de la
Delta de Dirac

δ (x) =
1

2π

∞∫

−∞

e−ixtdt,

y reparametrizando conτ = 2t queda

AFS1S2 (t, ν) = ei2π(f1+f2)t+i(δ1−δ2)δ (ν + f2 − f1) . (25)

En general, con la expresión anterior es posible obtener infor-
macíon sobre que tanto difieren las frecuencias de las señales que
entran a la transformada tomando el valor absoluto de la marginal
t = 0

| AFS1S2 (0, ν) |= δ (ν + f2 − f1) . (26)

En particular, para el caso en que las frecuencias de las señales
difieran como en las Ecs. (21) y (22), tal quef1 = ν y f2 = ν′, la
expresíon (26) toma la forma

AFS1S2 (0, ν) = δ

(
ν ± v1

v0
f1

)
, (27)

donde el signo positivo corresponde al casoν′ > ν y el negativo a
ν′ < ν.

La posicíon y el signo de la delta de Dirac permiten conocer
la velocidad y el sentido con los que se desplaza un objeto en mo-
vimiento sobre el cual incide una onda emitida por un emisor en
reposo relativo, ver Fig. 2.

FIGURA 2. Posiciones de la delta para la marginalAFS1S2 (0, ν)
de un objeto en movimiento que se acerca y que se aleja del emisor.
Nótese queν ± (v1/v0)f1 = 0.

4.2. Superposicíon de armónicos

Consid́erese una función S : R → C dada por la suma deNp fun-
ciones arḿonicas de frecuencias constantes y diferentes entre sı́

S (t) =

Np∑
i=1

ei2πfit. (28)

Sustituyendo (28) en la Ec. (2) y dada la correspondencia
Ec. (19), se obtiene en forma continua laAFs ≡ DAFs′

DAFS (t, ν) =

Np∑
i=1

ei4πfitδ(ν) +

Np∑
i,j

(1− δij)

× ei2π(fi−fj)tδ(fi − fj − ν). (29)

La primera sumatoria de la expresión anterior corresponde a los
autot́erminos y componen la traza sobre la rectaν = 0 de la Fig. 4.
Las siguientes generan los términos cruzados y producen trazas so-
bre las rectasν = fi − fj coni, j = 1, 2, . . . , Np.

De la expresíon (29) es posible extraer las propiedades margi-
nales dadas en (3) y (4), ası́, haciendo cero la frecuencia se obtiene
la marginal temporal

DAFS(t, 0) =δ(0)

Np∑
i=1

ei4πfit +

Np∑
i,j

(1− δij)

× ei2π(fi+fj)tδ(fi − fj), (30)

FIGURA 3. Superposicíon de ondas arḿonicas de 20 Hz, 40 Hz, 60
Hz, 80 Hz y 100 Hz; muestreadas durante 0.8 s con una frecuencia
de muestreoFs = 640 Hz.

FIGURA 4. Proyeccíon en el planot − ν del valor absoluto de la
DAF para la sẽnal mostrada en la Fig. 3.
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FIGURA 5. MarginalDAFS (0, ν) de la sẽnal de la Fig. 3, las del-
tas est́an centradas en∓ 20 Hz,∓ 40 Hz,∓ 60 Hz y∓ 80 Hz.

TABLA I. Posiciones de las deltas de Dirac,δ (ν), para la Mf
correspondiente a la DAF de una superposición de arḿonicos,
Ec. (28).

f1 f2 f3 · · · fNp

f1 0 f2 − f1 f3 − f1 · · · fNp − f1

f2 f1 − f2 0 f3 − f2 · · · fNp − f2

f3 f1 − f3 f2 − f3 0 · · · fNp − f3

...
...

...
...

. . .
...

fNp f1 − fNp f2 − fNp f3 − fNp · · · 0

alternativamente, si el tiempo se iguala a cero se resolverá para la
marginal de frecuencia

DAFS (0, ν) = Npδ (ν) +

Np∑
i,j

(1− δij) δ (fi − fj − ν) . (31)

La Mf (31) contiene información sobre ćomo se mapean las
frecuencias contenidas en una superposición de arḿonicos bajo la
transformada de ambigüedad, notamos que lasδ(ν) se distribuyen
en las diferenciasfi−fj de la forma en que se muestra en la Tabla I.

4.3. Superposicíon de dos sẽnales de frecuencia modula-
da linealmente

Las sẽnales de frecuencias variables moduladas linealmente (FM),
producen en el plano fase de ambigüedad trazas que cruzan por el
origen con pendientes que definen la razón de cambio de las fre-
cuencias.

SeaS(t) una sẽnal compuesta de dos ondas cuyas frecuencias
son moduladas confi(t) = mit + bi, parami y bi constantes

S(t) =

2∑
i=1

ei2πfi(t)t (32)

FIGURA 6. Suma de dos ondas de frecuencia modulada, muestrea-
das durante0.0625 s, con unaFs = 4096 Hz. Las funciones de
frecuencia son:f1(t) = −4096t + 768 y f2(t) = 4096t + 256.
Ambas finalizan con 512 Hz.

FIGURA 7. SAF del pulso dado en la Fig. 6. Las lineas diagonales
sólidas trazadas sobre los autotérminos corresponden a las rectas
especificadas dentro de la imagen.

La DAF de la Ec. (32) se deja escribir como

DAFS (t, ν) =

2∑
i=1

ei4πbitδ (4mit− ν) + g (t, ν) , (33)

el primer t́ermino corresponde a las componentes deS(t) que gene-
ran las trazas de deltas de Dirac sobre las rectas4mi − ν, donde el
signo de las pendientesmi define el aumento o disminución de la
raźon de cambio de las frecuencias. La función g (t, ν) implica los
términos cruzados, no dados explı́citamente, que delinean las mar-
cas entre los autotérminos de la Fig. 7. Para este ejemplo se definie-
ron iguales amplitudes y modulaciones similares, razón por la cual
las marcas de interferencia son simétricas en ambos ejes, cualquier
diferencia entre sus definiciones producirá asimetŕıa.

5. Aplicación a vibraciones Mećanicas

En esta sección se analizan los registros digitales producidos por las
vibraciones del eje de la maquina de rotación experimental referida.
El equipoBentley-Nevada RK4R© consta de un motor que opera
con corriente directa, de un eje de acero con contenido medio de
carbono, sujeto en sus extremos por chumaceras de buje y abraza-
do en un punto medio de su claro por un disco para prácticas de
balanceo. La parte electrónica de control cuenta con un modulador
de velocidad y rampa de aceleración lineal enrpm, con un concen-
trador de los datos censados por un inductor vertical de proximi-
dad deslizable, colocado cerca del punto de mayor deflexión del eje.
Para el procesamiento y almacenamiento de los datos se utilizó un
adquisidor del mismo equipo que incluye el software dePRISM R©.
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Se muestran los resultados experimentales para los estados ba-
lanceado y desbalanceado del eje, diferenciándose dos casos (Ex-
perimentoA y ExperimentoL). Se tomaron registros en los tres
reǵımenes de trabajo: Estable, arranque y frenado. El ExperimentoA
se llev́o a cabo cuando laRK4 se encontraba eńoptimas condiciones
de desempẽno, en tanto que el ExperimentoL se efectúo dos ãnos
despúes, con lo que se presentan variaciones debidas al desgaste de
la máquina. En la Tabla II se desglosan los parámetros generales
para cada experimento.

TABLA II. Paŕametros necesarios para calcular la DAF de los datos
muestreados de las vibraciones del eje de laRK4.

Experimento A L

No. de puntos muestrales(N) 4096 4096

Tiempo total(T ) 12.6945 s 12.7969 s

Intervalo(δT ) 0.003100 s 0.003125 s

Frecuencia de muestreo(Fs) 322.659 Hz 320.078 Hz

5.1. Ŕegimen Estable

Las sẽnales generadas por las máquinas de rotación son habitual-
mente determińısticas y cuando trabajan en condiciones estaciona-
rias, las vibraciones producidas pueden ser modeladas por sencillas
expresiones mateḿaticas expĺıcitas.

Durante un ŕegimen de trabajo estable el eje de las máquinas
de rotacíon gira a velocidad angular constante, por lo que se supon-
drá que las vibraciones de estos registros se comportan como funcio-
nes arḿonicas sinusoidales o como una superposición de ellas. Para
probar lo antedicho en el apartado 4.2. se diseñó una funcíon con la
suma de arḿonicos, ah́ı se muestra y se describe la representación
de la marginal paraτ = 0 que coincide con la correspondiente para
el régimen (Ver Fig. 8).

La ubicacíon y distribucíon de las ḿaximas deltas de Dirac en
la Mf de la auto-DAF representan en forma simétrica la estructura
conformacional de la señal, sin embargo, estos máximos no inciden
en los valores de las frecuencias que realmente componen a la señal

FIGURA 8. Representación del proceso para obtener un estimador de máxima similitud empleando el registro de vibración a1) del Experi-
mentoL y las marginales paraτ = 0 de las DAF involucradas.b) auto-DAF dea1); c) cruz-DAF dea1) cona2) disẽnada conν = 0; d)
cruz-DAF dea1) cona3) disẽnada como suma de cosenos con las frecuencias resueltas enc).
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FIGURA 9. Registro de la sẽnal disẽnada a partir del estimador de
máxima similitud de la Fig. 8d).

la sẽnal porque sus posiciones son las diferencias entre las
frecuencias que la constituyen, como en la Tabla I. Pero con
el “performance” que provee laauto-DAF de la sẽnal es posi-
ble generar un estimador de máxima similitud, buscando la posición
de los ḿaximos en la Mf de una cruz-DAF de la señal recibida del
registro de vibracíon, con otra funcíon disẽnada con cualquier va-
lor ν1 ∈ [0, F s/2). Resulta muy pŕactico que el valor a tomar sea
ν1 = 0 ya que las ubicaciones de las deltas que se obtienen con
la marginal déesta DAF cruzada corresponderán justamente a los
valores buscados de frecuencia.

Del supuesto anterior, la señal del registro experimental ten-
drá la relacíon de suma de arḿonicos

S1(t) =

N∑
i=1

Aie
i2πfit

y la función disẽnada paraν1 = 0, la forma

S2(t) = Aei2πν1t.

Consecuentemente la expresión de la marginal paraτ = 0 de la
cruz-DAF entreS1 y S2 seŕa

DAFS1S2(0, ν) =

N∑
i=1

(AAi)δ(ν1 − fi − ν) (34)

lo que implica que podemos conocer las frecuenciasfi mediante

ν1 − fi − ν = 0 ⇒ fi = ν1 − ν ⇒ fi = −ν. (35)

Con la convencíon que en este estudio se ha adoptado, al res-
pecto de que la señal de estudio sea la que entre a la correlación

FIGURA 10. Mf de la auto-DAF de la sẽnal disẽnada de la
Fig. 9. Las deltas están ubicadas en los valores∓59.9365 Hz y
∓119.873 Hz que se indican en 8d) y que corresponden a las fre-
cuencias que componen el registro de estudio 8a1).

como la conjugada compleja, la marginal de la cruz-DAF resol-
veŕa un espacio antisiḿetrico conν1 = 0 y fi < 0. Para garan-
tizar que las frecuencias que integran la señal son efectivamente las
fi buscadas, es preciso diseñar una funcíon de suma de arḿonicos
S3(t) con los valores de estas y efectuar una cruz-DAF entreS1(t)
y S3(t). El resultado final de esta operación constituye unestimador
de ḿaxima similitudsi la Mf resultante contiene, básicamente una
delta en cero y deltas en las diferencias de frecuencias originarias de
la Mf del registro de estudio.

Al modelar una funcíon que emule al registro de vibración,
adeḿas de los valores de las frecuencias encontradas es necesario
aproximar las contribuciones de las amplitudes de cada frecuencia
en la Mf de la auto-DAF original. Para ello deben proporcionare las
amplitudes entre esta y las de la Mf de la cruz-DAF, tomando como
factor de proporcionalidad a la razón entre la amplitud de laδ = 0
de la primera y la amplitud de lamax(δ 6= 0) de la segunda. Sin
embargo, no es posible estipular un procedimiento porque la apro-
ximación final podŕa no contener a todas las frecuencias naturales
del registro.

En la Fig. 8 se revelan gráficamente los resultados obtenidos
al llevar a cabo los ćalculos sobre el registro del régimen estable
balanceado del ExperimentoL, como se describió en los ṕarrafos
anteriores déesta subsección. Conforme se proporcionen mejor las
amplitudes entreb) y c) las marginalesb) y d) se asemejaran mas.
Comṕarese la Fig. 8b) con la simulación en la Fig. 10.

5.2. Ŕegimen Transiente

Entre las normas del fabricante de máquinas de rotación se especi-
fican la forma o las formas de aceleración y desaceleración angular
constante para que el desempeño de los ejes de rotación seáoptimo
en condiciones estándares de trabajo. Los experimentos que aquı́ se
analizan se realizaron con aceleración angular lineal, por lo que se
supondŕa que las vibraciones del eje tendrán un comportamiento si-
milar al de las sẽnales de FM (Ver Subsec. 4.3). Pero a diferencia
del caso de la Subsección, en los registros experimentales se tienen
fenómenos de resonancia con amortiguamiento debidos a que los
materiales al vibrar variando las frecuencias en un rango determi-
nado, coinciden y resuenan en algún arḿonico natural del sistema.
Justamente, lo que se pretende al fijar el ritmo de cambio de la acele-
ración de los ejes es que las frecuencias no permanezcan demasiado
tiempo en aquellas que provoquen resonancia en el material, dismi-
nuyendo con esto el riesgo de fractura.

En la representación de la SAF de la auto-DAF del registro de
un ŕegimen transiente de laRK4, se puede observar que el com-
portamiento de la traza formada por los autotérminos coincide con
la de una sẽnal de frecuencia modulada linealmente. El valor de la
pendientem puede aproximarse con buena precisión mediante el
cálculo de los ḿaximos en alguno de los cuadrantes de la SAF por
los que pasa la traza. Del argumento de laδ en la Ec. (33) se observa
que el valor de la pendiente recaerá enm0 = m/4, con lo que la
velocidad de cambio calculada para las frecuencias ajustará al valor
del registro.

A diferencia de la pendiente, el valorb de la ordenada al origen
no se desprende directamente de la superficie de ambigüedad. Para
ello, debe calcularse un estimador de máxima similitud con un pro-
cedimiento similar el descrito para el caso estable, computando las
cruz-DAF entre la sẽnal de entrada y las funciones diseñadas para el
proceso.
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En el entendido de que el registro de entrada{Sn}N
n=1 puede

escribirse como
S(t) = A1e

i2π(m0t+b)t,

conm0 y b constantes, se diseña la funcíon {Zn}N
n=1 utilizando la

pendientem0

Z(t) = A2e
i2π(m0t)t.

Se computa la cruz-DAF entre ambas

DAFZS(t, ν) = A1A2e
i2πbtδ(4m0t− b− ν) (36)

cuya marginal de frecuencia Mf es

DAFZS(0, ν) = A1A2δ(b + ν), (37)

de donde se desprende queb = −ν. Empleando los valores encon-
trados de las constantes, se compone la función f(t) = m0t + b
con la que se formula una segunda función que al combinarla con
S(t) en la cruz-DAF produciŕa la Mf que corresponderá al estima-
dor de ḿaxima similitud. Y seŕa tal, solo si en su| DAF (0, ν) |,

ν0 = 0. Esto es, implicaŕa que las constantes calculadas correspon-
den a las que caracterizan la señal del registro analizado.ν0 6= 0 es
un indicador de que no hay similitud entre el registro y la función
disẽnada.

La forma del estimador con amplitudA = 1 seŕa:

EMS(t) = ei2π(m0(t+t0)2+b(t+t0)) (38)

cont > t0 =| b/m0 | que indica el tiempo desde el cual el cálculo
de la transformada arroja datos válidos, por debajo de este valor las
frecuencias podrı́an ser negativas.

En la Fig. 11 se detalla gráficamente el proceso para especificar
la dinámica de las vibraciones del eje de rotación generadas durante
el arranque balanceado para el ExperimentoL, claramente se ob-
serva enb) que evolucionan con una aceleración angular lineal de
FM. La δ en la marginalc) se encuentra desplazada del origen en la
magnitud que da el valor de la ordenadab. En la imagend) se ajusta

FIGURA 11. a1) Registro de datos de un arranque balanceado del experimentoL. b) SAF de la auto-DAF del registro, donde se calcula
la velocidad de cambio experimental de las frecuencias,m/4 = m0 = 1.9016. a2) Funcíon de cambio de frecuencias diseñada por
f(t) = m0t. c) Mf de la cruz-DAF entre la funcióna2) y el registroa1), el desplazamiento fuera del origen marca el valor de la ordenada
b = 5.0794. a3) Gráfico de la funcíon disẽnada conf(t) = m0t + b. d) Marginal de frecuencia de la cruz-DAF entre las señalesa3) y a1),
la delta en cero confirma que la señal FM caracterizada pora3) aproxima los valores de los parámetros que definen el comportamiento de
a1). Para una simulación con los datos obtenidos es preciso sumarle al tiempot de la funcíon a modelar, el tiempot0, que indica el tiempo a
partir del cual el ćalculo de la transformada arroja datos válidos, esto es,t > t0 =| b/m0 |= 2.6711. Por debajo de este valor las frecuencias
seŕan negativas.
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a cero laδ máxima. Por consiguiente se tiene un estimador de
los paŕametros en la superficieτ − ν y con ello la posibilidad
de escribir una función que simule la dińamica.

5.3. Registros Compuestos

El monitoreo del desempeño en los diferentes regı́menes de
trabajo de los ejes de las máquinas de rotación para diagnosti-
car las condiciones fı́sicas y dińamicas en las que se encuen-
tran las barras, es indispensable para dar el mantenimiento
preventivo necesario a los equipos. Los desbalances, que van
desde los casi imperceptibles hasta aquellos que hacen osci-
lar al eje cerca de sus valores elásticos cŕıticos, no pueden ser
caracterizados con solo la función de ambig̈uedad, ya que
un factor importante en el desbalace es la forma en la que se
distribuye la enerǵıa en el plano fase tiempo-frecuencia. Sin
embargo resulta interesante analizar, del ExperimentoA, el
caso desbalanceado del régimen estable que se efectuó con el
máximo desbalance controlado que permite laRK4. El ańali-
sis del registro de la Fig. 12 produce la marginal de la Fig. 13
que muestra una composición diferente a la de las marginales
para los casos estables porque no despliega una distribución
de diferencias de frecuencias, sino que se dibuja una sola del-
ta en el origen como en las señales de FM, y al representar la
SAF en la Fig. 14 se revela una señal compuesta por los dos regı́me-
nes transientes a dos diferentes tiempos, como tal, se hace necesario
analizarlos por separado.

FIGURA 12. Registro de las vibraciones del eje bajo régimen esta-
ble para el ExperimentoA, con el ḿaximo desbalance controlado
que permite laRK4.

FIGURA 13. |AF (0, ν)| del registro 12. Esta marginal, como se
puede observar, no pertenece al tipo de representaciones que produ-
cen las vibraciones de un eje que gira con velocidad angular cons-
tante como en la Fig. 8b). Pero si coincide con las de las marginales
auto-DAF de las sẽnales de FM.

FIGURA 14. Proyeccíon en la superficiet − ν de la auto-DAF de
las vibraciones mostradas en las Fig. 12. Con trazas de autotérmi-
nos diagonales similares a las dibujadas por las señales de FM.

FIGURA 15.Proyeccíon en la superficiet−ν de la auto-DAF de la
simulacíonSC(t). Como sẽnal compuesta, las perturbacionesúni-
camente se delinean entre los cruces horizontales de los autotérmi-
nos.

El ańalisis para aproximadamente la mitad izquierda del regis-
tro procede de manera similar al caso mostrado en la Fig. 11, la
marginal de frecuencia para esta primera parte, equivalente a 11c),
manifiesta menor ńumero de perturbaciones y mayor amplitud que
la de la mitad derecha del registro. Gráficos que no se publican en
el presente trabajo.

Al calcular las pendientes y ordenadas al origen se encuentra
que las vibraciones inicialmente evolucionan frenando y en la se-
gunda mitad del tiempo de muestreo lo hacen acelerando. Esto lleva
a suponer que aunque el régimen es estable, el gran desbalance pro-
voca deslizamientos de la barra en las chumaceras, por lo cual el
comportamiento puede considerarse estrictamente inercial. La pro-
yeccíon sobre el planot − ν en la Fig. 14 presenta trazas similares
a las obtenidas en la Fig. 7, sin embargo es notoria la diferencia de
distribucíon de los t́erminos cruzados debido a que la señal disẽnada
de la Fig. 6 es una suma de frecuencias moduladas, en tanto que en
este caso se trata de una señal compuesta, por lo cual solo se tienen
perturbaciones entre los cruces horizontales de los autotérminos.
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Con las pendientes y las ordenadas al origen obtenidas del pro-
cesado del registro completo, la SAF de la Fig. 15 es generada con
la siguiente funcíon disẽnada para la simulación:

SC(t) =





ei2π(−m1t2+b1t), si t ≤ T
2
,

ei2π(m2t2+b2t), si t > T
2
.

6. Conclusiones

La superficie conformada por las variables conjugadas complejas de
tiempo y frecuencia que genera la Transformada de Ambigüedad, se
construye con la auto-correlación de datos de una señal o correlacio-
nando datos de dos señales diferentes. Esta propiedad permite hacer
ańalisis distintos seǵun sea el caso. En el estudio de señales deter-
minı́sticas sobre una señal, caracteriza la geometrı́a y la dińami-
ca del comportamiento de las vibraciones analizadas. Sobre dos
sẽnales, define los parámetros que permiten simular la evolución
con funciones explı́citas.

Los desaf́ıos que se enfrentan al implementar el algoritmo de
cómputo ocurren, al discretizar la forma continua, al construir la
correlacíon entre los datos, al programar la forma analı́tica de la
sẽnal y al calcular la transformada de Fourier. Los anteriores por-
menores resultan fundamentales para la forma de programación que
se elija, que no está exenta de la capacidad para realizar elálgebra
de quien afronta el problema.

El método de discretización de la AF empleando la sumatoria
de Riemann, que converge a la forma integral de la transformada
de Fourier, genera un espectro discreto de frecuencias en el espacio
fase de ambig̈uedad.

Una de las ventajas del análisis con la DAF estriba en que los
autot́erminos siempre están relacionados con el origen de coorde-
nadas, lo cual hace que los análisis se efect́uen en concordancia a
su desviacíon deéste. Otra, respecto a la distribución de los t́ermi-
nos interferentes en la SAF, es que al ser la derivada parcial de la
fase una frecuencia, la tasa de oscilación de los t́erminos interfe-
rentes en la distribución de enerǵıa de Wigner-Ville es directamente
proporcional a la distancia al origen en la Transformada de Am-
bigüedad. Entre mayor es la amplitud de los términos interferentes
en el espacio de energı́a, mas delimitada será la concentración de las
frecuencias que componen a la señal en el espacio ambigüo.

Las amplitudes usadas en las simulaciones requieren de relacio-
nes proporcionales mediadas entre las amplitudes de las marginales

de las auto-DAF y de las cruz-DAF, debido a que en los registros
reales existen una multitud de pequeñas marcas que no se conside-
ran en las amplitudes finales diseñadas.

Particularmente en esta representación bilineal las marginales
de frecuencia y de tiempo son básicas para el análisis integral en
el dominio de las correlaciones. Es claro que la identificación com-
pleta de las sẽnales de este tipo requieren simultáneamente de las
realizaciones en el dominio de la distribución de enerǵıa.

La DAF caracteriza bien las vibraciones mecánicas en el espacio
fase tiempo-frecuencia del dominio de las correlaciones, constituye
una herramienta muýutil en el monitoreo del estado de las máquinas
de rotacíon.
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la distribucíon de Wigner, que fue la base para la realización de este
trabajo.

Agradecemos al MC. Alejandro Urzúa Pineda el habernos pro-
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i. Es importante mencionar que las DAF calculadas con esta dis-
cretizacíon est́an reparametrizadas porτ = 2t, lo que implica
que toda DAF calculada a partir de las Ecs. (1) y (2) debe ser
reparametrizada de la misma forma para comparar los cálculos
aqúı realizados.

ii. Para corroborar formalmente queS(τ+t)S∗(τ−t) es Riemann
integrable su suma de Riemann debe ser acotada para cualquier
particionado del intervalo, en el caso de funciones más genera-
les o que no sean Riemann integrables podrı́an emplearse inte-
grales de Henstock-Kurzweil.

iii. La transformada de Hilbert es elúnico operador singular en una
dimensíon que cumple con las condiciones de continuidad, de
amplitud y diferenciabilidad, independencia de fase y escala,

aśı como las correspondencias armónicas formuladas por Vak-
man [12].
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