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Se considera un modelo de difusión con frontera libre que describe el proceso de nitruración post-descarga en una muestra de hierro, bajo
la suposicíon que el proceso no depende de las direcciones espaciales paralelas a la superficie de la muestra sinoúnicamente de la dirección
ortogonal a la superficie. Suponiendo además que la profundidad de la muestra es finita, se proponen diferentes condiciones de contorno en la
base y se analiza la existencia y unicidad de estados estacionarios para el modelo propuesto. El estudio de los posibles estados estacionarios
bajo la suposicíon de que los coeficientes de difusión tienen “un cierto comportamiento cualitativo” como función de la concentración de
nitrógeno en las respectivas capas, conduce a la obtención expĺıcita de expresiones analı́ticas para los perfiles de concentración en cada capa.
Estas diferentes expresiones pueden ser utilizadas junto con mediciones de la concentración de nitŕogeno en las diferentes capas durante el
estado estacionario para determinar cuál de ellas responde especı́ficamente a una situación concreta dada y, posteriormente con una medición
adicional de flujo es posible determinar la expresión expĺıcita de los coeficientes de difusión como funcíon de la concentración en cada capa.
De esta forma se propone un método téoricamente fundamentado, que junto con mediciones de las concentraciones y flujo de nitrógeno a
diferentes profundidades, nos permite obtener expresiones analı́ticas para los perfiles de concentración y los coeficientes de difusión como
funciones de la concentración sin necesidad de asumir a priori un comportamiento prefijado.

Descriptores:Nitruración post-descarga; estado estacionario; coeficientes de difusión.

A moving boundary diffusion model for post-discharge nitriding is presented. This model assumes that the nitriding process does not depend
on the parallel directions to the specimen surface, but only on the correspondent orthogonal direction. For a specimen of finite depth, different
boundary conditions on its base are attached. Then, existence and uniqueness of the steady states of the considered models are studied. The
examination of possible steady states under the assumption of certain qualitative behavior of the diffusion coefficients leads to analytic
expressions for the nitrogen concentration profiles. The obtained analytic expressions, together with nitrogen concentration measurements
at each phase and additional measurement of the nitrogen flux, allows to determine the diffusion coefficients as functions of the nitrogen
concentration. It is therefore the object of the present work to provide a theoretically grounded method for obtaining analytic expressions
of nitrogen concentration profiles and concentration-dependent diffusion coefficients. This method only uses measurements of the nitrogen
concentration and the nitrogen fluxes and does not assume any “a priori” behavior of the layer growth.

Keywords:Post-discharge nitriding; steady state; diffusion coefficients.
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1. Introducción

Los tratamientos termoquı́micos de nitruracíon permiten una
mejora importante de diversos atributos en piezas de acero,
hay un incremento en la resistencia a la fatiga, una mejora
en la resistencia al desgaste, una disminución del coeficiente
de fricción en diversos sistemas tribológicos, aśı como una
mejora significativa en la resistencia a la corrosión. Estas ca-
racteŕısticas producen una relevancia tecnológica del proceso
de nitruracíon de aceros.

Existen diversos procesos para generar el transporte de
nitrógeno al interior de las piezas de acero; la nitruración por
sales, el llamado proceso Tenefer, permite generar este flujo
de nitŕogeno cuando la pieza de acero está en un medio con
sales que contienen cianuros y cianatos. También los equi-
librios termoqúımicos con atḿosferas que contienen mezclas
de amoniaco e hidrógeno permiten, durante la disociación del
amoniaco, generar la concentración de nitŕogeno at́omico en
la superficie que dará lugar al transporte de nitrógeno al in-
terior de la pieza. Por otro lado, los procesos asistidos por
plasmas permiten el transporte de nitrógeno en un ambiente

generado por un plasma débilmente ionizado con mezclas de
nitrógeno e hidŕogeno.

Las post-descargas con mezclas de nitrógeno e hidŕoge-
no, generadas en un plasma producido por una descarga de
microondas, permiten un ambiente con una concentración
elevada de nitŕogeno molecular; el transporte de nitrógeno
al śolido depende fuertemente de la concentración de esta es-
pecie.

Para la simulación mateḿatica del transporte de nitróge-
no en el estado sólido, en todos los procesos citados, se ha
considerado los flujos gobernados por las ecuaciones de Fick.
El coeficiente de difusión intŕınseco de nitŕogeno general-
mente se ha descrito en términos de una relación de Arrhenius
independiente de la concentración. Esta caracterı́stica ha sim-
plificado notablemente el planteamiento matemático de las
ecuaciones de transporte, no obstante no encuentra un justi-
ficación f́ısica en relacíon con las leyes de Fick. También se
han considerado, en algunos casos, dependencias lineales de
los coeficientes de difusión con la concentración. El proṕosi-
to del art́ıculo es mostrar el efecto de los siguientes casos en
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el coeficiente de difusión: constante, -caso correspondiente a
la relacíon de Arrhenius-, lineal y cuadrático.

2. Modelo mateḿatico

2.1. Equilibrios quı́micos entre interfases

La nitruracíon de aceros es un tratamiento termoquı́mico
que mejora sustancialmente las propiedades mecánicas y tri-
bológicas de piezas de hierro o acero. El flujo de nitrógeno
atómico desde la superficie, a temperaturas próximas a la de
la transformacíon eutectoide, provoca la formación de gra-
dientes de concentración y la transformación de fases en el
estado śolido. En consecuencia, se forman capas compactas
de nitruros desde la superficie. El crecimiento concomitante
de las capas compactas de nitruros se produce por el transpor-
te de masa gobernado por las leyes de Fick. La representación
del flujo de nitŕogeno at́omico en las capas compactas de ni-
truros, (ε−Fe2N1−z, γ′−Fe4N1−x ), aśı como en la ferrita
se describe en términos de los potenciales quı́micos.

Los flujos que producen los equilibrios entre cada fase se
representan en términos de los potenciales quı́micos:

Jϕ
N = −Lϕ

N∇
(
µϕ

N − µV a
N

)
, (1)

en dondeϕ es la fase, para el caso del equilibrio corres-
pondiente al crecimiento de capas compactas de nitruros y
corresponde aε o γ′, Lϕ

N es el coeficiente de Onsager,µϕ
N

es el potencial qúımico del nitŕogeno en la faseϕ, µV a
N es

el potencial qúımico correspondiente a los sitios vacantes. Se
considera que la concentración de vacancias en la subestruc-
tura de espacios intersticiales se aproxima al equilibrio, por
lo queµϕ

N > µV a
N .

Para relacionar la Ec. (1) con la ley de Fick, el gradien-
te de potencial qúımico lo representamos en términos de la
concentracíon:

∂µϕ
N

∂x
= −RT

CN

∂ ln aϕ
N

∂ ln Cϕ
N

∂cϕ
N

∂x
. (2)

El coeficiente de autodifusión se describe en términos de
la relacíon de Einstein:

Dϕ
N =

RT

Cϕ
N

Lϕ
N . (3)

Con base en lo anterior, la primera ley de Fick se escribe
de la siguiente manera:

Jϕ
N = −Dϕ

N

∂ ln aϕ
N

∂ ln Cϕ
N

∂cϕ
N

∂x
. (4)

Considerando la actividad del nitrógeno en t́erminos del
coeficiente de actividad:aϕ

N = γϕ
NCϕ

N , de la Ec. (4) tenemos

∂ ln aϕ
N

∂ ln cϕ
N

= 1 +
∂ ln γϕ

N

∂ ln Cϕ
N

.

El factor termodińamicoφϕ se define como

φϕ = 1 +
∂ ln γϕ

N

∂ ln Cϕ
N

.

El coeficiente de difusión intŕınseco en la primera ley de
Fick se expresa como

Jϕ
N = −D̃ϕ ∂CN

∂x
,

donde

D̃ϕ = Dϕ
Nφϕ . (5)

La dependencia del coeficiente de difusión intŕınseco con
la concentracíon se representa a través de la Ec. (5).

En este artı́culo se presentan situaciones para las cua-
les φϕ puede ser constante, como en la mayorı́a de los ca-
sos reportados en la bibliografı́a o depender de forma lineal
o cuadŕatica de la concentración de nitŕogeno.

En el presente trabajo se estudia el estado estaciona-
rio correspondiente a un modelo matemático correctamen-
te planteado que describe los elementos básicos observa-
dos experimentalmente de un proceso de nitruración post-
descarga [1-6]. Tales elementos son: el proceso de difusión
de los diferentes compuestos nitrurados en el metal, el mo-
vimiento de las fases, los saltos de concentración en las in-
terfaces y el balance de masa en las mismas. Para construir
el modelo hemos partido de la suposición que las fases no
comienzan a formarse instantáneamente, sino a partir de un
cierto instante t0 en el cual ya se tiene un perfil inicial no nu-
lo de nitŕogeno disociado en la capa superficial del metal. La
existencia del instante t0 y del perfil inicial mencionado son
realmente una consecuencia de los procesos de incubación y
coalescencia de las fases en la etapa inicial de su gestación.

Sin embargo, dado que no tenemos información más de-
tallada sobre la fı́sica de estos procesos que nos permita mo-
delarlos mateḿaticamente, hemos propuesto un elemento no-
vedoso que nos permite “imitar el resultado” de los procesos
fı́sicos reales, ası́ como determinar téoricamente valores ex-
perimentalmente justificados tanto para el instante inicialt0
como para el perfil inicial de concentración de nitŕogeno di-
sociado, mencionado ḿas arriba.

Este argumento novedoso es congruente con la observa-
ción experimental de la existencia de un valor umbral de con-
centracíon superficial a partir del cual comienzan a generarse
las capas de nitruros.

La consideracíon f́ısica con la cual pretendemos susti-
tuir los complejos procesos subyacentes en la etapa inicial
del proceso de nitruración, consiste en suponer que, desde el
instante inicial t = 0 hasta el instantet0 en que se alcanza
el requerido umbral superficial de concentración, ocurre un
proceso de transporte de nitrógeno en la ferrita sobresatura-
da desde la superficie mediante un mecanismo de difusión
est́andar que da lugar al perfil inicial de concentración reque-
rido para que comiencen a distinguirse las fases de nitruros.
De esta forma hemos llegado a un modelo de difusión con
fronteras libres y con saltos de concentración en las interfa-
ses.
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En el presente trabajo aplicamos este modelo a una situa-
ción realista en que se nitrura una muestra de metal con pro-
fundidad finitaL. CuandoL es “pequẽno” imponemos una
condicíon de flujo nulo en el fondo (x = L) de la mues-
tra o una concentración nula siL se supone “suficientemente
grande”. Bajo ambas condiciones estudiamos la existencia y
unicidad del estado estacionario asociado al modelo propues-
to.

La importancia de estudiar el modelo correspondiente al
estado estacionario en el proceso de nitruración post-descarga
radica b́asicamente en el hecho, observado experimentalmen-
te, de que el movimiento de las capas se detiene al cabo de
un tiempo relativamente corto después de iniciado el proceso.
Es por ello que se si se supone que los coeficientes de difu-
sión en cada capa son constantes o dependen a lo sumo de la
concentracíon, pero no del tiempo, dichos coeficientes apare-
cen de la misma forma en el modelo del estado estacionario.
Luego, si lo que se quiere es determinar los coeficientes de
difusión a partir de mediciones de concentración a diferentes
profundidades en cada una de las capas, resulta más conve-
niente utilizar el modelo del estado estacionario debido a su
sencillez con respecto al modelo original y también al hecho
de que śolo en el estado estacionario es posible estar segu-
ro de que las mediciones de la concentración tomadas a una
profundidad fija corresponden a unaúnica fase.

Veremos que el ańalisis cualitativo del modelo estaciona-
rio se correlaciona con la información experimental observa-
da en el proceso de nitruración post-descarga solamente en
el caso de una muestra con profundidadL suficientemente
grande, es decir, cuando se supone en el fondo de la muestra
la condicíon de concentración nula. A partir del ańalisis de di-
cho modelo y bajo la suposición de un cierto comportamien-
to cualitativo de los coeficientes de difusión en las diferentes
fases, como funciones de la concentración de nitŕogeno, se
llega a la obtención de expresiones analı́ticas expĺıcitas para
los perfiles de concentración en cada capa. Estas expresiones
pueden ser validadas utilizando mediciones de concentración
en cada capa y, una vez validadas, se pueden utilizar junto
con una medicíon adicional de flujo, para determinar las ex-
presiones de los coeficientes de difusión como funciones de
la concentracíon.

De esta forma, se propone un método téoricamente funda-
mentado para determinar expresiones analı́ticas aproximadas
para los perfiles de concentración en el estado estacionario,
aśı como para los coeficientes de difusión en funcíon de la
concentracíon, sin necesidad de asumir un tipo de comporta-
miento prefijado a priori.

2.2. Formacíon de capas compactas de nitruros

El siguiente modelo mateḿatico que describe la formación
de capas y la cińetica de crecimiento de las mismas mediante
un problema de frontera ḿovil fue presentado en la Ref. 7 y
ha sido usado en las Refs. 8 y 9.

Para construir el modelo matemático de crecimiento de
capas se hicieron las siguientes suposiciones:

Una vez alcanzado el valor umbral de la concentración
de nitŕogeno en la superficie, comienza la formación
de capas en frentes planos.

La formacíon de capas ocurre bajo condiciones de
equilibrio termodińamico.

El balance de masa en las interfases considera volúme-
nes espećıficos iguales.

El flujo es unidimensional.

La temperatura en cada punto de la muestra es idéntica
durante todo el proceso.

Nótese que en el presente artı́culo la suposicíon de crecimien-
to parab́olico de las capas ha sido eliminada. De hecho, nues-
tro objetivo es caracterizar el crecimiento de las capas a partir
de los datos del proceso y del modelo matemático.

Consideraremos solamente las cuatro primeras etapas de
las cinco en el modelo matemático original. La primera etapa
termina cuando en la superficie se alcanza la concentración
de equilibrioCS en el instante t0. Esta etapa se modela por:

∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
, 0 < x < +∞, t > 0, (6)

C(x, 0) = C0, 0 < x < +∞, (7)

∂C

∂x
(0, t) =

λ

D
(C − Ceq)|x=0, t > 0, (8)

ĺım
x→+∞

C(x, t) = C0, t > 0, (9)

dondeλ es el coeficiente de reacción cińetica,D es el co-
eficiente de difusíon, Ceq es la concentración de nitŕogeno
de equilibrio en la atḿosfera remota a la superficie yC(x, t)
representa la concentración de nitŕogeno en el tiempot a la
profundidadx . La solucíon de (6)-(9) est́a dada por

C − Ceq

C0 − Ceq
= erf

(
x

2(Dt0)1/2

)
+ exp

(
λ

D
x +

λ2

D
t

)

× erfc

(
x

2(Dt0)1/2
+

λ

D1/2
t1/2

)
.

Notemos que debe transcurrir cierto tiempo t0 para que la
concentracíon de nitŕogeno en la superficie alcance el valor
umbral CS , que se sigue de

C − Ceq

C0 − Ceq
= exp

(
λ2

D
t0

)
erfc

(
λ

D1/2
(t0)1/2

)
.

Sea

f(x) ≡ C(x, t0) = Ceq + (C0 − Ceq)

×
{

erf

(
x

2(Dt0)1/2

)
+ exp

(
λ

D
x +

λ2

D
t0

)

× erfc

(
x

2(Dt0)1/2
+

λ

D1/2
(t0)1/2

)}
,
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dondef(x) denota el perfil de concentración inicial cuando
comienza la formación de capas.

A partir del perfil inicial, dos capas de nitruros de hierro
y una zona de difusión de nitŕogeno comienzan a formarse y
se extienden lentamente al interior del metal. En cada capa
y en la zona de difusión, el coeficiente de difusión toma un
posible valor no constanteDi, i = 1, 2, 3, que depende de
la concentracíon de nitŕogeno. Entre las capas adyacentes y
la zona de difusíon hay saltos en los valores de la concen-
tración de nitŕogeno. En cada una de las primeras dos capas
se alcanza un valor constante mı́nimo de la concentración de
nitrógenoCi

min, i = 1, 2. Para cadat > t0 definamosξi(t),
i = 1, 2, como la profundidad de la capa correspondiente. Si
los coeficientes de difusión fueran constantes, se sigue que la
concentracíon de nitŕogeno en cada fase es una función de-
creciente de la profundidad, entonces ponemosξi(t) como la
profundidad a la cual la concentración de nitŕogeno alcanza
el valor ḿınimo Ci

min, i = 1, 2 (ver Fig. 1). Como conse-
cuencia de este proceso, existe un valor experimental de la
concentracíon Ci+1

max < Ci
min y un tiempot = ti tal que

f(ξi(ti)) = Ci+1
max, i = 1, 2.

Para describir esta situación, decimos que la capa
est́a completamente formada en el instanteti, como se
muestra esqueḿaticamente en la Fig. 1. Supondremos que
t1<t2. Parat ∈ [t0, t1) la concentracíon tiene un salto de
Ci

min−f(ξi(ti)), i = 1, 2. Adeḿas, parat > ti el salto de la
concentracíon enξi(ti) es constante igual aCi

min − Ci+1
max,

i = 1, 2. En la Fig. 1 denotamosxi = ξi(ti), i = 1, 2.
El modelo describe el proceso de nitruración post-

descarga a partir del perfil inicial de concentración de ni-
trógenof(x), incluyendo el comienzo de la formación de las
capas y las interfases. Consideremos tres etapas:t ∈ [t0, t1),
t ∈ [t1, t2), t ∈ [t2,−∞) y denotemos la concentración del
nitrógeno en la i-́esima capa o zona de difusión en el instante
t a la profundidadx medianteCi(x, t).

Definamosx0
i como el valor de la profundidad para el

cual

f(x0
i ) = Ci

min, i = 1, 2, Fi(t) = máx{Ci+1
max, f(ξi(t))},

i = 1, 2, x0
0 ≡ 0, ξ0(t) ≡ 0.

Entonces, el modelo asume la forma

∂Ci

∂t
=

∂

∂x

(
Di(Ci)

∂Ci

∂x

)
, t > t0,

ξi−1(t) < x < ξi(t), i = 1, 2, 3, (10)

ξ0(t) = 0, ξ3(t) = L

que representa la segunda ley de Fick para cada fase y donde
hemos supuesto una expresión general de los coeficientes de
difusión como funciones de la concentración de nitŕogeno en
cada capa.

Ci(x, t0) = f(x), x0
i−1 < x0

i , i = 1, 2,

x0
2 < x, i = 3, (11)

FIGURA 1. Representación esqueḿatica de la concentración de ni-
trógeno como función de la profundidad en el caso de dos capas
compactas de nitruros donde el nitrógeno est́a en solucíon en la
ferrita.

representa el perfil inicial de concentración del nitŕogeno.

Ci(ξi−0(t), t) = Ci
min, t > t0, i = 1, 2, (12)

indican la condicíon de salto en cada interfase.

C1(0, t) = CS , t > t0, (13)

simboliza la condicíon de frontera en la superficie.

Ci+1(ξi+0(t), t) = Fi(t), t > ti i = 1, 2, (14)

(Ci
min − Fi(t))

dξi

dt
= −Di(Ci)

∂Ci

∂x
(x, t)|x=ξi−0

+ Di+1(Ci+1)
∂Ci+1

∂x
(x, t)|x=ξi+0 , i = 1, 2, (15)

representan el balance de masa (condición de Stefan) en cada
interfase.

Consideraremos que en el fondox = L de la muestra se
tiene una de las dos condiciones de contorno:

D3 = (C3) =
∂C3

∂x
|x=L = 0, (16)

C3(x, t)|x=L = C0 ≥ 0, (16’)

que corresponden al caso de una muestra delgada o gruesa
respectivamente.

Finalmente,

ξi(t0) = x0
i , i = 1, 2, (17)

simbolizan las profundidades iniciales de ambas capas.
Hay una diferencia entre el modelo original [7] y el mode-

lo aqúı presentado. La nueva condición (16), considera des-
preciable el flujo para valores relativamente grandes de x.
Esta condicíon facilita la b́usqueda de soluciones analı́ticas
aproximadas del problema de frontera móvil. El valor L de
la profundidad de la pieza está ligado al perfil inicialf(x) y
seŕa establecido a partir de consideraciones teóricas.
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Notemos que el modelo describe las tres diferentes eta-
pas del proceso, caracterizadas por los siguientes momen-
tos: cuandot ∈ [t0, t1) se tiene queFi(t) = f(ξi(t)),
i = 1, 2. Parat ∈ [t1, t2) de igual formaFi(t)=C2

max,
F2(t)=f(ξ2(t)), y finalmente, parat ≥ t2 ponemos
Fi(t)=Ci+1

max, i = 1, 2. En la última etapa sẽnalada las dos
capas y la zona de difusión est́an completamente formadas.
En este caso el modelo describe el crecimiento de las capas y
el movimiento de las interfases. Estaúltima etapa correspon-
de al periodo previo a la “estabilización” del crecimiento de
las capas, durante el cual las capas y las interfases se com-
portan exactamente según el patŕon descrito por un problema
de frontera ḿovil de tipo Stefan.

2.3. Estados estacionarios y su congruencia con la infor-
mación experimental

Seǵun se ha observado experimentalmente [3,4], al trans-
currir un tiempo del orden de una hora después de iniciado
el proceso de nitruración post-descarga, de una muestra de
ferrita con una profundidadL no despreciable, prácticamente
se detiene el movimiento de las capas. Es por ello que pode-
mos suponer que la dinámica del proceso se aproxima a su
estado estacionario.

Por otra parte, es evidente que los estados estacionarios
para los modelos (10)-(16), (17) y (10)-(16’), (17) deben sa-
tisfacer los sistemas de ecuaciones (I) y (II), donde el siste-
ma (I) corresponde a:

d

dx

(
Di(Ci)

dCi

dx

)
=0, ξi−1<x<ξi, i=1, 2, 3, (18)

Ci(ξi−0) = Ci
min, i = 1, 2, (19)

Ci(ξi−1+0) = Ci
max, i = 1, 2, 3, C1

max = CS , (20)

Di(Ci(ξi−0))
dCi

dx
(ξi−0) = Di+1(Ci+1(ξi+0))

× dCi+1

dx
(ξi+0), i = 1, 2, (21)

D3(C3(ξ3−0))
dC3

dx
(ξ3−0) = 0. (22)

Y donde hemos utilizado la notación

ξ0 = 0, ξ3 = L.

El sistema (II) se obtiene del sistema (I) sustituyendo la con-
dición (17) por

C3(ξ3−0) = C0. (22’)

Para arribar a los modelos (I) y (II) hemos supuesto que las
funcionesCi(x), i = 1, 2, 3 y los escalaresξi, i = 1, 2, des-
conocidos, se obtienen como lı́mite cuando de las soluciones
y de los modelos de difusión (10)-(16), t→∞ (17) y (10)-
(16), (17’) respectivamente. En este trabajo no nos dedicare-
mos a estudiar las correspondientes velocidades de conver-
gencia ni tampoco la estabilidad de los estados estacionarios.

Nótese que cuando hablamos de un estado estacionario
nos referimos a la determinación simult́anea de los escalares
ξi, i = 1, 2, que corresponden a las profundidades a las que
las capas devienen estacionarias y de las funcionesCi(x) que
determinan los perfiles de concentración en cada capa y que
son funciones positivas definidas en los intervalos[ξi−1, ξi],
i = 1, 2, 3. En lo que sigue, haremos la siguientes suposicio-
nes.

SUPOSICIÓN 1: Las funcionesDi(Ci) que aparecen
en los sistemas (I) y (II) son funciones suaves que están de-
finidas en los intervalos[Ci

min, Ci
max], i = 1, 2, 3, donde

C1
max = CS y C3

min = C0 y adeḿas son estrictamente posi-
tivas en los intervalos abiertoscCi

min, Ci
maxb, i = 1, 2, 3.

Es f́acil ver que, en caso de que exista un estado estacio-
nario correspondiente a cualquiera de los sistemas (I) o (II),
la Ec. (18) es equivalente a la existencia de constanteski tales
que

Di(Ci)
dCi

dx
= ki, ξi−1 < x < ξi, i = 1, 2, 3 (23)

y de la condicíon (16) se deduce quek1 = k2 = k3. Si hace-
mos la siguiente:

SUPOSICIÓN 2: Los perfiles de concentración Ci(x)
del estado estacionario son funciones positivas y decrecien-
tes definidas en los intervalos[ξi−1, ξi], i = 1, 2, 3 donde
ξ0 = 0, ξ3 = L.

Entonces del hecho que(dCi/dx) < 0 se tendŕıa que las
constanteski son negativas.

Bajo las suposiciones 1 y 2, las Ecs. (18) y las condicio-
nes (21), que aparecen en los sistemas (I) y (II), son equiva-
lentes a la existencia de una constantek ≥ 0 tal que

Di(Ci)
dCi

dx
= −k, ξi−1 < x < ξi i = 1, 2, 3 (24)

De esta forma hemos probado que, bajo las suposiciones 1-2,
si existen estados estacionariosCi(x), i = 1, 2, 3; ξi, i = 1, 2
de los problemas (10)-(16), (17) y (10)-(16’), (17), ellos de-
ben satisfacer los sistemas (I’) y (II’) donde el sistema (I’)
corresponde a (24), (19), (20), (22) y el sistema (II’) a (24),
(19), (20), (22’).

Veamos qúe puede decirse del estado estacionario corres-
pondiente a (I’). En este caso, de (22), (24) y la suposición 1
se concluye quek = 0 y, por lo tanto, todos los perfiles
de concentración Ci(x) deben ser constantes. Esto solamen-
te es posible si se supone queCS = C1

mı́n, C2
máx = C2

mı́n,
C3

máx = C0 . Sin embargo, en este caso no podemos deter-
minar los valores deξ1 y ξ2 a partir del sistema (I’) y es por
ello que no podemos hablar de la existencia de un estado es-
tacionario.

Pasemos ahora a estudiar el sistema (II’), pero antes ha-
gamos la siguiente suposición:

SUPOSICIÓN 3: Para cada i = 1, 2, 3 se cumple
Ci

max > Ci
min.

Bajo esta suposición no es posible que las constanteski

en (23) se anulen. Por ello a partir de ahora estudiaremos el
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sistema (II’) correspondiente a (24), (19), (20), (22’), donde
en (24) supondremos quek > 0.

Integrando las Ecs. (24) parai = 1 entreCi(x) y CS ,
parai = 2 entreC2(x) y C2

max y parai = 3 entreC3(x) y
C3

max y utilizando la condicíon (20) se obtiene:

CS∫

C1(x)

D1(u)du = kx,

C2
máx∫

C2(x)

D2(u)du = k(x− ξ1), (25)

C3
máx∫

C3(x)

D3(u)du = k(x− ξ3)

0 < x < ξ1, ξ1 < x < ξ2, ξ2 < x < L conk > 0.
Utilizando las condiciones (19) y (22’), entonces de (25)

se obtiene
CS∫

C1
min

D1(u)du = kξ1,

C2
máx∫

C2
mı́n

D2(u)du = k(ξ2 − ξ1),

C3
máx∫

C0

D3(u)du = k(L− ξ2). (26)

Asimismo, el sistema de ecuaciones integrales (25) con
las condiciones (26) es equivalente, bajo las suposiciones 1-3,
al sistema (II’). Es f́acil ver que las Ecs. (24) se obtienen de-
rivando las Ecs. (25) y del hecho queDi(u) > 0, i = 1, 2, 3
se deduce que las integrales en (25) se pueden anular sola-
mente en el valor dex dondeCi(x) = Ci

max, lo cual se logra
cuandox = ξi−1, i = 1, 2, 3 teniendo en cuenta queξ0 = 0.

Observemos también que, de las Ecs. (25) y las condicio-
nes (26), se deducen las condiciones (19) y (22’). En efecto
de (25) se tiene que

CS∫

C1(ξ1)

D1(u)du = kξ1,

C2
máx∫

C2(ξ2)

D2(u)du = k(ξ2 − ξ1),

C3
máx∫

C3(L)

D3(u)du = k(L− ξ2)

y comparando con las condiciones (26), se arriba a

C1(ξ1)∫

C1
mı́n

D1(u)du =

C2(ξ2)∫

C2
mı́n

D2(u)du =

C3(L)∫

C0

D3(u)du = 0.

Pero como las funcionesDi(u) son positivas en sus respecti-
vos intervalos de definición, estas integrales se pueden anular
únicamente si los lı́mites superior e inferior de integración
coinciden, de donde se concluye la validez de las condicio-
nes (19) y (22). De esta forma llegamos al teorema siguiente:

Teorema 1:Bajo las condiciones 1-3, el sistema (II), pa-
ra el estado estacionario correspondiente al modelo (10)-
(16’), (17), es equivalente al sistema de ecuaciones integrales
(25) con la condicíon (26) o equivalentemente las suposicio-
nesCi(ξi) = Ci

mı́n, i = 1, 2, 3. Podemos despejark, ξ1, ξ2

de las condiciones (26) y obtenemos

k=
1
L





CS∫

C1
mı́n

D1(u)du

+

C2
máx∫

C21
mı́n

D2(u)du+

C3
máx∫

C0

D3(u)du





, (27)

ξ1 =
1
k

CS∫

C1
mı́n

D1(u)du, (28)

ξ2 =
1
k





CS∫

C1
mı́n

D1(u)du +

C2
máx∫

C2
mı́n

D2(u)du





. (29)

De aqúı se deduce
Teorema 2:Bajo las suposiciones 1-3, en caso de existir

un estado estacionario correspondiente a la solución del sis-
tema (II), las capas se estacionarizan a profundidadesξ1, ξ2

que satisfacen0 < ξ1 < ξ2 < L, las cuales vienen dadas por
las fórmulas (28) y (29) donde la constantek est́a definida
en (27).

Para demostrar la existencia y unicidad del estado esta-
cionario basta demostrar la existencia y unicidad de la so-
lución del sistema de ecuaciones integrales (25). Para ello
definimos las funciones

Fi(y) =
1
k





C i
máx∫

y

Di(u) du + ξi−1, i = 1, 2, 3





dondeFi :
[
Ci

mı́n , Ci
máx

] → <+, ξ0 = 0, C1
máx = CS

Las funciones Fi son decrecientes, ya que
F ′i (y)=−(1/k)Di(y) < 0, luego existen las funciones inver-
sasF−1

i (x)que son soluciones de las ecuacionesFi(y) = x
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y est́an definidas parax en los intervalos
[
Ci

mı́n , Ci
máx

]
con

Ci
máx = CS , C3

mı́n = C0.
Es obvio que el sistema de ecuacionesFi(y)=x, i=1, 2, 3

es equivalente al sistema de ecuaciones integrales (25) con
las condiciones (26) yCi(x) = F−1

i (x). Aśı hemos probado
el siguiente

Teorema 3: Si se satisfacen las suposiciones 1-3, en-
tonces el modelo (10)-(16’), (17) tiene uńunico estado
estacionario{Ci(x), i = 1, 2, 3; ξi, i = 1, 2} donde
Ci(x)=F−1

i (x), i = 1, 2, 3 y ξi, i = 1, 2 vienen dados
por (28) y (29) y la constantek est́a definida en (27).

Es f́acil ver que, de la Ec. (24), se tiene que

d2Ci(x)
dx2

=
k

D2
i (Ci(x))

D′
i(Ci(x))

dCi(x)
dx

, (30)

y de aqúı se tiene que siDi(y) es creciente entoncesCi(x)
es ćoncava y siDi(y) es decreciente, entoncesCi(x) es con-
vexa.

En lo que sigue haremos la siguiente
SUPOSICIÓN 4: Los coeficientes de difusiónDi(y) sa-

tisfacen queD′
i(y) < 0, y ∈ ]

Ci
mı́n, Ci

máx

]
, i = 1, 2, 3.

Teniendo en cuenta las suposiciones 1-4, los perfiles
de concentración son funciones estrictamente decrecientes y
convexas.

Notemos que, del hecho queDi (Ci) = −(k/(dCi/dx))
se tiene que, si se conocieran el valor dek y el valor exacto
deCi(x) para todox ∈ [ξi−1 , ξi], entonces se podrı́a obte-
ner la expresíon del respectivo coeficiente de difusión como
función de la concentración. Pero como el proceso de forma-
ción de capas comienza cuando se alcanza el valor umbral
de concentración CS en la superficiex = 0, mismo que se
mantiene constante durante todo el proceso y el flujo tam-
bién se mantiene constante en todas las capas, entonces de la
condicíon (8) se puede concluir que

k = −D
∂C

∂x
(0, t) = λ (Ceq − CS) , (*)

donde los valores deλ, Ceq, CS pueden ser obtenidos ex-
perimentalmente. De aquı́ concluimos que el coeficiente de
difusión puede ser obtenido de maneraúnica como funcíon
de la concentración si se conoce el perfil de concentración
exacto en la respectiva capa en el estado estacionario.

Sin embargo, podemos aspirar a tener un número finito de
mediciones de concentración en cada capa en el estado cuasi-
estacionario, lo cual equivale a tener un número finito de me-
diciones con error en el estado estacionario y en este caso,
el problema de identificar el coeficiente de difusión no tiene
solucíon única salvo que a priori se imponga una restricción
adicional a la dependencia del coeficiente de difusión como
función de la concentración.

De ahora en adelante analizaremos el modelo del estado
estacionario en los casos

- Di constante

- Di(y) lineal con pendiente negativa

- Di(y) cuadŕatica y decreciente

Caso de coeficientes de difusión constantes
En este caso de (27)-(29) se obtiene que las capas se ha-

cen estacionarias a las profundidades

ξ1 =
D1

k

(
CS − C1

mı́n

)
, (31)

ξ2 =
1
k
{D1

(
CS − C1

mı́n

)
+ D2

(
C2

máx − C2
mı́n

)}, (32)

donde

k =
1
L

{
D1

(
CS − C1

mı́n

)

+D2

(
C2

máx − C2
mı́n

)
+ D3

(
C3

máx − C0

)}
(33)

Entonces de (19), (31) y (32) se obtiene

Ci(x) =
k

Di
(ξi − x) + Ci

mı́n,

i = 1, 2, 3, (34)

dondeξ3 = L, C3
mı́n = 0

Es f́acil deducir de (31) y (32) queCi(ξi−1)=Ci
máx,

i = 1, 2, 3 y que se tienen las expresiones:

Ci(x) =

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)

ξi − ξi−1
(ξi − x) + Ci

mı́n,

i = 1, 2, 3, (35)

= Ci
máx −

(
Ci

máx − Ci
mı́n

) x− ξi−1

ξi − ξi−1
,

dondeξ0 = 0, ξ3 = L, C1
máx = CS , C3

mı́n = C0 y de(∗) en
la página anterior se obtienen las expresiones para los coefi-
cientes de difusión

Di = λ (Ceq − CS)
ξi − ξi−1

Ci
máx − Ci

mı́n

. (35’)

Teorema 4:En el caso de coeficientes de difusión constantes,
los perfiles de concentración vienen dados en la forma (35)
y los respectivos coeficientes de difusión, mediante (35’) los
cuales, como se puede observar, solo dependen de los valores
de las profundidadesξi y deCi

máx , Ci
mı́n.

Caso de coeficientes de difusión que dependen linealmen-
te de la concentración.

En esta sección supondremos que

Di (Ci) = 2βi

(
Ci − Ci

máx

)
+ γi, i = 1, 2, 3, (36)

donde

C1
máx = CS , βi < 0, γi ≥ 0. (37)
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En este caso, según (27)-(29) las capas devienen estacio-
narias a las profundidades:

ξ1 =
1
k

(
CS − C1

mı́n

) [
γ1 − β1

(
CS − C1

mı́n

)]
, (38)

ξ2 =
1
k
{(CS − C1

mı́n

) [
γ1 − β1

(
CS − C1

mı́n

)]

+
(
C2

máx − C2
mı́n

) [
γ2 − β2

(
C2

máx − C2
mı́n

)]
(39)

k=
1
L

3∑

i=1

(
Ci

máx−Ci
mı́n

) [
γi−βi

(
Ci

máx−Ci
mı́n

)]
.

Entonces, de (24) se deduce que

d

dx

[
βi

(
Ci − Ci

máx

)2
+ γi

(
Ci − Ci

máx

)]
= −k,

luegoCi(x) satisface la relación

βi

(
Ci − Ci

máx

)2
+ γi

(
Ci − Ci

máx

)
= k (ξi−1 − x) + bi,

i = 1, 2, 3, (40)

donde consideramosξ0 = 0.
Teniendo en cuenta queCi(ξi−1) = Ci

máx, de la relacíon
anterior se tiene quebi = 0 y, por lo tanto, se obtiene la rela-
ción

βi

(
Ci (x)−Ci

máx

)2
+γi

(
Ci (x)−Ci

máx

)

=k (ξi−1−x) , i = 1, 2, 3 (41)

conξ0 = 0.
Evaluando las relaciones (41) enx = ξi obtenemos

− βi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)2
+ γi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)

= k (ξi − ξi−1) , i = 1, 2, 3, (42)

de donde

k =
1

(ξi − ξi−1)

[
− βi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)2

+ γi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

) ]
, i = 1, 2, 3. (43)

Sustituyendo la correspondiente expresión (43) dek en la re-
lación (41) se llega a

−βi

[(
Ci

máx−Ci(x)
)2− x−ξi−1

ξi−ξi−1

(
Ci

máx−Ci
mı́n

)2
]

+γi

[(
Ci

máx−Ci(x)
)− x−ξi−1

ξi−ξi−1

(
Ci

máx−Ci
mı́n

)]
= 0

i = 1, 2, 3. (44)

Pero de la suposición 4, se deduce la convexidad deCi(x)
y por ello

Ci(x) < Ci
máx −

x− ξi−1

ξi − ξi−1

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
, (45)

ya que en la parte derecha de (45) se encuentra la ecuación
de la cuerda que une los extremos de la función Ci(x) en
el intervalo[ξi−1 , ξi] y de aqúı se sigue que el coeficiente
deγi en (44) es estrictamente positivo en el intervalo abierto
]ξi−1 , ξi[. Pero si entonces el término que multiplica a−βi

en (44) fuera estrictamente positivo en algúnx∗ ∈ ]ξi−1 , ξi[
tendŕıa que ocurrir queγi = βi = 0 y por lo tanto el coe-
ficiente de difusíon Di(Ci) seŕıa idénticamente nulo, lo cual
no puede ocurrir.

Esto significa que siempre debe ocurrir que

(
Ci

máx − Ci(x)
)2 − x− ξi−1

ξi − ξi−1

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)2 ≤ 0

y de esta desigualdad y de (45) se obtiene que

Ci
máx −

√
x− ξi−1

ξi − ξi−1

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
< Ci(x) < Ci

máx

− x− ξi−1

ξi − ξi−1

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
(46)

para todox ∈ ]ξi−1 , ξi], o equivalentemente

x− ξi−1

ξi − ξi−1
<

Ci
máx − Ci(x)

Ci
máx − Ci

mı́n

≤
√

x− ξi−1

ξi − ξi−1
(46*)

para todox ∈ ]ξi−1 , ξi[.
Nótese que si la desigualdad de la izquierda en (46) se

convirtiera en igualdad para algúnx∗ ∈ ]ξi−1 , ξi[, entonces
de (44) se tendrı́a necesariamente queγi = 0 y comoβi < 0,
la igualdad tendrı́a que cumplirse necesariamente para todo
x ∈ [ξi−1 , ξi], es decir se tendrı́a

Ci(x) = Ci
máx −

x− ξi−1

ξi − ξi−1

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
, (47)

para todox ∈ [ξi−1 , ξi].
Precisamente la expresión (47) seŕıa la expresíon para el

perfil de concentración en el caso extremo que el coeficiente
de difusíon satisfaga

Di

(
Ci

máx

)
= γi = 0.

En el caso general, como veremos a continuación, para
determinar los perfiles de concentración se requiere de una
medicíon de concentración a alguna profundidad fijaxi en
cada capa]ξi−1 , ξi[.

En efecto, si denotamos porC∗i = Ci(xi) y denotamos

ai = −βi

k
, bi =

γi

k
,

entonces de (41) y (42) obtenemos el siguiente sistema lineal
paraai y bi:

ai

(
Ci

máx − C∗i
)2

+ bi

(
Ci

máx − C∗i
)

= (x∗i − ξi−1) ,

ai

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)2
+ bi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
= (ξi − ξi−1) ,

cuya solucíon es
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ai =
(ξi − ξi−1)

(
Ci

máx − C∗i
)− (x∗i − ξi−1)

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
(
Ci

máx − C∗i
) (

Ci
máx − Ci

mı́n

) (
C∗i − Ci

mı́n

) , (48)

bi =
(x∗i − ξi−1)

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)2 − (ξi − ξi−1)
(
Ci

máx − C∗i
)2

(
Ci

máx − C∗i
) (

Ci
máx − Ci

mı́n

) (
C∗i − Ci

mı́n

) . (49)

Una vez obtenidosai y bi, de (41) se obtiene que el perfil
de concentraciónCi(x) satisface la relación

ai

(
Ci

máx−Ci(x)
)2

+bi

(
Ci

máx−Ci(x)
)
=(x−ξi−1) ,

de donde finalmente se obtiene la expresión

Ci(x) = Ci
máx +

bi

2 ai
−

√(
bi

2 ai

)2

+
x− ξi−1

ai
,

i = 1, 2, 3 (50)

Aśı hemos obtenido el teorema siguiente:
Teorema 5.En el caso en que los coeficientes de difu-

sión dependan linealmente de la concentración en la for-
ma (36) con la restriccíon (37) sobre los coeficientes, enton-
ces el conocimiento de las profundidadesξi, los valores de
Ci

máx , Ci
mı́n y de una medición exacta de concentración

C∗i a una profundidadxi ∈ ]ξi−1 , ξi[ permiten determinar
la expresíon (50) para los perfiles de concentración, donde
ai y bi se obtienen en (48) y (49). Además con esta infor-
macíon es suficiente para expresar los coeficientes de difu-
sión mediante las fórmulas (41) donde

βi=− λ (Ceq − CS) ai y γi = λ (Ceq − CS) bi.

En el caso particular cuandoDi

(
Ci

máx

)
= 0, entonces el

perfil de concentración adopta la forma particular (47) y no
se requiere de la mediciónC∗i .

Caso de coeficientes de difusión que dependen en forma
cuadŕatica de la concentración.

En el caso en que la aproximación lineal no sea correcta
para el coeficiente de difusión podemos asumir queDi (Ci)
tiene la forma siguiente:

Di (Ci) = 3 αi

(
Ci − Ci

máx

)2
+ 2βi

(
Ci − Ci

máx

)
+ γi,

i = 1, 2, 3 (51)

paraCi ∈
[
Ci

mı́n, Ci
máx

]
.

Del hecho queDi

(
Ci

máx

)
= γi , debemos suponer que

γi ≥ 0.
Por otra parteD′

i (Ci) = 6 αi

(
Ci − Ci

máx

)
+2βi y como

por la suposicíon 4,Di (Ci) debe ser decreciente con respec-
to aCi, entonces debe ocurrir que6αi

(
Ci−Ci

máx

)
+2βi≤0,

para todoCi ∈
[
Ci

mı́n−Ci
máx

]
. Si αi < 0, esta desigualdad

ocurre si y śolo si6αi

(
Ci

mı́n−Ci
máx

)
+2βi≤0, ya que en este

caso

Ci − Ci
máx ≥ Ci

mı́n − Ci
máx ⇒

6αi

(
Ci − Ci

máx

) ≤ 6 αi

(
Ci

mı́n − Ci
máx

) ⇒
D′

i (Ci) ≤ 6 αi

(
Ci

mı́n − Ci
máx

)
+ 2βi = D′

i(C
i
mı́n)

Del hecho queD′′
i (Ci) = 6 αi entonces el casoαi < 0

corresponde a la situación cuandoDi es una funcíon ćonca-
va deCi. En el caso convexo, cuandoαi > 0, para que se
cumpla queD′

i (Ci) ≤ 0 se debe tener que

2βi ≤ 6 αi

(
Ci

máx − Ci

)

para todoCi ∈
[
Ci

mı́n − Ci
máx

]
y esto ocurre si y śolo si

βi ≤ 0. Luego, en cualquiera de los casosαi > 0 o αi < 0,
debe ocurrir queβi ≤ 0.

En fin, llegamos a las siguientes restricciones para los co-
eficientesαi, βi, γi;

γi ≥ 0 (52)

Y

αi < 0 con βi ≤ 3 αi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)

(caso ćoncavo) (53)

O

αi > 0 con βi ≤ 0

(caso convexo) (54)

Las condiciones (53) o (54) se visualizan en la Fig. 2.
donde la zona sombreada, excepto el origen(0, 0), es el con-
junto de los pares(αi, βi) que satisfacen alguna de las rela-
ciones (53) o (54).

FIGURA 2. Esquema gŕafico de las caracterı́sticas de los coeficien-
tes de difusíon que dependen en forma cuadrática de la concentra-
ción.
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En el caso en queDi (Ci) tiene la expresión (51), seǵun
(27)-(29), las capas se hacen estacionarias a las profundida-
des

ξ1 =
d1

k
, ξ2 =

d1 + d2

k
, (55)

k =
d1 + d2 + d3

L
,

en donde

di = αi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)3

− βi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)2
+ γi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
. (56)

De (19) y teniendo queCi (ξi−1) = Ci
máx, se obtiene la

relacíon

αi

(
Ci

máx − Ci(x)
)3 − βi

(
Ci

máx − Ci(x)
)2

+ γi

(
Ci

máx − Ci(x)
)

= k (x− ξi−1) ,

i = 1, 2, 3, (57)

Evaluando las relaciones (57) enx = ξi obtenemos

k =
1

ξi − ξi−1

[
αi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)3

− βi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)2
+ γi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

) ]
. (58)

Supongamos ahora que se tienen dos mediciones exactas
de concentración

C
(j)
i = Ci(x

(j)
i ), i = 1, 2, 3, j = 1, 2,

a las profundidadesx(j)
i en la capa i-́esima. Por comodidad

supondremos quex(2)
i > x

(1)
i y por lo tantoC(2)

i < C
(1)
i .

Si utilizamos las notaciones

pi =
αi

k
, qi = −βi

k
, ri =

γi

k
,

entonces evaluando (57) enx(1)
i y x

(2)
i , usando a continua-

ción (58) se obtiene el siguiente sistema lineal para los coefi-
cientespi, qi, ri:





pi

(
Ci

máx − C
(1)
i

)2

+ qi

(
Ci

máx − C
(1)
i

)
+ ri = x

(1)
i −ξi−1

Ci
máx−C

(1)
i

pi

(
Ci

máx − C
(2)
i

)2

+ qi

(
Ci

máx − C
(2)
i

)
+ ri = x

(2)
i −ξi−1

Ci
máx−C

(2)
i

pi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)2 + qi

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
+ ri = ξi−ξi−1

Ci
máx−Ci

mı́n

(59)

Es f́acil ver que la solución del sistema (59) está dada por los ńumeros:

pi =
1

C
(1)
i − Ci

mı́n




1

C
(2)
i −Ci

mı́n

(
ξi−ξi−1

Ci
máx−Ci

mı́n
− x

(1)
i −ξi−1

Ci
máx−C

(2)
i

)

− 1

C
(1)
i −C

(2)
i

(
x
(2)
i −ξi−1

Ci
máx−C

(2)
i

− x
(1)
i −ξi−1

Ci
máx−C

(1)
i

)


 , (60)

qi =
1

C
(1)
i − Ci

mı́n




2Ci
máx−

(
C

(2)
i +Ci

mı́n

)

C
(1)
i −C

(2)
i

(
x
(2)
i −ξi−1

Ci
máx−C

(2)
i

− x
(1)
i −ξi−1

Ci
máx−C1

i

)

− 2Ci
máx−

(
C

(1)
i +C

(2)
i

)

C
(2)
i −Ci

mı́n

(
ξi−ξi−1

Ci
máx−Ci

mı́n
− x

(2)
i −ξi−1

Ci
máx−C

(2)
i

)


 , (61)

ri =
x

(1)
i − ξi−1

Ci
máx − C1

i

−

(
Ci

máx − C
(1)
i

)

C
(1)
i − Ci

mı́n




3Ci
máx−

(
C

(1)
i +C

(2)
i +C

(i)
mı́n

)

C
(1)
i −C

(2)
i

(
x
(2)
i −ξi−1

Ci
máx−C

(2)
i

− x
(1)
i −ξi−1

Ci
máx−C

(1)
i

)

− 3Ci
máx−

(
2C

(1)
i +C

(2)
i

)

C
(2)
i −Ci

mı́n

(
ξi−ξi−1

Ci
máx−Ci

mı́n
− x

(2)
i −ξi−1

Ci
máx−C

(2)
i

)


 , (62)

dondeαi = k pi, βi = −k qi, γi = k ri deben satisfacer las restricciones (52)-(54). Con estos valores depi, qi, ri y usando
(57) podemos obtener una relación polinomial ćubica para determinar las expresiones de los perfiles de concentraciónCi(x):

pi

(
Ci

máx − Ci(x)
)3 − qi

(
Ci

máx − Ci(x)
)2

+ ri

(
Ci

máx − Ci(x)
)

= x− ξi−1. (63)

Consideremos el polinomioPi(λ)=piλ
3+qiλ

2+riλ−si dondesi ≥ 0.
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FIGURA 3. Esquema gŕafico del polinomio ćubicoPi(λ) asociado
a los perfiles de concentración: caso de discriminante negativo de
P ′i (λ).

FIGURA 4. Esquema gŕafico del polinomio ćubicoPi(λ) asociado
a los perfiles de concentración: caso de discriminante positivo de
P ′i (λ).

Es claro queP ′i (λ)tiene ráıces en los puntos

λ ± =
1
3


−

(
qi

pi

)
±

√(
qi

pi

)2

− 3
(

ri

pi

)
 .

Si (qi/pi)
2−3 (ri/pi) < 0, entoncesλ ± son ráıces com-

plejas y en ese caso el polinomio es de la forma (ver Fig. 3)
Si (qi/pi)

2 − 3 (ri/pi) ≥ 0, entoncesλ ± ≤ 0 y el poli-
nomio tiene una de las formas siguientes (ver Fig. 4)

Es decir en cualquiera de los casos posibles, el polinomio
tiene unáunica ráız positiva, independientemente del valor de
si ≥ 0.

Entonces dadospi , qi , ri fijos, la ecuacíon polinomial

piλ
3 + qiλ

2 + riλ = x− ξi−1 (64)

tiene unáunica ráız positivaΛi(x)para cadaξi−1 < x < ξi,
para la cual se cumple que

Ci(x) = Ci
máx − Λi(x). (65)

En particular en el caso cuando

r2
i < 3pi qi, (66)

se tiene, siguiendo las fórmulas de Cardano, que

Λi(x) = − Pi

3λi(x)
+ λi(x)− qi

3pi
, (67)

donde

Pi =
1

3p2
i

[
3piqi − r2

i

]
,

Qi(x) = −x− ξi−1

pi
+

qi

27p2
i

[
2q2

i − qipiri

]
(68)

λi(x) =
3

√√√√−Qi(x)
2

+

√(
Qi(x)

2

)2

+
P 3

i

27
.

Finalmente llegamos al resultado siguiente
Teorema 6.Supongamos que los coeficientes de difusión

dependen cuadráticamente de la concentración en la for-
ma (51) con las restricciones (52)-(54). Entonces el conoci-
miento de las profundidadesξi , los valores deCi

máx , Ci
mı́n

y de dos mediciones exactas de concentración C
(j)
i ,

i = 1, 2, 3; j = 1, 2 a dos profundidadesx(j)
i ∈ ]ξi−1, ξi]

diferentes es suficiente para obtener los perfiles de concen-
tración Ci(x) a partir de la solucíon de la ecuacíon ćubi-
ca (63) donde los coeficientespi, qi, ri vienen dados por las
expresiones (59), (61) y (62).

En efecto, si denotamos porΛi(x)la única ráız positiva
del polinomio (64), entoncesCi(x)viene dada por la fórmu-
la (65). Si en particular se cumplen las relaciones (66) para
los coeficientespi, qi, ri, entoncesΛi(x) viene dada por las
expresiones (67) y (68).

Además, en las expresiones (51) para los coeficientes de
difusión, los valores deαi, βi, γi se determinan por las
fórmulas

αi = λ (Ceq − CS) pi , βi = λ (Ceq − CS) qi ,

γi = λ (Ceq − CS) ri

2.4. Determinacíon del coeficiente de difusíon a partir
de mediciones inexactas de concentración a diferen-
tes profundidades

Hasta el momento hemos supuesto un cierto tipo de de-
pendencia del coeficiente de difusión con respecto a la con-
centracíon: constante, lineal o cuadrática y hemos visto en los
teoremas 4, 5 y 6 que con una mı́nima cantidad de medicio-
nes exactas de concentraciones a diferentes profundidades,
es posible obtener la expresión anaĺıtica expĺıcita tanto para
los perfiles de concentración como para los coeficientes de
difusión en cada capa.

Supongamos ahora que no se cuenta con esa información
a priori sobre la dependencia del coeficiente de difusión y
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queremos obtener las expresiones aproximadas más conve-
nientes para dichos coeficientes en forma constante, lineal o
cuadŕatica, a partir de mediciones inexactas de concentracio-
nes a diferentes profundidades.

Consideremos primero tres posibilidades, es decir, que
para alǵun valor dex en la capa i-́esima se cumpla una de
la tres estimaciones siguientes:

Ci
máx −

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
√

x− ξi−1

ξi − ξi−1
≤ Ci(x) < Ci

máx

− (
Ci

máx − Ci
mı́n

) x− ξi−1

ξi − ξi−1
, (69)

Ci
máx −

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
3

√
x− ξi−1

ξi − ξi−1
≤ Ci(x) < Ci

máx

− (
Ci

máx − Ci
mı́n

)
√

x− ξi−1

ξi − ξi−1
, (70)

Ci(x) < Ci
máx −

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
3

√
x− ξi−1

ξi − ξi−1
. (71)

Las funciones que aparecen en los extremos de las desi-
gualdades representan umbrales para los perfiles de concen-
traciónCi(x). Notemos que de (35) y (46) se tiene que con el
caso de coeficientes de difusión constantes el correspondien-
te perfil de concentración en el estado estacionario es el valor
umbral que aparece en el extremo derecho de (69), mientras
que cuando el coeficiente de difusión depende linealmente
de la concentración, dicho perfil debe encontrarse en el ran-
go (69).

Cuando el coeficiente de difusión ya es una función cua-
drática de la concentración se pueden dar las situaciones (69)
y (71) que analizaremos a continuación.

Notemos que si se sustituye (58) en (57) llegamos a

αi

[(
Ci

máx−Ci(x)
)3− x−ξi−1

ξi−ξi−1

(
Ci

máx−Ci
mı́n

)3
]
−βi

×
[(

Ci
máx−Ci(x)

)2− x−ξi−1

ξi−ξi−1

(
Ci

máx−Ci
mı́n

)2
]

γi

×
[(

Ci
máx−Ci(x)

)− x−ξi−1

ξi−ξi−1

(
Ci

máx−Ci
mı́n

)]
=0. (72)

De (72) se deduce que, si se realizara la posibilidad (70),
entonces para un valor dex los coeficientes de−βi y γi seŕıan
estrictamente positivos. En este caso, si se tuvieraαi = 0,
no podŕıa ocurrir la restriccíon (54), ya que entonces debido
a (52) tendŕıan que serβi = γi = 0 y por lo tanto el coefi-
ciente de difusíon seŕıa idénticamente nulo.

Obviamente, si se cumple (70), no es posible que los co-
eficientesαi, βi satisfagan la restricción (53), pues en este
caso śolo es posible que se cumpla (72) conαi=βi=γi=0.
Si por el contrario se realizara la posibilidad (71), entonces
las expresiones que multiplican aαi, −βi, γi en (72) son
todas estrictamente positivas para algún valor dex y si se

cumple las restricciones (52), (54) entonces (72) serı́a posi-
ble solamente en el caso cuandoαi = βi = γi = 0.

Con un razonamiento análogo es f́acil ver que (71) es po-
sible cuando los coeficientesαi, βi, γi satisfacen las rela-
ciones (52) y (53).

El ańalisis realizado justifica la propuesta del siguiente
algoritmo para determinar el mejor ajuste, ya sea constan-
te, lineal o cuadŕatico, para el coeficiente de difusión como
función de la concentración. En lo que sigue, utilizaremos
mediciones de concentración en cada capa, las cuales supon-
dremos que han sido efectuadas con un errorδ > 0.

1er paso.Supongamos que se tiene una medición de con-
centracíonC∗i , δ a una profundidadxi en la capa i-́esima, tal

que
∣∣∣C∗i , δ − Cexacta

i

∣∣∣ ≤ δ y queC∗i , δ se encuentra en el
rango (69) parax = xi. En este caso la aproximación cons-
tante o lineal es adecuada para el coeficiente de difusión. Pa-
ra determinar si es suficiente con la aproximación constante
procedemos de la manera siguiente:

1a.- Se obtienen los ńumerosai,δ y bi,δ mediante las expre-
siones (48) y (49) utilizando los valoresC∗i,δ . Si los
valores obtenidos deai,δ y bi,δ son ambos positivos, se
expresaCi(x) mediante (50).

En caso de queai,δ y bi,δ no sean ambos positivos se
busca el vector(ai,δ, bi,δ) que est́e a distancia ḿınima
de(ai,δ, bi,δ) en el conjunto{(a, b) : a ≥ 0, b ≥ 0}.
Para evitar el ańalisis del caso singular cuando
ai,δ=bi,δ ≤ 0 en el cual se tendrı́a ai,δ = bi,δ = 0, se
requiere una regla de proyección regularizada similar
a la propuesta en el artı́culo [9]. Denotemos median-
te

(
a
(δ)
i , b

(δ)
i

)
al vector(ai,δ, bi, δ) o su proyeccíon(

ai,δ, bi,δ

)
seǵun el caso.

1b.- Una vez obtenida la expresión (50) paraCi(x) con los
valoresa

(δ)
i , b

(δ)
i , entonces sia(δ)

i = 0 nos encontra-
mos en el caso en que el coeficiente de difusión es
constante. Sia(δ)

i > 0, entonces la mayor distancia
dmáx

i entre los valores de esta función y la expresíon
lineal (35) la cual se alcanza en

x∗i = ξi−1 +
1

4a
(δ)
i

[(
ξi − ξi−1

Ci
máx − Ci

mı́n

)2

−
(
b
(δ)
i

)2
]

y es igual a

di
máx =

1
4

ξi − ξi−1

a
(δ)
i

(
Ci

máx − Ci
mı́n

) − b
(δ)
i

2a
(δ)
i

=
1
4

[
(
Ci

máx − Ci
mı́n

)− b
(δ)
i

a
(δ)
i

]
.

Si di
máx ≤ δ, entonces teniendo en cuenta el error de

medicíon resulta indistinto considerar la aproximación
constante o lineal para el coeficiente de difusión y por
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FIGURA 5. Regíon de factibilidad para el par (p, q) cuando
(p, q, r)∈ Ω.

ello elegimos la aproximación constante por ser ḿas
simple.

Si por el contrariodi
máx > δ, se debe elegir la aproxi-

macíon lineal obtenida en 1a.

Es decir, si

b
(δ)
i

a
(δ)
i

≥ (
Ci

máx − Ci
mı́n

)− 4 δ, (73)

entonces se elige la aproximación constante y la expre-
sión para el perfil de concentración y el coeficiente de
difusión vienen dados en el teorema 4.

Si se cumple

b
(δ)
i

a
(δ)
i

<
(
Ci

máx − Ci
mı́n

)− 4 δ, (74)

entonces se elige la aproximación lineal para el coefi-
ciente de difusíon y, en este caso, su expresión aśı co-
mo la del perfil de concentraciones vienen dadas en el
teorema 5.

2do paso)En caso de que la medición de concentración
C

(1)
i , δ tomada a la profundidadx(1)

i caiga en alguno de los

intervalos (70) o (71) se toma una segunda medición C
(2)
i , δ a

otra profundidadx(2)
i > x

(1)
i en la misma capa, la cual satis-

face ∣∣∣C(2)
i , δ − C

(2)
i , exact

∣∣∣ < δ.

Por ser el perfil de concentración decreciente debe ocurrir
queC

(2)
i, δ < C

(1)
i, δ y, por lo tanto,C(2)

i, δ tambíen pertenece a al-

guno de los intervalos (70) o (71) parax = x
(2)
i .

A partir de los valoresC(1)
i, δ, C

(2)
i, δ y las profundidades

x
(1)
i , x

(2)
i se construyen los númerospi, δ, qi, δ, ri, δ utili-

zando las f́ormulas (60), (61) y (62).
Si se cumple que

ri, δ ≥ 0 (75)

FIGURA 6. Perfiles de concentración de nitŕogeno en at. % contra
profundidad enm para la capaε − Fe4N1−x con coeficientes de
difusión: constante, lineal y cuadrático.

FIGURA 7. Perfil de concentración de nitŕogeno en at. % contra
profundidad enm para la capaγ′ − Fe4N1−x con coeficientes de
difusión: constante y cuadrático.

FIGURA 8. Perfiles de concentración de nitŕogeno en at. % contra
profundidad enm para la zona de difusión con coeficientes de di-
fusión: constante, lineal y cuadrático.

y

pi, δ ≤ 0, − qi, δ ≤ pi, δ

(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
(76)

o

pi, δ ≥ 0, qi, δ ≥ 0, (77)

entonces se construyen los perfiles de concentración y los co-
eficientes de difusión como se indica en el teorema 6.
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En el caso en que los números pi, δ, qi, δ, ri, δ no
satisfagan las restricciones (75)-(77), se busca el vector
(pi, δ, qi, δ, ri, δ) en el conjunto

Ω =
{

(p, q, r) : r ≥ 0, p ≤ 0,

− q ≤ 3p
(
Ci

máx − Ci
mı́n

) }
∪ {(p, q, r) : r ≥ 0,

p ≥ 0, q ≥ 0}

que se encuentra a distancia mı́nima de(pi, δ, qi, δ, ri, δ), es
decir se busca la proyección de(pi, δ, qi, δ, ri, δ) sobre el
conjuntoΩ (ver Fig. 5).

La zona sombreada corresponde al conjunto de los pares
(p, q) tales que(p, q, r) ∈ Ω. En este caso se necesita tam-
bién una regla de proyección regularizada para evitar el caso
cuando el vector(pi,δ, qi,δ, ri,δ) pertenece a la región plana

Γ =
{

(p, q, r) : r ≤ 0, p ≤ 0,

q = 3p
(
Ci

máx − Ci
mı́n

)
, r ≤ 0

}
,

en cuyo caso la proyección sobreΩ seŕıa el vector (0, 0, 0)
que corresponderı́a a un coeficiente de difusión idénticamen-
te nulo.

A continuacíon se construyen los valores aproximados
para los perfiles de concentración y los coeficientes de difu-
sión como se indica en el teorema 6, utilizando los números
pi, δ, qi, δ, ri, δ.

3. Ejemplos nuḿericos

Se consideran valores experimentales paraCS , Ci
máx,

Ci
mı́n, Ceq, λ, ξ i. Estos valores han sido reportados en la

Ref. 10 o fueron obtenidos en el laboratorio:

CS = 26.34, C1
mı́n = 23.59, C2

máx = 19.923,

C2
mı́n = 19.479, C3

máx = 0.365, C3
mı́n = 0

Ceq = 55.25, λ = 1.06943× 10−6,

ξ1 = 7× 10− 6, ξ2 = 17× 10− 6, ξ3 = 67× 10−6

Los ćalculos fueron realizados en una PC a 2.00 GHz
usando Wolfram Mathematica 7.0. Los resultados de los ex-
perimentos nuḿericos se presentan en las Figs. 6-8.

Para construir las gráficas de la Fig. 6 se usaron los
valoresC1(1.8881 × 10−6) = 25.31 en el caso lineal y
C1(1.76254 × 10−8 = 26.15, C1(6.28375 × 10−6) = 23.7
en el cuadŕatico.

Para construir las gráficas de la Fig. 7 se usaron los valo-
resC2(0.00001) = 19.75 y C2(16.98× 10−6) = 19.48

En el caso de la faseγ ′ − Fe4 N1−x, los datos experi-
mentales no arrojan soluciones factibles para el caso de coe-
ficiente de difusíon dependiente linealmente de la concentra-
ción y en consecuencia no se presenta la curva de concentra-
ción correspondiente a este caso en cuestión.

Finalmente, para construir las gráficas de la Fig. 8 se uti-
lizaron los valoresC3(56× 10−6) = 0.0629 en el caso lineal
y C3(30.8 × 10−6) = 0.25, C3(50.9 × 10−6) = 0.1 en el
cuadŕatico.

4. Conclusiones

Utilizando un modelo para el estado estacionario del pro-
ceso de nitruración post-descarga se han obtenido fórmulas
anaĺıticas expĺıcitas para los perfiles de concentración y los
coeficientes de difusión a partir de una o dos mediciones
exactas de concentración de nitŕogeno en cada capa en el es-
tado estacionario, bajo la suposición de que el coeficiente de
difusión es constante o que depende de forma lineal o cua-
drática de la concentración.

Posteriormente sin asumir una dependencia especı́fica del
coeficiente de difusión con respecto a la concentración y uti-
lizando una o dos mediciones de concentración, dadas con
error, en cada capa, se propone un algoritmo que permite
sugerir la aproximación más conveniente para el coeficiente
de difusíon como funcíon de la concentración (constante, li-
neal o cuadŕatica) y posteriormente permite obtener fórmulas
aproximadas para los perfiles de concentración y los coefi-
cientes de difusión.

El mal planteamiento en la solución de este problema de
identificacíon se refleja en la necesidad de introducir reglas
de proyeccíon regularizadas en el algoritmo propuesto, tal y
como se hizo en el trabajo [8].

Apéndice. Glosario de sı́mbolos frecuentes

Jϕ
N Potencial qúımico.

Lϕ
N Coeficiente de Onsager.

µϕ
N Potencial qúımico del nitŕogeno en la faseϕ.

µV a
N Potencial qúımico correspondiente a los sitios vacantes.

R 8.314472 J / K mol, constante de gases ideales.

T Temperatura absoluta (Kelvin).

a ϕ
N Actividad de nitŕogeno en la faseϕ.

C ϕ
N Concentracíon de nitŕogeno en la faseϕ.

γ ϕ
N Coeficiente de actividad de nitrógeno en la faseϕ.
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CN Concentracíon del nitŕogeno en la faseϕ.

D̃ϕ Coeficiente de difusión.

Jϕ
N Flujo de nitŕogeno en la faseϕ.

Dϕ
N Coeficiente de autodifusión del nitŕogeno en la faseϕ.

φϕ Factor termodińamico asociado con la actividad del nitrógeno en la faseϕ.

C(x, t) Concentracíon de nitŕogeno en funcíon de la profundidad y el tiempo.

D Coeficiente de difusión.

CS Concentracíon de nitŕogeno en la superficie.

Ceq Concentracíon de nitŕogeno de equilibrio en la atḿosfera remota.

λ Coeficiente de reacción cińetica.

Ci
mı́n , i = 1, 2, 3 Concentracíon ḿınima del nitŕogeno en cada capa y la zona de difusión.

Ci
máx , i = 1, 2, 3 Concentracíon máxima del nitŕogeno en cada capa y la zona de difusión.

ξi(t) , i = 1, 2, 3 Profundidad de cada capa y la zona de difusión.

Ci(x, t) , i = 1, 2, 3 Concentracíon del nitŕogeno en cada capa y zona de difusión en funcíon

de la profundidadx y el tiempot.

Di (Ci) , i = 1, 2, 3 Coeficientes de difusión dependientes de la concentración

Ci(x) , i = 1, 2, 3 Perfiles de concentración del nitŕogeno en el estado estacionario.

L Profundidad o grosor de la muestra.

C∗i = Ci(xi) , i = 1, 2, 3 Medición de la concentraciónCi(x) a la profundidadxi, i = 1, 2, 3.

C
(j)
i = Ci(xi) , i = 1, 2, 3, j = 1, 2 Mediciones de la concentraciónCi(x) a diferentes profundidades

x
(j)
i , i = 1, 2, 3, j = 1, 2.

C∗i , δ , i = 1, 2, 3 Medición con errorδ de la concentraciónCi(x) , i = 1, 2, 3

a la profundidadxi , i = 1, 2, 3.

C
(j)
i , δ , i = 1, 2, 3 , j = 1, 2 Mediciones con errorδ de la concentraciónCi(x) , i = 1, 2, 3

a diferentes profundidadesx(j)
i , i = 1, 2, 3, j = 1, 2.

1. T. Belmonte, C. Jaoul y J.N. Borges,Surf. Coat. Technol.188
(2004) 201.

2. A. Ricard, C. Jaoul, F. Gaboriau, N. Gherardi y S. Villeger,Surf.
Coat. Technol.188(2004) 287.

3. A. Medina-Flores, J. Oseguera, P. Santiago y J.A. Ascencio,
Surf. Coat. Technol.188(2004) 7.

4. U. Figueroa, J. Oseguera y P.S. Shabes-Retchkiman,Surf. Coat.
Technol.86 (1996) 728.

5. I. Campos, J. Oseguera, U. Figueroa, y E. Melendez,Surf. Coat.
Technol.102(1998) 127.

6. A. Ricard, J. Oseguera, L. Falk, H. Michel, y M. Gantois,IEEE
Trans. Plasma Sci.18 (1990) 940.

7. J. Bernal-Ponce, A. Fraguela-Collar, J. Oseguera-Peña y F.
Castillo-Aranguren en: D. Lesnic (Ed.),Proceedings of the 5th

international Conference in Inverse Problems in Engineering:
Theory and PracticeVol. 1 (Leeds University Press, Cambridge
UK, 2005), p.B05.
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