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Se considera un modelo de difasicon frontera libre que describe el proceso de nitrbrapiost-descarga en una muestra de hierro, bajo

la suposiobn que el proceso no depende de las direcciones espaciales paralelas a la superficie de la muigstansérde de la diredmn
ortogonal a la superficie. Suponiendo adesmue la profundidad de la muestra es finita, se proponen diferentes condiciones de contorno en la
base y se analiza la existencia y unicidad de estados estacionarios para el modelo propuesto. El estudio de los posibles estados estacional
bajo la suposicin de que los coeficientes de diftusitienen “un cierto comportamiento cualitativo” como fuarcide la concentragn de
nitrbgeno en las respectivas capas, conduce a la obteagpicita de expresiones aftitas para los perfiles de concenttatien cada capa.

Estas diferentes expresiones pueden ser utilizadas junto con mediciones de la coboetgraiibgeno en las diferentes capas durante el
estado estacionario para determinaalae ellas responde esjigzamente a una situdm concreta dada y, posteriormente con una medici
adicional de flujo es posible determinar la expbesexpicita de los coeficientes de difési como fundbn de la concentragn en cada capa.

De esta forma se propone uréetndo t@ricamente fundamentado, que junto con mediciones de las concentraciones y flujogienoita
diferentes profundidades, nos permite obtener expresiondtiGagmpara los perfiles de concentiaty los coeficientes de difusi como
funciones de la concentraxi sin necesidad de asumir a priori un comportamiento prefijado.

DescriptoresNitruracion post-descarga; estado estacionario; coeficientes debaifusi

A moving boundary diffusion model for post-discharge nitriding is presented. This model assumes that the nitriding process does not depend
on the parallel directions to the specimen surface, but only on the correspondent orthogonal direction. For a specimen of finite depth, different
boundary conditions on its base are attached. Then, existence and uniqueness of the steady states of the considered models are studied. -
examination of possible steady states under the assumption of certain qualitative behavior of the diffusion coefficients leads to analytic
expressions for the nitrogen concentration profiles. The obtained analytic expressions, together with nitrogen concentration measurement
at each phase and additional measurement of the nitrogen flux, allows to determine the diffusion coefficients as functions of the nitrogen
concentration. It is therefore the object of the present work to provide a theoretically grounded method for obtaining analytic expressions
of nitrogen concentration profiles and concentration-dependent diffusion coefficients. This method only uses measurements of the nitroger
concentration and the nitrogen fluxes and does not assume any “a priori” behavior of the layer growth.

Keywords:Post-discharge nitriding; steady state; diffusion coefficients.
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1. Introduccion generado por un plasm&bilmente ionizado con mezclas de
nitrégeno e hidbgeno.

Los tratamientos termodmicos de nitruraéin permiten una L .

mejora importante de diversos atributos en piezas de acero, Las post-descargas con mezclas .deogmno € hidoge-

hay un incremento en la resistencia a la fatiga, una mejorac.)’ generadas en un plasma p'rodumdo por una des?arg?‘ de

en la resistencia al desgaste, una dismimuciel coeficiente microondas, permlten un ambiente con una con,c_eniImam

de friccibn en diversos sistemas trildgicos, ascomo una e'e‘,’?da de niggeno molecular; el transporte de ageno

mejora significativa en la resistencia a la corbosiEstas ca- al S?I'do depende fuertemente de la concenémdle esta es-

ractefsticas producen una relevancia te@gita del proceso pecie.

de nitruracdn de aceros. Para la simulaéin matenatica del transporte de nige-
Existen diversos procesos para generar el transporte d® en el estadodido, en todos los procesos citados, se ha

nitrbgeno al interior de las piezas de acero; la nitrdnagior ~ considerado los flujos gobernados por las ecuaciones de Fick.

sales, el llamado proceso Tenefer, permite generar este flufg coeficiente de difusin intinseco de nifsgeno general-

de nitbgeno cuando la pieza de acerdaesh un medio con mente se ha descrito egrininos de una relain de Arrhenius

sales que contienen cianuros y cianatos. Temlids equi- independiente de la concentraii Esta caractestica ha sim-

librios termoquimicos con atrbsferas que contienen mezclas plificado notablemente el planteamiento mai¢ioo de las

de amoniaco e hidgeno permiten, durante la disociacidel  ecuaciones de transporte, no obstante no encuentra un justi-

amoniaco, generar la concenti@tide nitbgeno abmico en  ficacion fisica en reladin con las leyes de Fick. Tand@n se

la superficie que darlugar al transporte de nitgeno al in- han considerado, en algunos casos, dependencias lineales de

terior de la pieza. Por otro lado, los procesos asistidos pdos coeficientes de difusin con la concentragn. El progsi-

plasmas permiten el transporte de @mifeno en un ambiente to del artculo es mostrar el efecto de los siguientes casos en
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el coeficiente de difudin: constante, -caso correspondiente a  El factor termodi@mico¢¥ se define como

la relacbn de Arrhenius-, lineal y cuadtico. g 1s dIn~E
T omCy
2. Modelo matenatico El coeficiente de difusin intrinseco en la primera ley de
Fick se expresa como
2.1. Equilibrios quimicos entre interfases
Jo = —pedN
. , . L NT T ’
La nitruracbn de aceros es un tratamiento terriagjao Oz
gue mejora sustancialmente las propiedadesanieas y tri-  donde
bql()gicas de piezas de .hi.erro o acero. El flu_jo debgiemo DY — D%.¢%. (5)
atdmico desde la superficie, a temperaturaxjonas a la de ) o o
la transformadin eutectoide, provoca la formadi de gra- La dependencia del coeficiente de ditusintrinseco con

dientes de concentrari y la transformaéin de fases en el a concentradin se representa a tiede la Ec. (5).

estado 6élido. En consecuencia, se forman capas compactas En este aftulo se presentan situaciones para las cua-
de nitruros desde la superficie. El crecimiento concomitanté€s ¢¥ puede ser constante, como en la méyate los ca-

de las capas compactas de nitruros se produce por el transp8S reportados en la bibliogtafo depender de forma lineal
te de masa gobernado por las leyes de Fick. La representaciO cuadatica de la concentramn de nitbgeno.

del flujo de nitbgeno abmico en las capas compactas de ni-  En €l presente trabajo se estudia el estado estaciona-
truros, € — FeaN_,,+ — Fe,Ni_, ), ad como en laferrita 110 correspondiente a un modelo matino correctamen-
se describe erétminos de los potencialesiguicos. te planteado que describe los elementésidns observa-
Los flujos que producen los equilibrios entre cada fase s#0S experimentalmente de un proceso de nitroragost-
representan ergtminos de los potencialesiguicos: descarga [1-6]. Tales elementos son: el proceso de @lifusi
de los diferentes compuestos nitrurados en el metal, el mo-
Va imi ' in-
TG = —L{V (u% — pX®) s (1) Vvimiento de las fases, los saltos de concenbraen las in

terfaces y el balance de masa en las mismas. Para construir

en dondey es la fase, para el caso del equilibrio corres-el modelo hemos partido de la supo8itique las fases no
pondiente al crecimiento de capas compactas de nitruros §omienzan a formarse instanteamente, sino a partir de un
corresponde a o0 +/, L%, es el coeficiente de Onsagety, cierto instantegen el cual ya se tiene un perfil inicial no nu-
es el potencial gmico del nitbgeno en la fase, % es lode nitibgeno disociado en la capa superficial del metal. La
el potencial gimico correspondiente a los sitios vacantes. Seexistencia del instantg ¥ del perfil inicial mencionado son
considera que la concentranide vacancias en la subestruc- realmente una consecuencia de los procesos de inéubaci
tura de espacios intersticiales se aproxima al equilibrio, pogoalescencia de las fases en la etapa inicial de su g@staci
lo queps, > uk®. Sin embargo, dado que no tenemos inforrdacias de-

Para relacionar la Ec. (1) con la ley de Fick, el gradien.tallada sobre laisica de estos procesos que nos permita mo-
te de potencial gmico lo representamos eérminos de la  delarlos matef@ticamente, hemos propuesto un elemento no-

concentra@n: vedoso que nos permite “imitar el resultado” de los procesos
fisicos reales, agomo determinar faicamente valores ex-
% _ @ dlnay % ) perimentalmente justificados tanto para el instante inigial
Ox Cy 0InCY 0z como para el perfil inicial de concentranide nitbgeno di-

sociado, mencionadoas arriba.
Este argumento novedoso es congruente con la observa-
cion experimental de la existencia de un valor umbral de con-
RT centracbn superficial a partir del cual comienzan a generarse
DY = CTosz- (3)  las capas de nitruros.
N La consideradin fisica con la cual pretendemos susti-
Con base en lo anterior, la primera ley de Fick se escrib&uir los complejos procesos subyacentes en la etapa inicial

El coeficiente de autodifusn se describe e@tminos de
la relacbn de Einstein:

de la siguiente manera: del proceso de nitruratmn, consiste en suponer que, desde el
instante inicial t = 0 hasta el instantg en que se alcanza
Jé — _pe¢ dlnay dcyy 4) el requerido umbral superficial de concentéagiocurre un
N Noln Cy ox proceso de transporte de Bigeno en la ferrita sobresatura-

da desde la superficie mediante un mecanismo de difusi
Considerando la actividad del rigeno en&rminos del  es@ndar que da lugar al perfil inicial de concentomcieque-
coeficiente de actividadiy, = 75 C, de la Ec. (4) tenemos  rido para que comiencen a distinguirse las fases de nitruros.
De esta forma hemos llegado a un modelo de difusion
dlna% dln~g

Z N Z N fronteras libres y con saltos de concentbacen las interfa-
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En el presente trabajo aplicamos este modelo a una situa- = Una vez alcanzado el valor umbral de la concenbraci
cion realista en que se nitrura una muestra de metal con pro-  de nitbgeno en la superficie, comienza la forngeci
fundidad finitaL. CuandoL es “pequéo” imponemos una de capas en frentes planos.
condicbn de flujo nulo en el fondox = L) de la mues-
tra 0 una concentran nula siL se supone “suficientemente
grande”. Bajo ambas condiciones estudiamos la existencia y
unicidad del estado estacionario asociado al modelo propues-
to.

La importancia de estudiar el modelo correspondiente al
estado estacionario en el proceso de nitr@mapost-descarga = El flujo es unidimensional.
radica tasicamente en el hecho, observado experimentalmen-
te, de que el movimiento de las capas se detiene al cabo de
un tiempo relativamente corto degsude iniciado el proceso.

Es por ello que se si se supone que los coeficientes de difyptese que en el presenteianto la suposidn de crecimien-

sion en cada capa son constantes o dependen a lo sumo dgdaratslico de las capas ha sido eliminada. De hecho, nues-
concentra@n, pero no del tiempo, dichos coeficientes apareyq ppjetivo es caracterizar el crecimiento de las capas a partir
cen de la misma forma en el modelo del estado estacionarigg |os datos del proceso y del modelo matoo.

Luego, si lo que se quiere es determinar los coeficientes de  consideraremos solamente las cuatro primeras etapas de
difusion a partir de mediciones de concentoaca diferentes |55 cinco en el modelo matético original. La primera etapa

profundidades en cada una de las capas, res@@aaonve-  tarmina cuando en la superficie se alcanza la conceoiraci
niente utilizar el modelo del estado estacionario debido a sge equilibrioC's en el instantegt Esta etapa se modela por:

sencillez con respecto al modelo original y tagtbal hecho

= La formacbn de capas ocurre bajo condiciones de
equilibrio termoditamico.

= El balance de masa en las interfases considefanel
nes espdficos iguales.

= Latemperatura en cada punto de la muestra&@sich
durante todo el proceso.

de que 6lo en el estado estacionario es posible estar segu- oC 0?C

ro de que las mediciones de la concenfradomadas a una ot ox2’ 0<@<too, £>0, ©)

profundidad fija corr(,as.ppnden.aqhajca fase. _ C(x,0) = Cyp, 0<z < 400, @)
Veremos que el dlisis cualitativo del modelo estaciona-

rio se correlaciona con la informdxi experimental observa- 3£(0 t) = A(C — )l t>0 @)

da en el proceso de nitruréci post-descarga solamente en ox"7 D ca)1w=0; ’

el caso de una muestra con profundidadguficientemente lim C(z,t)=Co, t>0, (9)

grande, es decir, cuando se supone en el fondo de la muestra &—+00

la condicdn de concentradh nula. A partir del adlisis de di-  gonde) es el coeficiente de reaéai cirética. D es el co-

cho modelo y bajo la suposa de un cierto comportamien- eficiente de difugin, C., es la concentradh de nitbgeno

to cualitativo de los coeficientes de difasien las diferentes e equilibrio en la atisfera remota a la superficiey(z, t)
. , . s )

fases, como funciones de la concenibacile nitbgeno, se  representa la concentraci de nitbgeno en el tiempo a la

llega a la obtendin de expresiones aifiétas expicitas para  profundidads: . La solucbn de (6)-(9) est dada por
los perfiles de concentrami en cada capa. Estas expresiones

pueden ser validadas utilizando mediciones de conceatraci  C — Ceq x 2

. - . —=erf| =75 | +texp| =z + =t
en cada capa y, una vez validadas, se pueden utilizar junto C, — C,, 2(Dtg)1/2 D D
con una medidin adicional de flujo, para determinar las ex-

presiones de los coeficientes de difuscomo funciones de x erfc ( il 7 + i‘/Q t1/2> )
la concentradn. 2(Dto) D
De esta forma, se propone urgtado té@ricamente funda- Notemos que debe transcurrir cierto tiemppara que la

mentado para determinar expresionesiéinas aproximadas  concentradin de nitbgeno en la superficie alcance el valor
para los perfiles de concentranien el estado estacionario, ympral G, que se sigue de

ad como para los coeficientes de difoisien funcbn de la
concentradn, sin necesidad de asumir un tipo de comporta- C — Cgq ()\2 ) (
= exp erfc

miento prefijado a priori. Co — Ceq 5t0

A
Sr(t)?).

2.2. Formacbn de capas compactas de nitruros Sea

El siguiente modelo mateftico que describe la formai (z) = C(x,to) = Ceq + (Co — Ceg)
de capas y la cigtica de crecimiento de las mismas mediante x A A2
un problema de fronteradwil fue presentado en la Ref. 7y xqerf 2(Dto) /2 texp| 57+ pho
ha sido usado en las Refs. 8 y 9.
Para construir el modelo matético de crecimiento de r A 1/2
. o . x erfe iz T pis (to) )
capas se hicieron las siguientes suposiciones: 2(Dto) D
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dondef(x) denota el perfil de concentraci inicial cuando Cs
comienza la formaéin de capas.
A partir del perfil inicial, dos capas de nitruros de hierro G
y una zona de difuén de nitbgeno comienzan a formarse y
se extienden lentamente al interior del metal. En cada capeC,™
y en la zona de difuén, el coeficiente de difush toma un
posible valor no constant®;, i = 1,2,3, que depende de min
la concentrad@n de nitbgeno. Entre las capas adyacentesy
la zona de difugin hay saltos en los valores de la concen-
tracion de nitbgeno. En cada una de las primeras dos capasC;™
se alcanza un valor constantérimo de la concentragh de
nitrogenoC? . ,i = 1,2. Para cada > t, definamos’;(t), i
i = 1,2, como la profundidad de la capa correspondiente. Si X X
los coeficientes de difusn fueran constantes, se sigue que la v
concentradn de nitbgeno en cada fase es una famcde-  FIGURA 1. Representadh esqueratica de la concentramn de ni-
creciente de la profundidad, entonces ponefmﬁs comola  trégeno como fundn de la profundidad en el caso de dos capas
profundidad a la cual la concentranide nitbgeno alcanza compactas de nitruros donde el ageno est en soludn en la
el valor minimo Ci . i = 1,2 (ver Fig. 1). Como conse- ferita.
cuencia de este proceso, existe un valor experimental de la . . "
concentradn C; 1L < Cj;, y un tiempot = ¢; tal que representa el perfil inicial de concenti@eidel nitbgeno.

max m

f&(t)) =CuLl li=1,2. s _ i L

( F(’ar)a)l describir esta situéci, decimos que la capa Cilti=o(t):8) = Cnin, t>t0, =12, (12)
esh completamente formada en el instarfe como se indican la condidin de salto en cada interfase.
muestra esqueaticamente en la Fig. 1. Supondremos que
t1<to. Parat € [to,t;) la concentradin tiene un salto de C1(0,t) =Cg, t > to, (13)
Cin—T(&(t)),i=1,2. Adenas, para > t; el salto de la
concentradn eng;(t;) es constante igual @, — Ci+1 ~ simbolizala condidn de frontera en la superficie.

1 =1,2. EnlaFig. 1 denotamas; = &;(t;),i =1, 2.

min

TN T N Y T Y T T N T 1 i e S S S [ N N

El modelo describe el proceso de nitrutaci post- Cir1(iro(t), ) = Fi(t), t>t i=12 (14)
descarga a partir del perfil inicial de concenttacde ni- i dé; oC;
trogenof(x), incluyendo el comienzo de la formaci de las (Comin — Fi(t))ﬁ = —Di(C) Oz (@, )]a=¢: 0
capas y las interfases. Consideremos tres etamago, t1), C
t € [t1,t2), t € [ta, —o0) y denotemos la concentraci del + Di+1(Cit1) a”l (@, t)]a=¢1ye, 1=1,2, (15)
nitrdgeno en la €sima capa o zona de difésien el instante v
t a la profundidad: medianteC;(z, t). representan el balance de masa (cowndide Stefan) en cada
Definamosz? como el valor de la profundidad para el interfase.
cual Consideraremos que en el fonde= L de la muestra se
) ) tiene una de las dos condiciones de contorno:
f(xzo) = C:ninn 1= 17 23 Fl(t) = méx{c;;ralrm (gl(t))}v aC
i=1,2, a5=0, &(t)=0. D5 = (Cs) = >|a=r, =0, (16)
Entonces, el modelo asume la forma Ca(@,t)|z=1 = Co 2 0, (16)
oC; 0 aC; que corresponden al caso de una muestra delgada o gruesa
ot ox ( i(ci)a@> » t>to, respectivamente.
Finalmente,
fi—l(t) <r< El(t)7 i = 17 27 3a (10)
fi(to) = x?a i=1,2, (17)

§o(t) =0, &)=L

que representa la segunda ley de Fick para cada fase y dongig'Polizan las profundidades iniciales de ambas capas.

hemos supuesto una expiasigeneral de los coeficientes de 112y unadiferencia entre el modelo original [7] y el mode-
difusion como funciones de la concenti@tide nitbgeno en |0 @qu presentado. La nueva condiai (16), considera des-
preciable el flujo para valores relativamente grandes de x.

cada capa. g - . . "
Esta condiddn facilita la lusqueda de soluciones aitisas
Ci(w,to) = f(x), aj_y <, i=12 aproximadas del problema de fronteravit. El valor L de
0 ) la profundidad de la pieza ésligado al perfil inicialf (z) y
Ty <T, 1=3, (11)  seaestablecido a partir de consideracion@sitas.
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Notemos que el modelo describe las tres diferentes eta- NoOtese que cuando hablamos de un estado estacionario
pas del proceso, caracterizadas por los siguientes momenes referimos a la determinaci simulinea de los escalares
tos: cuandot € [to,t1) se tiene queF;(t) = f(&(t), &, i = 1,2, que corresponden a las profundidades a las que
i = 1,2. Parat € [t1,ty) de igual formaF;(t)=C2,,., lascapas devienen estacionariasy de las funcifpes que
Fy(t)=f(&(t)), y finalmente, parat > t, ponemos determinan los perfiles de concentfacien cada capa y que
F;(t)=Cit! i = 1,2. En laGltima etapa sgalada las dos son funciones positivas definidas en los intervadgs, &;],
capas y la zona de difusi eshn completamente formadas. ¢ = 1,2, 3. En lo que sigue, haremos la siguientes suposicio-
En este caso el modelo describe el crecimiento de las capases.
el movimiento de las interfases. E$liéima etapa correspon- SUPOSICION 1: Las funcionesD;(C;) que aparecen
de al periodo previo a la “estabilizéci” del crecimiento de  en los sistemas (1) y (II) son funciones suaves quenest-
las capas, durante el cual las capas y las interfases se cofinidas en los intervalo$C? ., C: 1,7 = 1,2,3, donde
portan exactamente sagel patbn descrito por un problema Cl = Cgy C3. = Cyy adenas son estrictamente posi-
de frontera nvil de tipo Stefan. tivas en los intervalos abiertog”? . C¢ . [,i=1,2,3.

_ _ _ _ Es facil ver que, en caso de que exista un estado estacio-
2.3. Estados estacionarios y su congruencia con lainfor- nario correspondiente a cualquiera de los sistemas (1) o (l1),

macion experimental la Ec. (18) es equivalente a la existencia de constdntedes
. . ue
Sedin se ha observado experimentalmente [3,4], al transq
currir un tiempo del orden de una hora despule iniciado dC;

el proceso de nitruragn post-descarga, de una muestra de Di(Ci) dr ki, i1 <w<& 1=1,2,3 (23)
ferrita con una profundidadl no despreciable, pcticamente
se detiene el movimiento de las capas. Es por ello que pod¥-de la condicdn (16) se deduce qug = k2 = k3. Si hace-
mos suponer que la dimica del proceso se aproxima a suMos la siguiente:
estado estacionario. SUPOSICION 2: Los perfiles de concentram C;(z)

Por otra parte, es evidente que los estados estacionarig§! estado estacionario son funciones positivas y decrecien-
para los modelos (10)-(16), (17) y (10)-(16’), (17) deben sates definidas en los intervalds;—1,&;], i = 1,2,3 donde
tisfacer los sistemas de ecuaciones (1) y (Il), donde el sisteSo = 0, &3 = L.

ma (I) corresponde a: Entonces del hecho qéC;/dx) < 0 se tendia que las
constante#; son negativas.
4 (Di(Ci) dCi) =0, &_i<z<&, i=1,2,3, (18) Bajo las suposiciones 1y 2, las Ecs. (18) y las condicio-
dx du nes (21), que aparecen en los sistemas (I) y (), son equiva-
Cil&io)=Ci . i=1,2, (19) lentes a la existencia de una constante 0 tal que
Ci(gifleO) = C:naz7 L= ]-7 23 37 C}nam = CS? (20) Dz(Cl)dd(;l = 7]{, gi—l <z < fz = 1, 2, 3 (24)
dc;
DZ-(CZ-(&,O))%(&,O) = Dit1(Cir1(&iro)) De esta forma hemos probado que, bajo las suposiciones 1-2,
dCyi _ si existen estados estacionari@gz), i = 1,2, 3; &;,i = 1,2
X W(fwo), i=1,2, (21)  de los problemas (10)-(16), (17) y (10)-(16'), (17), ellos de-
ben satisfacer los sistemas (I') y (II') donde el sistema (I')
Dg(Cg(fg,O))d—CB(gg,o) —-0. (22) corresponde a (24), (19), (20), (22) y el sistema (II') a (24),
du (19), (20), (22)).
Y donde hemos utilizado la notaci Veamos gé puede decirse del estado estacionario corres-
pondiente a (I'). En este caso, de (22), (24) y la suposidi
§o=0, &=L se concluye qués = 0y, por lo tanto, todos los perfiles

de concentradin C;(x) deben ser constantes. Esto solamen-

E_I §Estema () se obtiene del sistema (I) sustituyendo la CONgg g posible si se supone qlle = CL., C2. = C2_
icion (17) por C3 .. = Co . Sin embargo, en este caso no podemos deter-
Cs(E3-0) = Co. (22) minar los valores d€; y & a partir del sistema (1) y es por

ello que no podemos hablar de la existencia de un estado es-
Para arribar a los modelos (1) y (Il) hemos supuesto que latacionario.

funcionesC;(z), i = 1,2,3 y los escalares;, i = 1,2, des- Pasemos ahora a estudiar el sistema (II'), pero antes ha-
conocidos, se obtienen conimite cuando de las soluciones gamos la siguiente suposaci:
y de los modelos de difusn (10)-(16), t-oco (17) y (10)- SUPOSICION 3: Para cadai = 1,2,3 se cumple

(16), (17’) respectivamente. En este trabajo no nos dedicaré>’,,, > C% ...
mos a estudiar las correspondientes velocidades de conver- Bajo esta suposién no es posible que las constantgs
gencia ni tampoco la estabilidad de los estados estacionarican (23) se anulen. Por ello a partir de ahora estudiaremos el
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sistema (II') correspondiente a (24), (19), (20), (22"), dondey comparando con las condiciones (26), se arriba a

en (24) supondremos que> 0.

Integrando las Ecs. (24) pata= 1 entreC;(z) y Csg,
parai = 2 entreCy(x) y C2,,. y parai = 3 entreCs(z) y
C3 .. Y utilizando la condidin (20) se obtiene:

Cs

(25)

/ Dy(w)du = k(z — &)
Cg(ZL’)
O<z<&,é <<€ b <xz<Lconk>0.

Utilizando las condiciones (19) y (22"), entonces de (25)
se obtiene

Cs
/ D1 (u)du = kgh

cl

24

/ Da(u)du = k(& — €1),
o
Co

Asimismo, el sistema de ecuaciones integrales (25) co

las condiciones (26) es equivalente, bajo las suposiciones 1-

al sistema (II"). Es &cil ver que las Ecs. (24) se obtienen de-
rivando las Ecs. (25) y del hecho qig(u) > 0,7 =1,2,3

C1(&1) C2(&2) Cs(L)
D1 (u)du = DQ(U)dU = / Dg(u)du =0.
cl C? Co

min min

Pero como las funciond3; (u) son positivas en sus respecti-
vos intervalos de definion, estas integrales se pueden anular
Unicamente si losimites superior e inferior de integraci
coinciden, de donde se concluye la validez de las condicio-
nes (19) y (22). De esta forma llegamos al teorema siguiente:
Teorema 1:Bajo las condiciones 1-3, el sistema (ll), pa-
ra el estado estacionario correspondiente al modelo (10)-
(16", (17), es equivalente al sistema de ecuaciones integrales
(25) con la condiddn (26) o equivalentemente las suposicio-
nesC; (&) = Ct . i = 1,2,3. Podemos despejar, &1, &2

min’

de las condiciones (26) y obtenemos

Cs
k;:l D1 (u)du
Cautn
Chix Chusx
+ Do (u)du+ ‘Dg(u)du , (27)
czL Co
Cs
512% / D1 (u)du, (28)
Chuin
Cs Chax
52:% / D1 (u)du + / Ds(u)du (29)
cl c?

min min

n

%’e aqu se deduce
Teorema 2:Bajo las suposiciones 1-3, en caso de existir

se deduce que las integrales en (25) se pueden anular soH! estado estacionario correspondiente a la sduadiel sis-

mente en el valor de dondeC;(x) = C? .., lo cual se logra
cuandar = ¢;_1,1 = 1,2, 3 teniendo en cuenta qgg = 0.

Observemos tamén que, de las Ecs. (25) y las condicio-

nes (26), se deducen las condiciones (19) y (22'). En efect

de (25) se tiene que

Cs
Dy (u)du = k&,
C1(&1)
Chhax
Dy (u)du = k(& — &1),
C2(&2)
Chix
Dg(u)du = k‘(L — fg)
C3(L)

Rev. Mex. I5.56 (5)

tema (ll), las capas se estacionarizan a profundidagles,
que satisfacefl < &; < & < L, las cuales vienen dadas por
las formulas (28) y (29) donde la constanteest definida
gn (27)

Para demostrar la existencia y unicidad del estado esta-
cionario basta demostrar la existencia y unicidad de la so-
lucion del sistema de ecuaciones integrales (25). Para ello
definimos las funciones

C fnix
Fi(y) =+ / Di(u)du+¢&_1, i=1,2,3
Yy
dondeF; : [Ci, , Cl ] — Ry, &=0,CL, =Cs
Las funciones F; son decrecientes, ya que

F!(y)=—(1/k)D;(y) < 0, luego existen las funciones inver-
sasF, ' (z)que son soluciones de las ecuaciofigg)) =
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y estin definidas para en los intervalogC?. ., Ci .. | con - D,(y) cuadética y decreciente
CIZnax = OS C’mln - CO _ ces -
Es obvio que el sistema de ecuaciofgg))=xz, i=1,2,3 Caso de coeficientes de difasiconstantes

es equivalente al sistema de ecuaciones integrales (25) con En este caso de (27)-(29) se obtiene que las capas se ha-
las condiciones (26) ¢;(x) = F; '(x). Asi hemos probado cen estacionarias a las profundidades
el siguiente
Teorema 3: Si se satisfacen las suposiciones 1-3, en- & = &
tonces el modelo (10)-(16%), (17) tiene umico estado k
estacionario{C;(z), i« = 1,2,3; &, ¢ = 1,2} donde
Ci(x)=F; "), i = 1,2,3 y &, i = 1,2 vienen dados 1
por (28) y (29) y la constante est definida en (27). &= 1D (Cs = Cin) + D2 (Chgx — Ciain) b, (32)
Es facil ver que, de la Ec. (24), se tiene que

(Cs = Cam) » (31)

20,(z) L 40y () donde

i\ T i\

LT D(Cila) T, (30)

da? D? (Ci(x)) (Cil) dzx R {Dl (Cs — CLin)

y de aqu se tiene que sD;(y) es creciente entonce&s(z) Dy (C2. —C2. )1+ Da(C3. —C 33
es ®ncava y siD;(y) es decreciente, entonc€g(z) es con- 2 (Cin — Cuatn) 3 (Cniee = Co)} 33)

vexa.
En lo que sigue haremos la siguiente
SUPOSICION 4: Los coeficientes de difisi D;(y) sa- k ;
tisfacen queDi(y) <0,y € |CL., Ci ], i=1,2, 3. Ci(z) = D; (& — ) + Chams
Teniendo en cuenta las suposiciones 1-4, los perfiles )
de concentraéin son funciones estrictamente decrecientes y 1=123, (34)
convexas. 5
Notemos que, del hecho qu& (C;) = —(k/(dC;/dx)) ~ dondess =L, Ciy =0
se tiene que, si se conocieran el valoridg el valor exacto ~ ES facil deducir de (31) y (32) que€i(&i-1)=Clps,
deC;(z) paratodar € [§;_1 , &, entonces se podrobte- ¢ = 1, 2, 3y que se tienen las expresiones:

ner la expregin del respectivo coeficiente de difamsicomo

Entonces de (19), (31) y (32) se obtiene

funcion de la concentragn. Pero como el proceso de forma- Ci(x) = M (&G —z)+C
cibn de capas comienza cuando se alcanza el valor umbral & —&i1 min
de concentradin Cs en la superficiec = 0, mismo que se i=1,2, 3, (35)
mantiene constante durante todo el proceso y el flujo tam-
bién se mantiene constante en todas las capas, entonces de la —C (CL _Ci ) T —&i
condicbn (8) se puede concluir que max mix i) e gy
b DaC(O £) = A(Coy — Cs) | *) donde$y =0,& = L,CL. = Cs, C3 =Coy de(x) en _
ox la pagina anterior se obtienen las expresiones para los coefi-
donde los valores dg, C.,, Cs pueden ser obtenidos ex- cientes de difusin
perimentalmente. De ageoncluimos que el coeficiente de & — &

difusion puede ser obtenido de manérgca como fund@n Di = A(Ceq = Cs) (35)
de la concentradn si se conoce el perfil de concentaci
exacto en la respectiva capa en el estado estacionario. Teorema 4:En el caso de coeficientes de difustconstantes,
Sin embargo, podemos aspirar a tener iumero finito de  los perfiles de concentrami vienen dados en la forma (35)
mediciones de concentréci en cada capa en el estado cuasi-y los respectivos coeficientes de difusimediante (35) los

estacionario, lo cual equivale a tener ummrero finito de me- cuales, como se puede observar solo dependen de los valores

Ct . (.

max min

diciones con error en el estado estacionario y en este caste las profundidades; y deC? ., C? . .

el problema de identificar el coeficiente de difirsino tiene Caso de coeficientes de difarique dependen linealmen-
solucibn (nica salvo que a priori se imponga una restéinci  te de la concentragn.

adicional a la dependencia del coeficiente de difisiomo En esta secon supondremos que

funcion de la concentragn.
De ahora en adelante analizaremos el modelo del estado p, (Cy) = 26; (c Cfnax) +v, i=1,2,3 (36)

estacionario en los casos
donde
- D, constante

1
- D;(y) lineal con pendiente negativa Cinax = Csy i <0, 7 20. (37)
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En este caso, sag (27)-(29) las capas devienen estacio-ya que en la parte derecha de (45) se encuentra la écuaci

narias a las profundidades:

1

1= % (Cs = Chin) [ =B (Cs — CLin)] s (38)
7{( mm) [’Yl - 51 (CS Crlmn)]
(Or2n‘1x - CIIIIII) [’72 - 62 ( max CIQIIIII)} (39)
Z Z max m1n ['71 ﬂl ( max Crlnln)]

Entonces, de (24) se deduce que

d (2 7
% |:ﬁz (Cl Cmdx) + Vi (C Cmdx):| _k’
luegoC;(z) satisface la reladbn
Bi (Cz Crlnax) + i (Cz O;Lna.x) =k (Ei—l - '73) +b;,
i=1, 2,3, (40)

donde considerama@g = 0.

Teniendo en cuenta qu& (¢;_1) = CJ, 4., de la reladdn
anterior se tiene qug = 0y, por lo tanto, se obtiene la rela-
cion

ﬁi( l( ) Crlnax) +%i (Cl( )

=k (Ei—l_l‘)7 i = 1a 27 3

conéy = 0.
Evaluando las relaciones (41) en= £; obtenemos

C(’L

ma.x)

(41)

- /67« ( max Crznln) + Vi (Crlnax Crlnln)
:k(gi_gifl)v 7’:17 27 37 (42)
de donde
1
k=rr—— 7 méx O;mn
(& —&i-1) { 5 (G )
+% (Che = Cia) |- 1=1,2,3. (43

Sustituyendo la correspondiente expbesi43) dek en la re-
lacion (41) se llega a

6| (Chon=Ci)* = 5 (ChCia)|
91| (Chox= o) = E5 (ChCi) | =0
i=1,2, 3. (44)

Pero de la supositn 4, se deduce la convexidad@g x)
y por ello

Cile) < Gl — 280 (i iy, (45)
& — &1

de la cuerda que une los extremos de la fand;(z) en
el intervalo[¢;—1 , &) y de agli se sigue que el coeficiente
de~; en (44) es estrictamente positivo en el intervalo abierto
1¢i—1 , & Pero si entonces ettmino que multiplica a-/3;
en (44) fuera estrictamente positivo enlalg:* € |§;,_1 , &|
tendiia que ocurrir quey; = 3; = 0y por lo tanto el coe-
ficiente de difughn D;(C;) sefia identicamente nulo, lo cual
no puede ocurrir.

Esto significa que siempre debe ocurrir que

xr— Eifl (Cl

2
Crlnax - CZ x - max Clznln <0
( (=) & — &1 )
y de esta desigualdad y de (45) se obtiene que
CIZn"Lx - T gi_l (Crlnax OIann) < OT( ) < Crznux
§i—&i—1
- — gi_l (Crlnax Crznm) (46)
§i —&i—1
paratodar € §;—1 , &], 0 equivalentemente
r—§&i-1 Ci —Ci(m) z—E&i—1
max < 46*
§i—&i—1 —Cla ~ V& —& (467

paratodar € |1 , &
Notese que si la desigualdad de la izquierda en (46) se

convirtiera en igualdad para &lgxx € )¢;_1 , &[, entonces

de (44) se tendia necesariamente qge= 0y comog; < 0,

la igualdad tenda que cumplirse necesariamente para todo

x € [&—1, &), es decir se tenthx

Cz € 6171 (Cz o4

max 5 — 57:_1 max mm) ’

Ci(z) = (47)
paratodar € [§;—1 , &

Precisamente la exprési (47) sela la expresin para el
perfil de concentradin en el caso extremo que el coeficiente
de difusbn satisfaga

D; (Chasx)

En el caso general, como veremos a continuracpara
determinar los perfiles de concentiatise requiere de una
medicbn de concentradn a alguna profundidad fija; en

cada cap#; -1 , &l.
En efecto, si denotamos p6t = C;(x;) y denotamos

Bi oy 7

k b K3 k )

entonces de (41) y (42) obtenemos el siguiente sistema lineal
paraa; y b;:

= =0.

a; = —

ai (Cragxe = C2)" 4 b (Chogoe = C) = (2] = &),
(Crlrnx OI:LIIIII) =+ b (Crlnax Crznm) (62 - gi—l) y

cuya soluaddn es
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(&= &i-1) (Chax — CF) = (a7 = &-1) (Chuax — Cha)
T (GO (Cie—Ch) (€ —Cl) 9
o (x;k - 51 1) (Crznax - Cﬁmn) - (52 - 51 1) ( max C*)
= (Chax = Cf) (Clix = Cioia) (CF = Ci) “9

Una vez obtenidos; y b;, de (41) se obtiene que el perfil
de concentraéin C;(z) satisface la reladn

Q; (Crznaxicz (‘:C)) (Ctlnnx O ( )) = (If{i—l) 5
de donde finalmente se obtiene la exgrasi
i b; b \* z—&,
O( ) C(ma‘x 2ai _\/<2az> +Ta
1=1,2,3 (50)

Asi hemos obtenido el teorema siguiente:

Teorema 5.En el caso en que los coeficientes de difu-
sibn dependan linealmente de la concentoacien la for-
ma (36) con la restricéin (37) sobre los coeficientes, enton-
ces el conocimiento de las profundidadgslos valores de
Cl .., Ci. yde una medién exacta de concentrami
C; auna profundidade; € |¢;_1 , &[ permiten determinar
Ia expresbn (50) para los perfiles de concentrani donde
a; y b; se obtienen en (48) y (49). Adascon esta infor-

macbn es suficiente para expresar los coeficientes de difu-

sibn mediante lasdrmulas (41) donde
ﬁi:_)\(ceq_CS) a; Yy ’Yi:/\(Ceq

—Cgs) b

En el caso particular cuand®; (C? ;) = 0, entonces el
perfil de concentraén adopta la forma particular (47) y no
se requiere de la medion C'.

Caso de coeficientes de difarique dependen en forma
cuadatica de la concentram.

En el caso en que la aproximanilineal no sea correcta
para el coeficiente de difu@i podemos asumir que; (C;)

tiene la forma siguiente:

7.

D; (CL) =3 oy (C Orlndx) + 203; (C Cfnax) + Vi,
i=1,2 3 (51)
paraC; € [Cl . Cl 4

Del hecho queD; fnax) = ~; , debemos suponer que
v = 0.

Por otra partd; (C;) = 6 o, (C; — Ct 4..) +28; y como
por la suposid@n 4, D; (C;) debe ser decreciente con respec-
to aC;, entonces debe ocurrir gée;; (C;—C% ;) +23;<0,
para todoC; € [CL —Ct . ].Sia; <0, esta desigualdad
ocurre siy $losi6o; (C . —Ci ) +24;<0,yaque en este
caso

Ci = Chiax 2 Chamn — Chaax =

60[1 (Cl Crlnax) < 6 &%) (Crlmn Crlnax)

D; (C ) < 6 Qy (Crzmn Crlnax) + 2ﬁz (Crlnm)

Rev. Mex. I5.56 (5)

Del hecho queD! (C;) = 6 «; entonces el case; < 0
corresponde a la situasi cuandaD; es una fundn ddnca-
va deC;. En el caso convexo, cuandg > 0, para que se
cumpla queD; (C;) < 0 se debe tener que

251 S 6 (673 (C’2

max

_ Cz)
para todoC; € [C . — Ci. ]y esto ocurre siy@o si
G; < 0. Luego, en cualquiera de los cagos> 0 0 «; < 0,
debe ocurrir que; < 0.

En fin, llegamos a las siguientes restricciones para los co-
eficientes;, 05;, vi;

v >0 (52)
Y
a; <0 con G; <3q (C;Lnax - Cﬁmn)
(caso éncavo) (53)
(e
a; >0 con 3;,<0
(caso convexo) (54)

Las condiciones (53) o (54) se visualizan en la Fig. 2.
donde la zona sombreada, excepto el ori@en), es el con-

junto de los pareéw;, ;) que satisfacen alguna de las rela-

ciones (53) o (54).

a

- Cfnm)

8 =3a(C.

tans=3(Cf,_ i)

Y

FIGURA 2. Esquema difico de las caractisticas de los coeficien-
tes de difushin que dependen en forma cuatita de la concentra-
cion.
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En el caso en qu®; (C;) tiene la expresin (51), segn Evaluando las relaciones (57) en= £; obtenemos
(27)-(29), las capas se hacen estacionarias a las profundida- )
des k= - |: i (Omax Crlnm)
§i —&i—1
-8, - te (55)
- 7 - ) i 2 i
k k - 67 ( max Omin) + 7 (mex len) :| . (58)
b — dy + do + ds
o L ’ Supongamos ahora que se tienen dos mediciones exactas
en donde de concentraéin
d = Q5 (Crznax Crlnm) C,L(]) - Cl(fL,SJ)), ’L - ]., 2, 3, j - 1, 2,
— B ( méx Cm‘“) i (Cma" Cmm) ' (56) alas profund|dade3(” en Ia capa ésima. Por comodidad
De (19) y teniendo qué€’; (&;—1) = C' 4., se obtiene la  supondremos que( i > x y por lo tantoC Cfl).
relacbn Si utilizamos las notaciones
i 2
(Cmax - ( )) _ﬁl ( méax Cl(m)) p; = % g = _@ P l
K3 k ) K3 k b 2 k )

—Cy(x)) = k(z—&-1),
entonces evaluando (57) eﬁl y x , usando a continua-

+ i (C;Lnax
(57) .
cion (58) se obtiene el siguiente S|stema lineal para los coefi-

i=1, 2, 3,
| cientesp;, q;, i

2 (1)
i (1) 1) =&
P (Chie = OF) a0 (Chs = ) 1= 255

2 2
i (2) ) (2) _ oz =& 59
(Cmax Cz ) + qi (Omax Ci +r= Ci . _c® ( )
i i i i _ &€
(Cmax C(mln) (Cmax - len) +ri= Clax—Clitn
Es facil ver que la soludin del sistema (59) estdada por losimeros:
[ 1 §i—&i—1 e gy
1 O Ol \ Cmax=Cn Ol =77
Pi= g (60)
Cz( ) Cfmn - 1 <2)—§7 T ( )4
c@_c@ \ci__0c® 07 —c®
i 2C 4 — (C(2)+C:nln) (2)—51,71 (1)—5171
1 cH_c® ci —c®  CL,—CT
4= 0 f , (61)
i e
C Crlnm _ 20”“”‘ (C +Ci ) §i—&i— 1 _ (2) —&i1
P —Clp, Cinsx ™ Cran Cfm—CF’
oy [ ke (G +e2+cll) ( o gy <1>—si_1>
i , D _o® i @ T o o)
re— _gifl . (Cmax CZ ) ¢ =0 Chaax—C Craax—Ci (62)
i i _ (1 5 ; ; SPTO) ’
Cmmx Cz Cz _Crlnl'n _3ana (20 +C; ) Ei—E&i1 _ (2)751'71
c®_ci Chnax—Cmn Cip —CP

dondew; = k p;, B; = —k q;, v; = k r; deben satisfacer las restricciones (52)-(54). Con estos valoggsger; y usando
(57) podemos obtener una relacipolinomial dibica para determinar las expresiones de los perfiles de concénifatr):
1 3 1 1
(Cmax - Ol (.’1?)) — 4 (Cmax - C’L ($>) + 1 (Cmax - Cl (.’1?)) =T — €i*1' (63)

Consideremos el polinomi; (\)=p; \>+¢; \>+r;A\—s; dondes; > 0.
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En particular en el caso cuando
2
T < 3pl qis (66)

se tiene, siguiendo lasrfmulas de Cardano, que

3p; P
. = i qi
J Az = >\z — , 67
j‘r/ o donde
purto de inflexion 1
2
P= @ [3]%%‘ —7‘1'] s
FIGURA 3. Esquema difico del polinomio @bico P;(\) asociado o T—&ia 4i 2 _
a los perfiles de concentréci: caso de discriminante negativo de Qi(z) = Di * 27p? (20 — gipri] (68)
P/(N).
)| Qi) Qi)\* | P?
Ai(z) = | — = —— -+,
() > > ) Tar
Finalmente llegamos al resultado siguiente
Teorema 6.Supongamos que los coeficientes de difusi
dependen cuadticamente de la concentrami en la for-
ma (51) con las restricciones (52)-(54). Entonces el conoci-
/ miento de las profundidadés , los valores de; ;. , C: .
v hiy _%% y de dos mediciones exactas de conc_:ermrac'C?S,
e : .- - i=1,2,3; j =1,2ados profundidadesgj)e]gi_l, &
j,/ 5’1’ - \}\ . e % diferentes es suficiente para obtener los perfiles de concen-
‘éh_,.--r—-'---—----=.....‘_§\5. i tracion C;(z) a partir de la solucdn de la ecuadin dibi-
- T oy s ca (63) donde los coeficientgs ¢;, r; vienen dados por las
e deflaadn expresiones (59), (61) y (62).

En efecto, si denotamos pdy;(x)la (nica rdz positiva
del polinomio (64), entonces; (z)viene dada por ladfrmu-

FIGURA 4. Esquema difico del polinomio @ibico P;()\) asociado  la (65). Si en particular se cumplen las relaciones (66) para
a los perfiles de concentréci: caso de discriminante positivo de los coeficienteg;, ¢;, r;, entonces\;(x) viene dada por las

P/(\). expresiones (67) y (68).
Ademas, en las expresiones (51) para los coeficientes de
Es claro queP/(\)tiene races en los puntos difusion, los valores dev;, 3, ~ se determinan por las
formulas
\ 1 qi @\ T
i_g _(pl>:|: (pl> _3(}%) ’ ai:)\(ceq_CS)piaﬁi:)\(ceq_CS)qi7

Vi = A (Ceq - CS’) T
Si (qi/pi)Q —3(r;/pi) < 0, entonces\ 1 son races com-
plejas y en ese caso el polinomio es de la forma (ver Fig. 3)2.4. Determinacbn del coeficiente de difusin a partir
Si(¢;/pi)° — 3 (ri/p:) > 0, entonces\ .+ < 0y el poli- de mediciones inexactas de concentrami a diferen-
nomio tiene una de las formas siguientes (ver Fig. 4) tes profundidades
Es decir en cualquiera de los casos posibles, el polinomio

tiene unainica raz positiva, independientemente del valorde  Hasta el momento hemos supuesto un cierto tipo de de-
s; > 0. pendencia del coeficiente de diftisicon respecto a la con-

Entonces dados; , ¢; , r; fijos, la ecuadn polinomial centracdbn: constante, lineal o cudtica y hemos visto en los
teoremas 4, 5y 6 que con undmma cantidad de medicio-

PN+ N A= — & 1 (64) nes exactas de concentraciones a diferentes profundidades,
es posible obtener la expréasianaitica explicita tanto para
tiene unainica raz positivaA;(z)para cadd; 1 < = < &, los perfiles de concentrami como para los coeficientes de
para la cual se cumple que difusion en cada capa.
. Supongamos ahora que no se cuenta con esa inf@maci
Ci(x) = Crogn — Ai(). (65 4 priori sobre la dependencia del coeficiente de difasy
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gueremos obtener las expresiones aproximadas conve-
nientes para dichos coeficientes en forma constante, lineal

cuadatica, a partir de mediciones inexactas de concentracio-

nes a diferentes profundidades.

Consideremos primero tres posibilidades, es decir, qu
para algin valor dex en la capa Esima se cumpla una de
la tres estimaciones siguientes:

Chuse — (Chugn — Cha) 1| =572 < C0) < Ol
gi - 52’71
— (Chge — Chn) F— (69)
fz gz 1
Cliax — (Clia — Cli) 7 T g i
max méx min (l’) < Cmax
5 51 1
 (Chas— Ch) | =571 (70)
& —&i—1
% 7 i 3 — Ei—l
C ( ) < CII’I'IX - (Omax len) . (71)
fz‘ —&i—1

Las funciones que aparecen en los extremos de las desi-
gualdades representan umbrales para los perfiles de concen-
tracion C; (x). Notemos que de (35) y (46) se tiene que con el

caso de coeficientes de difamiconstantes el correspondien-
te perfil de concentragn en el estado estacionario es el valor

umbral que aparece en el extremo derecho de (69), mientras

que cuando el coeficiente de difosi depende linealmente
de la concentradn, dicho perfil debe encontrarse en el ran-
go (69).

Cuando el coeficiente de difidsi ya es una funbin cua-
dratica de la concentrami se pueden dar las situaciones (69)
y (71) que analizaremos a continu@ti

Notemos que si se sustituye (58) en (57) llegamos a

o | (Gl i) = 5 (e Ci)”] -5
|:(Cr2nax C (Z))Q 7;:21111 (Cllnaxicrznln) :| Yi
|:(Crlnax C((E)) ; ? ll(Cl%nax_Crzmn)] =0. (72)

De (72) se deduce que, si se realizara la posibilidad (70),

entonces para un valor ddos coeficientes de 3; y ; sefian
estrictamente positivos. En este caso, si se tuviera: 0,
no podia ocurrir la restricén (54), ya que entonces debido
a (52) tendian que sep; = «v; = 0y por lo tanto el coefi-
ciente de difugin sefa identicamente nulo.

Obviamente, si se cumple (70), no es posible que los co-

eficientesw;, [3; satisfagan la restricon (53), pues en este
caso 6lo es posible que se cumpla (72) cop=03;=v;=0.

Si por el contrario se realizara la posibilidad (71), entonces

las expresiones que multiplicancg, —g3;, 7; en (72) son
todas estrictamente positivas paralglgralor dex y si se
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cumple las restricciones (52), (54) entonces (7 2)asposi-
lde solamente en el caso cuando= 3; = ; = 0.

Con un razonamiento atogo es &cil ver que (71) es po-
sible cuando los coeficientes, 3;, ~; satisfacen las rela-
eiones (52) y (53).

El aralisis realizado justifica la propuesta del siguiente
algoritmo para determinar el mejor ajuste, ya sea constan-
te, lineal o cuaditico, para el coeficiente de difési como
funcibn de la concentragn. En lo que sigue, utilizaremos
mediciones de concentréci en cada capa, las cuales supon-
dremos que han sido efectuadas con un érrsr0.

ler paso.Supongamos que se tiene una meiiae con-
centracdn C; ; auna profundidad:- en la capa ésima, tal

que |C; < dyqueC; ; se encuentra en el
rango (69) para = z;. En este caso la aproximaai cons-
tante o lineal es adecuada para el coeficiente de difuBia-
ra determinar si es suficiente con la aproximhaatonstante
procedemos de la manera siguiente:

exacta
— Oz

la.- Se obtienen losimeros; 5 y b; s mediante las expre-
siones (48) y (49) utilizando los valorés'; . Si los
valores obtenidos dg s y b; 5 son ambos positivos, se
expresa’;(x) mediante (50).

En caso de que; s y b; ; no sean ambos positivos se
busca el vectofa; 5, b; 5) que est a distancia fimima
de(a; s, bis) en el conjunto{(a,b) : a > 0,b > 0}.
Para evitar el alisis del caso singular cuando
a; s=b; s < 0enelcual setentha;; = b, s =0, se
requiere una regla de proyeoniregularizada similar
a la propuesta en el atilo [9]. Denotemos median-
te (aﬁ‘”,bE‘”) al vector (a; s, b;, 5) 0 SU proyecén
(ais, bi,s) sedin el caso.

1b.- Una vez obtenida la exprési (50) paraC;(x) con los

valoreSaE‘s), bg‘;), entonces saf = 0 nos encontra-
mos en el caso en que el coeficiente de difmses
constante. S'al(.‘;) > 0, entonces la mayor distancia
déx entre los valores de esta fubniy la expregin

lineal (35) la cual se alcanza en

e &—&1 \ 5\ 2
A <O;nax Cirin (¢")
y esigual a
dz :1 g fz 1 _ bgd)
"D (- O 200
1 1 1 bgé)
= Z (Cmdx len) - a@) .
Sidi . < ¢, entonces teniendo en cuenta el error de

m aX —

medicbn resulta indistinto considerar la aproxintaci
constante o lineal para el coeficiente de dibasy por
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FIGURA 5. Regbn de factibilidad para el parp{q) cuando FIGURA 6. Perfiles de concentrdmi de nitbgeno en at. % contra
(p,q,7m)€ Q. profundidad enn para la capa — Fe4 N1_, con coeficientes de
difusion: constante, lineal y cuaatico.

ello elegimos la aproximagn constante por ser as M. Conz.

simple. )
) L . A 1{9\ — — — — — - constante
Si por el contrariat] . > d, se debe elegir la aproxi- gy
macbn lineal obtenida en“l 05 T s swons Seous coadritico
; ey
Es decir, si Y.
~ -~
b([s) ' . 197 - _‘_\‘: N
Z((5) > ( rlnéx - Crlnfn) -4 6a (73) b =
7 19.6 \\w -
. . 2 . b \\
entonces se elige la aproximéuiconstante y la expre- ~i,
., ) L - =
sibn para el perfil de concentréai y el coeficiente de T e T T

difusion vienen dados en el teorema 4. BREAR)

] FIGURA 7. Perfil de concentrabn de nitbgeno en at. % contra
Si se cumple profundidad enn para la capa’ — FesN;_,. con coeficientes de
difusion: constante y cuaditico.

() , .
3 7 K3
® < (Cliax — Chin) — 46, (74) it G
i (at. %)
. . . . B35 — — — - constante
entonces se elige la aproximanilineal para el coefi- e lme;l,t_
. . e ;e . g o®E 0 pmmmm oo cuadratico
ciente de difugin y, en este caso, su expkasias co- 030
. . . " Ty
mo la del perfil de concentraciones vienen dadas enel .1 ™. T
teorema 5. L
0.20 Ty Sk
2do paso)En caso de que la meddri de concentraén 015 LT -
Ci(l)(S tomada a la profundidad(" caiga en alguno de los 510 et
; g e
intervalos (70) o (71) se toma una segunda médid,@)& a - e
o .l"'-.}s
otra profundidadcf) > xgl) en la misma capa, la cual satis- R
face 0.00003 0.00004 0.00005 000006 gt trm)
(2) (2) i , . p
’Ci , 6 & Vezact| < d. FIGURA 8. Perfiles de concentram de nitbgeno en at. % contra

profundidad enm para la zona de difush con coeficientes de di-
Por ser el perfil de concentréci decreciente debe ocurrir fusién: constante, lineal y cuaatico.

queCi(i)S < Oiﬁlg y, porlo tanto,(]i(i)S tambien pertenece a al-

guno de los intervalos (70) o (71) para= xEZ). y

A partir de los valore<’'}, C%} y las profundidades Pis <0, —qis< pis (Chax — Ciia) (76)
xl(.l), x§2> se construyen losimerosp; s, ¢;, s, 7, ¢ Utili- 0
zando lasdrmulas (60), (61) y (62).

Si se cumple que pi,s >0, ¢i,5>0, (77)

entonces se construyen los perfiles de concemacios co-
i, 6 20 (75)  eficientes de difusin como se indica en el teorema 6.
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En el caso en que losUmeros p; s,¢; 5,7, 5 NO Los calculos fueron realizados en una PC a 2.00 GHz
satisfagan las restricciones (75)-(77), se busca el vectarsando Wolfram Mathematica 7.0. Los resultados de los ex-
(Pi. 5, G, s, Ti,5) en el conjunto perimentos nui@ricos se presentan en las Figs. 6-8.

Para construir las gficas de la Fig. 6 se usaron los

Q= {(p, q,r):r>0,p<0, valores (1 (1.8881 x 107%) = 25.31 en el caso lineal y

C1(1.76254 x 1078 = 26.15, C1(6.28375 x 1079) = 23.7
— g <3p(Cl — Cig) } U{p, g, 1)1 >0, en el cuadatico.
Para construir las gficas de la Fig. 7 se usaron los valo-
p>0, ¢ >0} resCy(0.00001) = 19.75y C2(16.98 x 1076) = 19.48

En el caso de la fase’ — Fey N;_,, los datos experi-
que se encuentra a distancienma de(p;, 5, ¢;, s, 73, 5), €S mentales no arrojan soluciones factibles para el caso de coe-
decir se busca la proyeéti de (p;, 5, qi, s, 7i,5) Sobre el ficiente de difuin dependiente linealmente de la concentra-
conjunto(2 (ver Fig. 5). cibn y en consecuencia no se presenta la curva de concentra-
La zona sombreada corresponde al conjunto de 10s paregon correspondiente a este caso en caasti
(p,q) tales que(p, ¢,r) € €. En este caso se necesita tam-  Finalmente, para construir lasaicas de la Fig. 8 se uti-
bién una regla de proyedsi regularizada para evitar el caso |izaron los valore€’s(56 x 10~%) = 0.0629 en el caso lineal
cuando el vectofp; s, i,s, 1i,5) pertenece alaregn plana vy (5(30.8 x 1076) = 0.25, C5(50.9 x 107%) = 0.1 en el
cuadatico.
F={(p7qﬂ")rr§07p§0,
4= 3p(Clg —Cip) v < 0}7 4. Conclusiones
. ) Utilizando un modelo para el estado estacionario del pro-
en cuyo caso |a proyedsi sobre2 sefia el vector (0, 0, 0)  cego de nitruraéin post-descarga se han obtenidoniulas
que correspondea a un coeficiente de difusi identicamen-  ynajticas expicitas para los perfiles de concenttaciy los
tenulo. _ coeficientes de difuéh a partir de una o dos mediciones
A continuacon se construyen los valores aproximadoSgyactas de concentraci de nitbgeno en cada capa en el es-
para los perfiles de concentraniy los coeficientes de difu- 540 estacionario, bajo la supogigide que el coeficiente de

sion como se indica en el teorema 6, utilizando laseros  gifsion es constante o que depende de forma lineal o cua-

Pi s, Gi,5:Ti, 5 dratica de la concentram.
Posteriormente sin asumir una dependencia épedel
3. Ejemplos numéricos coeficiente de difusin con respecto a la concentr@tiy uti-

lizando una o dos mediciones de concentmgcidadas con

Se consideran valores experimentales paga C! error, en cada capa, se propone un algoritmo que permite

ax?

C' ¢, Ceqs A\, 4. Estos valores han sido reportados en lasugerir la aproximaéin mas conveniente para el coeficiente
Ref. 10 o fueron obtenidos en el laboratorio: de difusbn como funddn de la concentragn (constante, li-
neal o cuadatica) y posteriormente permite obtenamhulas
Cs = 26.34, Cpq, = 23.59, Cihg = 19.923, aproximadas para los perfiles de concenémagi los coefi-
2 3 3 cientes de difusin.
Cran = 19479, Crygoe = 0365, Clogy = 0 El mal planteamiento en la soléci de este problema de
Coq = 55.25, A = 1.06943 x 107, identificacbn se refleja en la necesidad de introducir reglas
de proyecdn regularizadas en el algoritmo propuesto, tal y
_ -6 _ -6 - -6 X :
§ =Tx1077 & =17x10"7, & =67 < 10 como se hizo en el trabajo [8].
Apéndice. Glosario deimbolos frecuentes
J% Potencial gimico.
L% Coeficiente de Onsager.
uy Potencial gimico del nitbgeno en la fase.
Mme Potencial gimico correspondiente a los sitios vacantes.
R 8.314472 J / K mol, constante de gases ideales.
T Temperatura absoluta (Kelvin).
a % Actividad de nitbgeno en la fase.
C% Concentradin de nitbgeno en la fase.
7% Coeficiente de actividad de riigeno en la fase.
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Cn Concentradn del nitbgeno en la fase.

D? Coeficiente de difusin.

J% Flujo de nitibgeno en la fase.

D%, Coeficiente de autodifusn del nitbgeno en la fase.

foxg Factor termodiamico asociado con la actividad del bigeno en la fase.

C(z,t) Concentradn de nitbgeno en fundn de la profundidad y el tiempo.

D Coeficiente de difusin.

Cs Concentradin de nitbgeno en la superficie.

Ceq Concentradin de nitbgeno de equilibrio en la atsfera remota.

A Coeficiente de read@n cirética.

Ci.,i=1 23 Concentradn minima del nitbgeno en cada capa y la zona de dibasi

Clax,i=1,2,3 Concentradin maxima del nitbgeno en cada capa y la zona de dibasi

&),i1=1,2,3 Profundidad de cada capay la zona de déasi

Ci(z,t),i=1, 2, 3 Concentradn del nitbgeno en cada capa y zona de difusén funcbn
de la profundidad: y el tiempot.

D; (C;) ,i=1,2,3 Coeficientes de difush dependientes de la concentbaci

Ci(z),1=1, 2,3 Perfiles de concentrdmi del nitbgeno en el estado estacionario.

L Profundidad o grosor de la muestra.

Ci =Ci(x) ,i=1, 2,3 Medicion de la concentragh C;(x) ala profundidade;,i =1, 2, 3.

Ci(j) =Ci(z:),1=1,2,3, j=1,2 Mediciones de la concentrdei C; (x) a diferentes profundidades
29 i=1,2 3 j=1,2

Cs,i=1,2,3 Medicion con errow de la concentradn C;(x) ,i =1, 2, 3
a la profundidad:; ,i =1, 2, 3.

CZ.(J;)(S i=1,23,5=1,2 Mediciones con errof de la concentradbn C; (z) ,i = 1,2,3

a diferentes profundidades’’, i = 1,2,3, j = 1,2.
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