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El criterio de la traza o teorema de Gil-Bernabeu es una condición necesaria y suficiente para que una matriz de Jones sea derivable de una
matriz de Mueller asociada a sistemasópticamente pasivos. La matriz que se obtiene de esta manera es llamada matriz de Mueller-Jones
o matriz de Mueller pura. En este trabajo se muestran varios ejemplos de sistemas fı́sicos, diatenuantes y no diatenuantes, que cumplen el
teorema de Gil-Bernabeu o equivalentemente adquieren el valor superior asociado alı́ndice de despolarización. Esto significa que tal criterio
solamente es capaz de brindar información de las propiedades de despolarización de la luz por el medio, pero no brinda información sobre
el caŕacter diatenuante asociado al mismo, y como consecuencia no puede diferenciar un polarizador de un retardador. Se demuestra que el
lı́mite superior de la ḿetrica escalar de despolarización (Q(M)) puede emplearse como un criterio para identificar unı́vocamente matrices
de Jones no diatenuantes; esto es, sistemas asociados a retardadores o desfasadores puros.

Descriptores:Óptica f́ısica; polarizacíon; despolarización; matrices de Mueller; ḿetricas escalares de despolarización.

The trace criterion or theorem of Gil-Bernabeu is a neccesary and sufficient condition for a Jones matrix to be derivable from a Mueller matrix
associated to passive optical systems. The matrix obtained in this way is named Mueller-Jones or pure Mueller matrix. In this work, several
examples are shown of physical systems, diattenuating and non-diattenuating, which fulfill the theorem of Gil-Bernabeu or equivalently
take on the upper limit for the depolarization index. This means that this criterion can provide only information about the non-depolarizing
character of light by systems, but it is unable to distinguish the diattenuating character associated to the systems and consequently it cannot
distinguish a polarizer from a retarder. It is shown the upper limit ofQ(M) can be employed as a criterion to identity uniquely non-
diattenuating Jones matrices; that is, systems associated to pure retarders or dephasers.

Keywords: Optical physics; polarization; depolarization; Mueller matrices; depolarization scalar metrics.
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1. Introducción

Las propiedades de polarización de la luz han sido un tema
básico en el desarrollo de láoptica y sus aplicaciones. Por su
parte, la despolarización de la luz y los ḿetodos para gene-
rarla y determinarla han adquirido gran importancia en años
recientes. Esto se debe, en parte, a las múltiples aplicacio-
nes eńareas como las comunicacionesópticas comerciales y
de alta seguridad, donde se requiere del bombeo de luz láser
de alta enerǵıa sin la dependencia en la polarización, usual-
mente presente en fibrasópticas dopadas con erbio. Se uti-
liza el t́ermino despolarización para medir la ṕerdida en el
grado de polarización que experimenta un haz de luz des-
pués de haber interaccionado con algún medio material, en
reflexión, transmisíon, absorcíon, esparcimiento o en cual-
quier combinacíon entre estos mecanismos que un sistema
pudiera responder. El grado de polarización se define como
una medida del porcentaje de luz polarizada asociado a un
haz de luz (0 ≤ DoP ≤ 1), usualmente se mide directa-
mente del haz de luz en consideración, aun cuando pudiera

medirse indirectamente utilizando la propia respuesta lineal
de alǵun medio (matriz de Mueller), para estados de polari-
zacíon incidentes conocidos. La respuesta lineal de un medio
a la polarizacíon asociada a un haz de luz incidente, se repre-
senta por una matriz de Mueller, la cual es válida solamente
para losángulos de incidencia y detección y para la longi-
tud de onda empleados durante su determinación (por obvio
que sea, es importante recordarlo, a fin de evitar errores en
su manejo e interpretación). Las matrices de Mueller pueden
describir sistemas que no despolarizan o bien que despolari-
zan, parcial o totalmente. Toda matriz de Mueller tiene aso-
ciado unı́ndice de despolarización, definido como un solo
número que representa el porcentaje promedio de despolari-
zacíon ejercido por el sistema sobre un haz de luz incidente
(0 ≤ DI(M) ≤ 1) [1]. En ambos casos, los respectivos
intervalos de validez fı́sica se interpretan ası́: DoP = 0 sig-
nifica que el haz de luz está totalmente despolarizado, mien-
tras que DI(M) = 0 significa que el sistema despolariza to-
talmente cualquier tipo de luz incidente (seaéste polarizado,
parcialmente polarizado o totalmente despolarizado). El va-
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lor DoP = 1 se interpreta como el correspondiente a un haz
de luz totalmente polarizado y

DI(M) = 1

como un sistema fı́sico que no despolariza en absoluto. Los
valores comprendidos en el intervalo0 < DoP < 1 se aso-
cian a estados parcialmente polarizados y los ubicados entre
0 < DI(M) < 1 se interpretan como correspondientes a sis-
temas que despolarizan parcialmente. Un punto interesante
a analizar es el siguiente: la definición misma deĺındice de
despolarizacíon presupone exclusivamente la respuesta lineal
del medio, manifestadáesta en t́erminos de los 16 parámetros
reales de la matriz de Mueller, sin importar el estado de pola-
rización de la luz incidente.

Se han definido otras ḿetricas auxiliares escalares co-
mo los paŕametros de polarizancia,P (M), y diatenuan-
cia, D(M), que miden la respuesta polarizante o despola-
rizante de un sistema fı́sico, determinado por su matriz de
Mueller [2]. La ḿetrica escalar de despolarización de la
luz Q(M), introducida en artı́culos anteriores, cuyos lı́mites
(0 ≤ Q(M) ≤ 3) permiten identificar una matriz de Mue-
ller asociada a un sistema fı́sico totalmente despolarizante,
parcialmente despolarizante, no despolarizante diatenuante y
no despolarizante no diatenuante, respectivamente [3,4]. Esta
métrica ha probado ser consistente con las métricas sẽnaladas
anteriormente y los resultados reportados ofrecen evidencia
de que aporta una mayor información acerca de la naturaleza
interna de las matrices de Mueller asociadas a sistemas fı́si-
cos de los que nos interesan sus propiedadesópticas [5,6].

Las propiedades matemáticas asociadas tanto a las matri-
ces de Jones como a las de Mueller han sido ampliamente
estudiadas. Las matrices de Jones se emplean para describir
solamente sistemas que no despolarizan, si bien pueden ser
diatenuantes (absorben energı́a) o no diatenuantes (no absor-
ben enerǵıa). Por consiguiente, todo sistema describible por
una matriz de Jones lo es también por una matriz de Mue-
ller. Lo inverso śolo se cumple para las llamadas matrices de
Mueller-Jones o matrices de Mueller puras [7,8]. El criterio
de la traza o teorema de Gil-Bernabeu es una condición ne-
cesaria y suficiente para que una matriz de Mueller sea una
matriz de Mueller-Jones y es aplicable a sistemas pasivos [9].
Esto significa que toda matriz que cumple este teorema, des-
cribe un sistema no despolarizante.

En este trabajo se muestran varios ejemplos de sistemas
fı́sicos, diatenuantes y no diatenuantes, que cumplen el teo-
rema de Gil-Bernabeu y adquieren el valor superior asociado
al ı́ndice de despolarización. Esto significa que ambos crite-
rios solamente son capaces de brindar información de las pro-
piedades de despolarización de la luz por el medio, pero no
brindan informacíon sobre el carácter diatenuante asociado a
ellos y como consecuencia no pueden diferenciar un polari-
zador de un retardador. Se demuestra que el lı́mite superior
deQ(M) puede emplearse como un criterio para identificar
uńıvocamente matrices de Jones no diatenuantes; esto es, sis-
temas asociados a retardadores o desfasadores puros.

2. Relaciones b́asicas

La respuesta lineal de un sistema fı́sico a la intensidad aso-
ciada a un haz de luz incidente, puede expresarse mediante la
relacíon matricial

So = MSi ⇒
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dondeM se conoce como matriz de Mueller del sistema, se
representa como una matriz cuadrada4×4 de elementos rea-
les yS es la representación del estado de polarización de la
luz mediante un vector de Stokes. El vector de Stokes se de-
fine en funcíon de las componentes ortogonales del vector de
campo eĺectrico(Ep, Es), a trav́es de las intensidades, como
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dondeα = i, o indica si el haz incide (i) o emerge (o) del
sistema bajo estudio (por reflexión, transmisíon, absorcíon,
esparcimiento, dispersión, difusíon, difraccíon, interferencia
o cualquier combinación generada entre estos mecanismos
de interaccíon luz-materia). Los paréntesis angulares indican
promedios temporales o de conjunto (ensemble), indica la
operacíon de conjugación compleja,i2 = −1 es el ńumero
complejo.

Una caracterı́stica muy importante de todo sistemaópti-
co es su capacidad para despolarizar la polarización asociada
a la luz con que interacciona. Existen varias propuestas pa-
ra medir dicha propiedad. En este trabajo nos enfocaremos
a las denominadas ḿetricas de despolarización escalares, las
cuales tienen por objetivo proporcionar un número capaz de
proporcionar la ḿaxima informacíon posible acerca del siste-
maóptico bajo consideración. De esta manera, mientras más
informacíon se asocie a dicho número, mayor será el poten-
cial que ofrece la ḿetrica escalar correspondiente.

El ı́ndice de despolarizaciónDI(M) y sus ĺımites f́ısica-
mente permitidos, se definen por [1]

0 ≤ DI(M) =

{
3∑

j,k=0

m2
jk −m2

00

}1/2

√
3m00

≤ 1. (3)

A DI(M) se le relaciona directamente con los elementos
de la matriz de Mueller, no ası́ con el estado de polarización
de la luz incidente en particular. Esteı́ndice es una especie de
respuesta despolarizante promedio ante cualquier haz de luz
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incidente, independientemente de su estado de polarización
particular.

Los paŕametros auxiliares de diatenuación, D(M), y de
polarizancia,P (M), han sido definidos como [2]

0 ≤ D(M) =
√

m2
01 + m2

02 + m2
03/m00 ≤ 1, (4a)

0 ≤ P (M) =
√

m2
10 + m2

20 + m2
30/m00 ≤ 1, (4b)

La métrica escalarQ(M) para la despolarización de luz
y su relacíon funcional con eĺındice de despolarización, los
paŕametros de diatenuación y polarizancia, ası́ como sus ĺımi-
tes f́ısicos han sido definidos por [3,4]

0 ≤ Q(M) =

3∑
j=1,k=0

m2
jk

3∑
k=0

m2
0k

=
3[DI(M)]2 − [D(M)]2

1 + [D(M)]2

=

{
3∑

j,k=1

m2
jk

}
/m2

00 + [P (M)]2

1 + [D(M)]2
≤ 3, (5)

dondeQ(M) = 0 ocurre para un sistemáoptico totalmen-
te despolarizante;0<Q(M)<1 para un sistemáoptico par-
cialmente despolarizante; si1 ≤ Q(M)<3 y 0<DI(M)<1,
el sistema despolariza la luz parcialmente también, pero si
1≤Q(M)<3 y DI(M) = 1, el sistema es no despolarizan-
te y totalmente diatenuante; finalmente, si adquiere el valor
superior,Q(M) = 3 describe un sistemáoptico no despola-
rizante y no diatenuante, respectivamente [3,4]. Observe que
solamente cuando el valor deQ(M) se localiza dentro del
tercer intervalo de valores permitidos es necesario calcular,
adeḿas, el valor deDI(M) y esto śolo en una ocasión; para
el resto de los intervalos,Q(M) es autoconsistente.

El teorema de Gil-Bernabeu establece que una condi-
ción necesaria y suficiente para que una matriz de Mueller
sea derivable de una matriz de Jones, es que cumpla la rela-
ción [1,2,9]

Tr(MT M) = 4m2
00, (6)

donde el superı́ndiceT indica la operacíon de transposición
matricial.

Una matriz de Mueller puede derivarse a partir de una
matriz de Jones mediante el siguiente procedimiento matri-
cial [7]:

M = A(J ⊗ J∗)A−1, A−1 =
1
2
(AT )∗,

J =
[

J11 J12

J21 J22

]
, (7a)

donde el vector de JonesJ est́a representado por una matriz
2 × 2 de elementos complejos,⊗ representa una multiplica-
ción de Kronecker o producto directo yA−1 representa la

matriz inversa deA. Las matrices de transformaciónA se re-
lacionan con el sistema de referencia empleado para describir
los estados de polarización. Cuando la polarización se descri-
be observando hacia la fuente, se tiene [12,13]

A =




1 0 0 1
1 0 0 −1
0 1 1 0
0 i −i 0


 ,

A−1 =
1
2




1 1 0 0
0 0 1 −i
0 0 1 i
1 −1 0 0


 . (7b)

Por otro lado, si la descripción de la polarización se rea-
liza utilizando el criterio de observar hacia la dirección de
propagacíon, entoncesA toma la forma [7, 13]

A =




1 0 0 1
1 0 0 −1
0 1 1 0
0 −i i 0


 ,

A−1 =
1
2




1 1 0 0
0 0 1 i
0 0 1 −i
1 −1 0 0


 . (7c)

Observe que las expresiones (7b) y (7c) son, operacional-
mente, la compleja conjugada una de la otra. A las matrices
que cumplen la expresión (6) se les denomina matrices de
Mueller-Jones o matrices de Mueller puras.

A su vez, conocidos los elementos de una matriz de
Mueller-Jones, es posible reconstruir su matriz de Jones, me-
diante el siguiente procedimiento [14]

|J11|2 =
1
2
(m00 + m01 + m10 + m11),

|J12|2 =
1
2
(m00 −m01 + m10 −m11),

|J21|2 =
1
2
(m00 + m01 −m10 −m11),

|J22|2 =
1
2
(m00 −m01 −m10 + m11),

cos(Ω11 − Ω12) =
(m02 + m12)
2 |J11| |J12| ,

cos(Ω21 − Ω22) =
(m02 −m12)
2 |J21| |J22| ,

cos(Ω11 − Ω21) =
(m20 + m21)
2 |J11| |J21| ,

cos(Ω12 − Ω22) =
(m20 −m21)
2 |J12| |J22| ,

|J11| |J22| cos(Ω11 − Ω22)

+ |J12| |J21| cos(Ω12 − Ω21) = m22, (8a)
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donde los t́erminos|Jik| y Ωik indican valores absolutos de
amplitudes y fases, respectivamente. Observe que los ele-
mentos de la matriz de Jones sólo pueden reconstruirse hasta
diferencias de fase (en el proceso de conversión actual, se
pierde la informacíon de los valores de la fase absoluta, con
ello se pierde un grado de libertad). Es importante recordar
que el procedimiento anterior es válido siempre que se cum-
plan las nueve relaciones bilineales existentes entre los 16
elementosmik de la matriz de Mueller-Jones [14,15]

m00m01 −m10m11 −m20m21 −m30m31 = 0,

m00m02 −m10m12 −m20m22 −m30m32 = 0,

m00m03 −m10m13 −m20m23 −m30m33 = 0,

m01m02 −m11m12 −m21m22 −m31m32 = 0,

m01m03 −m11m13 −m21m23 −m31m33 = 0,

m02m03 −m12m13 −m22m23 −m32m33 = 0,

m2
01−m2

11−m2
21−m2

31+m2
00−m2

10−m2
20−m2

30 = 0,

m2
02−m2

12−m2
22−m2

32+m2
00−m2

10−m2
20−m2

30 = 0,

m2
03−m2

13−m2
23−m2

33+m2
00−m2

10−m2
20−m2

30 = 0. (8b)

En la Ref. 15 se discuten algunos resultados alternativos
a los publicados hasta ahora respecto a la deducción de la
Ec. (8b) y sobre la idoneidad de los ejemplos hasta ahora em-
pleados.

3. Resultados

En un trabajo publicado recientemente en esta misma revis-
ta [5], en la Tabla I se presentaron los resultados de las métri-
cas escalares para diatenuadores y retardadores ideales (po-
larizadores lineales y desfasadores de un cuarto y de media
onda). Alĺı puede observarse claramente que, para cada uno
de esos sistemas, elı́ndice de despolarización toma su valor
máximo (la unidad), lo que implica que cada uno de ellos
es un sistema que no despolariza. Un sistema no despola-
rizante es describible por una matriz de Jones. Se observa
tambíen que alĺı se reporta el cumplimiento del teorema de
Gil-Bernabeu para todos y cada uno de esos sistemas, cuya
respuestáoptica se considera ideal. Sin embargo, en esa mis-
ma tabla se reporta que todos los elementos diatenuadores
(polarizadores lineales) tienen diatenuancia máxima (con va-
lor unitario) y los desfasadores (placas de media onda y de
cuarto de onda, respectivamente) tienen diatenuancia mı́nima
(valor nulo). Alĺı se hizo notar explı́citamente este comporta-
miento; es decir, que ni elı́ndice de despolarización ni el teo-
rema de Gil-Bernabeu son capaces de diferenciar un elemen-
to ideal diatenuador de uno desfasador. También se sẽnaló,
sin muchoénfasis, que solamente la métricaQ(M) es capaz
de identificar y diferenciarlos, pues para el primer caso (po-
larizadores lineales) toma el valor unitario y para el segundo
(desfasadores de cuarto y de media onda), el valor de su cota
superior, tres.

TABLA I. Matrices de Mueller para las que elı́ndice de despola-
rización y el teorema de Gil-Bernabeu no distinguen entre siste-
mas diatenuadores y no diatenuadores, pero para las que la métrica
Q(M) puede emplearse como criterio para identificarlos unı́voca-
mente como desfasadores puros.

M1 M2 M3 M4 M5 M6

D(M) 0.067 0.28 0.134 0.000 0.000 0.000

DI(M) 1.000 1.00 1.000 1.000 1.000 0.999

Q(M) 2.981 2.70 2.929 3.000 3.000 2.999

Tr(MT M)/4m2
00 1.000 1.00 1.000 1.000 1.000 0.999

Ahora, en la Tabla I de esta sección se presentan los re-
sultados obtenidos al aplicar elı́ndice de despolarización,
Ec. (3), el paŕametro de diatenuación, Ec. (4a) la ḿetrica
Q(M), Ec. (5), y el teorema de Gil-Bernabeu, Ec. (6), a va-
rias matrices de Mueller publicadas recientemente por otros
autores y asociadas a sistemas fı́sicos reales (Aṕendice A).
Aun cuando eĺındice de despolarización y el teorema de
Gil-Bernabeu generan el mismo resultado para matrices de
Mueller-Jones (la unidad), se considera prudente escribirlos
expĺıcitamente, dado que con frecuencia se emplean, errónea-
mente, como criterios independientes.

Obśervese que, para todos los casos, elı́ndice de despola-
rizaciónDI(M)indica que los sistemas son no despolarizan-
tes y que, por el teorema de Gil-Bernabeu, Ec. (6), las ma-
trices de Mueller son del tipo de matrices de Mueller-Jones;
por lo tanto y de acuerdo con (7), son matrices describibles
por matrices de Jones. Obsérvese también que las matrices
M1,M2,M3 tienen un caŕacter diatenuante, pues el coefi-
ciente de diatenuación D(M), Ec. (4a), asociado a cada una
de ellas es distinto de cero, lo cual es consistente con la inter-
pretacíon que les da la ḿetricaQ(M).

Por otro lado, observese también que las matrices
M4,M5,M6 adquieren el valor de la cota superior de la
métricaQ(M) = 3 y que, con ello, ocurre también que para
todas estas matrices se tienen asociados parámetros de diate-
nuacíon nulos, lo que se interpreta como sistemas no despo-
larizantes y no diatenuantes. Es decir, cuandoQ(M) = 3, se
tienen identificados sistemas que tienen asociadas matrices
de Jones no diatenuantes, de manera unı́voca. Por lo tanto,
proponemos, por primera vez, que el criterio de la cota supe-
rior de la ḿetricaQ(M) puede emplearse como criterio para
identificar uńıvocamente sistemas desfasadores puros.

4. Conclusiones

En este trabajo se han presentado varios ejemplos de siste-
mas f́ısicos reales, diatenuantes y no diatenuantes, que cum-
plen el teorema de Gil-Bernabeu o equivalentemente adquie-
ren el valor superior asociado alı́ndice de despolarización.
Esto significa que este criterio solamente es capaz de brindar
informacíon de las propiedades de despolarización de la luz
por el medio, pero no brinda información sobre el carácter
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diatenuante asociado a los mismos, y como consecuencia no
puede diferenciar un polarizador de un retardador. Se ha de-
mostrado que el lı́mite superior deQ(M) puede emplearse
como un criterio para identificar unı́vocamente matrices de
Jones no diatenuantes; esto es, sistemas asociados a retarda-
dores o desfasadores puros.

Agradecimientos

Los autores agradecen al CONACYT (proyecto 100361) por
el apoyo recibido para la realización de este trabajo, mismo
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Apéndice A

Matrices de Mueller empleadas para el cálculo de los paŕame-
tros mostrados en la Tabla I. La matrizM2 fue tomada de
la página 171 de la Ref. 11 y las restantes matrices fueron
adquiridas de la Ref. 16. En los cálculos realizados para la
Tabla I se respetó el orden de aproximación utilizado por los
respectivos autores en las matrices reportadas.

M1 =




1 −0.06 −0.031 0.0
−0.06 0.856 0.284 −0.43
−0.031 0.266 0.475 0.837
−0.001 0.442 −0.831 0.331


 ,

M2 =




0.50 0.14 0 0
0.14 0.50 0 0
0 0 0.48 0
0 0 0 0.48




M3 =




1 −0.115 −0.066 0.023
−0.115 0.998 0.004 −0.001
−0.066 0.004 0.993 −0.001
0.023 −0.001 −0.001 0.991


 ,

M4 =




1 0 0 0
0 0.988 −0.152 −0.022
0 0.151 0.986 −0.067
0 0.032 0.063 0.998




M5 =




1 0 0 0
0 0.857 0.283 −0.431
0 0.265 0.475 0.839
0 0.443 −0.833 0.332


 ,

M6 =




1 0 0 0
0 0.892 0.130 −0.432
0 0.320 0.492 0.809
0 0.318 −0.861 0.398


 .
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