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Alvaro Obreǵon 64, San Luis Potosı́, 78000, Ḿexico.
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Este art́ıculo presenta la construcción de las celdas lógicas b́asicas OR y AND en un sistema bidimensional por medio del espacio de estados.
Se analiza el caso particular de un sistema lineal estable con valores propios distintos.
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This work shows the construction of the basic logic OR and AND gates in a bidimensional system with the use of the state space. The
particular case of a stable linear system with distinct eigenvalues is analyzed.
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1. Introducción

El desarrollo de nuevas ideas de cómputo es un paradig-
ma a resolver en nuestros dı́as. Una de las ideas de fronte-
ra es generar nuevos mecanismos con una arquitectura lógi-
ca dińamica. Es decir, generar estructuras flexibles que sean
capaces de cambiar su respuesta de acuerdo a sus paráme-
tros de control y reconfiguración de los mecanismos involu-
crados [1-3]. Por ejemplo, la emulación de compuertas lógi-
cas que desempeñen diferentes operaciones aritméticas [4-6].
Aśı, una vez lograda la construcción de celdas lógicas b́asi-
cas, estamos en la posibilidad de construir chips lógicos para
una nueva generación de arquitecturas de cómputo [7]. En es-
te sentido las celdas lógicas b́asicas son las compuertas OR,
AND y NOT, las cuales realizan la operación de suma, mul-
tiplicación y negacíon lógica [8-10], que pueden usarse para
implementar funciones lógicas de cualquier complejidad. La
puesta en marcha de una función compleja puede requerir
muchas de estas operaciones básicas.

El presente trabajo muestra la forma de diseñar las celdas
lógicas b́asicas OR y AND en un sistema lineal con espacio
de estados bidimensional, pudiendose extender este concepto
a la generación de las 16 combinaciones posibles basados en
sistemas de dos entradas. A continuación se describe breve-
mente la estructura del presente trabajo: en la Sec. 2 se lleva a
cabo el ańalisis del sistema bajo las diferentes combinaciones
posibles de las entradas en forma binaria. En la Sec. 3 se de-
sarrollan las celdas lógicas b́asicas OR y AND. En la Sec. 4
se finaliza con las conclusiones.

2. Análisis del sistema bidimensional

Considere un sistema lineal dado por

Ẋ = AX + BU, (1)

dondeX,U ∈ R2 y A, B ∈ R2 × R2 son matrices reales.
Tambíen suponga que el sistema es estable y, sin pérdida de

generalidad [11], realizando transformaciones podemos tener
los siguientes casos para la matrizA:

A1 =
[

λ 0
0 µ

]
, A2 =

[
λ 1
0 λ

]

ó A3 =
[

a −b
b a

]
.

En este trabajo analizamos sólo el caso paraA = A1 y
U ∈ {0, 1}, las únicas entradas binarias permitidas por el
sistema. Siλ y µ son valores positivos, entonces podemos
reescribir el sistema explı́citamente como

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[ −λ 0
0 −µ

] [
x1

x2

]

+
[

b11 b12

b21 b22

] [
u1

u2

]
, (2)

el cual podŕa tener los cuatro casos siguientes:

TABLA I. Combinacíon de las entradas al sistema lineal.

u1 u2

0 0 caso 1

0 1 caso 2

1 0 caso 3

1 1 caso 4

que analizaremos a continuación.

CASO 1:

El sistema (2) presenta la siguiente estructura:
[

ẋ1

ẋ2

]
=

[ −λ 0
0 −µ

] [
x1

x2

]
(3)



DESARROLLO DE CELDAS ĹOGICAS POR MEDIO DEL ESPACIO DE ESTADOS EN UN SISTEMA BIDIMENSIONAL 107

FIGURA 1. Nodo estable en: a) (0,0), b) (b12/λ, b22/µ), c) (b11/λ, b21/µ) y d) ((b11 + b12)/λ, (b21 + b22)/µ).

y su solucíon es

x1 = x10e
−λt, x2 = x20e

−µt,

con las condiciones inicialesx10 y x20. Su representación en
el espacio de estados se muestra en la Fig. 1(a), el cual es un
nodo estable en el origen.

CASO 2:

El sistema (2) se escribe como

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[ −λ 0
0 −µ

] [
x1

x2

]
+

[
b12

b22

]
, (4)

y la solucíon es

x1 =
(

x10 − b12

λ

)
e−λt +

b12

λ

x2 =
(

x20 − b22

µ

)
e−µt +

b22

µ

por ejemplo, sib12 y b22 toma valores positivos, su diagrama
en el espacio de estados sera el mostrado en la Fig. 1(b) con
el centro del nodo ubicado en (b12/λ, b22/µ).

CASO 3:

Para este caso la Ec. (2) toma la siguiente forma:

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[ −λ 0
0 −µ

] [
x1

x2

]
+

[
b11

b21

]
, (5)
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TABLA II. Tabla de verdad para una función lógica arbitrariaY ,
OR y AND.

u1 u2 Y OR AND

0 0 0 0 0

0 1 0 1 0

1 0 1 1 0

1 1 0 1 1

de donde

x1 =
(

x10 − b11

λ

)
e−λt +

b11

λ
,

x2 =
(

x20 − b21

µ

)
e−µt +

b21

µ
,

y si b11 > b12 y b21 > b22 se encuentra el siguiente diagrama
de fase del nodo con centro en (b11/λ, b21/µ) Fig. 1(c).

Finalmente para láultima combinacíon de las entradas
que es el caso 4 se tiene.

CASO 4:

Podemos escribir (2) como[
ẋ1

ẋ2

]
=

[ −λ 0
0 −µ

] [
x1

x2

]
+

[
b11 + b12

b21 + b22

]
, (6)

aśı

x1 =
(

x10 − b11 + b12

λ

)
e−λt +

b11 + b12

λ

x2 =
(

x20 − b21 + b22

µ

)
e−µt +

b21 + b22

µ

dando su diagrama fase en la Fig. 1(d). Con el centro del nodo
ubicado en((b11 + b12)/λ, (b21 + b22)/µ).

Como se puede apreciar en la Fig. 1, dependiendo de la
combinacíon de las entradas se generan cuatro nodos estables
en el espacio de estadosx1 − x2, residiendo en una, dos, tres
o cuatro posiciones diferentes según se escojan los valores de
los paŕametros de la matrizB.

FIGURA 2. Celda ĺogica.

La salida del sistema la podemos definir con la siguiente
ecuacíon:

Y (X) =
{

1, si |X − C| < K;
0, de otra forma.

(7)

Es decir,Y (X) definiŕa una regíon cerrada del espacio de es-
tados con centro enC. Aśı, dependiendo si se está dentro de
esa regíon, la salida del sistema dará el valor de uno (nivel
alto) y, si estamos en el complemento, es decir fuera de la re-
gión cerrada, la salida proporcionara un cero (nivel bajo). Lo
cual completa la estructura entrada-salida de una celda lógica
Fig. 2.

A continuacíon se mostraŕa como se construyen las cel-
das ĺogicas OR y AND.

3. Celdas ĺogicas OR y AND

Tomemos primero el sistema constituido por el par de Ecs. (2)
y (7) bajo el comportamiento descrito anteriormente y de-
finamos una región cerrada, por ejemplo, de forma circular
con centro en(b11/λ, b21/µ) y radio k menor que las dis-
tancias a los nodos estables más cercanos como se aprecia en
la Fig. 3(a).

Por lo tanto, para alguna combinación de las entradas da-
das, la salida de la celda lógica podŕa ser la que se muestra en
la columnaY de la Tabla II

Celda lógica OR

Esta celda se puede generar si definimos una región cerrada
con centro en(b11/λ, b21/µ). Por ejemplo, continuemos con
un ćırculo bajo las especificaciones siguientes: tomemos los
bii > 0 con i ∈ {1, 2}, b12 = b22, b11 = 2b12, b21 = 2b22 y

FIGURA 3. Ubicacíon de los diferentes nodos y región cerrada para: a) función lógica arbitraria, b) OR y c) AND.
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un radiok <
√

(2b12/λ)2 + (2b22/µ)2 como se muestra en
la Fig. 3(b). Por lo tanto Ec. (7) se expresa como sigue:

YOR(X) =

{
1, si

(
x1 − b11

λ

)2
+

(
x2− b21

µ

)2

<k;
0, de otra forma.

(8)

Dando como resultado la función lógica OR como se pue-
de apreciar de la columna OR de la Tabla II.

Celda lógica AND

Manteniendo los parámetrosbii anteriores pero ubicando
ahora el centro de la circunferencia en(3b12/λ, 3b22/µ) y
radio k <

√
(b12/λ)2 + (b22/µ)2 como se muestra en la

Fig. 3(c), la Ec. (7) se escribe como

YAND(X)=

{
1, si

(
x1− 3b12

λ

)2
+

(
x2− 3b22

µ

)2

<k;
0, de otra forma.

(9)

El resultado de la celda lógica se da en la columna AND de
la Tabla II.

4. Conclusiones

Se desarrolla la posibilidad de construir funciones lógicas bi-
narias, bajo el uso de sistemas lineales bidimensionales. Co-
mo caso especı́fico se trat́o un sistema con valores propios
reales distintos (−λ,−µ) para la generación de las funciones
lógicas OR y AND. Con este esquema entrada-salida se esta
en la posicíon de generar diferentes funciones con dos entra-
das (por ejemplo, 16 funciones lógicas) y una salida. Basados
en este enfoque estamos en la posibilidad de generar prototi-
pos f́ısicos que desemboquen en circuitos lógicos.
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