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Esfuerzo triaxial ideal de Ti, Zr y Hf con estructura fcc: un estudio
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cFacultad de Ingenierı́a Qúımica, Universidad Aut́onoma de Puebla,
Puebla, Pue., 72570, Ḿexico.
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A temperatura y presión ambiente el Ti, Zr y Hf cristalizan en la fase hexagonal compacta. Recientemente se ha reportado que estos elementos
son eĺasticamente metaestables [14] en la estructura cúbica centrada en las caras (fcc). En este trabajo presentamos el esfuerzo triaxial ideal de
los metales Ti, Zr y Hf con estructurafcc, obtenido mediante cálculos de primeros principios usando la teorı́a del funcional de la densidad. Se
uśo la aproximacíon de gradiente generalizado y local de la densidad para la energı́a de intercambio-correlación, adeḿas para la interacción
electŕon-ńucleo se emplearon pseudopotenciales. A partir del cálculo de la enerǵıa total para cada elemento, se obtuvieron parámetros de
red, ḿodulos de compresibilidad, de corte y Young, ası́ como tambíen constantes de elasticidad en ausencia de esfuerzo y como función
del esfuerzo aplicado. En el estado de mı́nima enerǵıa, se obtiene buen acuerdo de los parámetros de red y constantes de elasticidad con
datos experimentales. Mediante los criterios de Born-Wang estudiamos la resistencia mecánica ideal a compresión de cada elemento. Los
valores de los esfuerzos máximos (15, 13.5 y 22.8 GPa para Ti, Zr y Hf, respectivamente) se explican en términos de la densidad de estados
y densidad de carga a nivel de Fermi.

Descriptores:Cálculos de primeros principios; resistencia ideal; módulos de elasticidad.

At room temperature and zero pressure Ti, Zr and Hf crystallize in the hexagonal close-packed phase. Recent reports have shown that
these elements are elastically metastable [14] in the structure face-centered cubic (fcc). We present the ideal triaxial strength of Ti, Zr and
Hf metals with fcc structure, obtained by first principles calculations using the Density Functional Theory. It was used the Generalized
Gradient Approximation and Local Density Approximation for exchange-correlation energy and the electron-nucleus interaction we use
pseudopotentials. From the calculation of total energy for each element were obtained lattice parameters, bulk, shear and Young modulus,
as well as elastic constants in the absence of stress and as a function of applied stress. In the ground state, we obtain good agreement in
lattice parameters and elastic constants with experimental data. From the Born-Wang criteria we studied the ideal mechanical resistance to
compression of each element. The maximum values of the stress (15, 13.5 and 22.8 GPa for Ti, Zr and Hf, respectively) are explained in
terms of the density of states and charge density at the Fermi level.

Keywords: First principles calculations; ideal strength; elasticity modulus.

PACS: 62.20.Fe; 62.20.Dc

1. Introducción

Los metales del grupo IVB (Ti, Zr y Hf) cristalizan en la es-
tructura hexagonal compacta (hcp por sus siglas en inglés)
a temperatura y presión ambiente. Cuando se incrementa la
temperatura, a presión constante, se transforman en la es-
tructura ćubica centrada en el cuerpo (bcc) [1]. Bajo la apli-
cacíon de presíon hidrost́atica, a temperatura ambiente, es-
tos elementos siguen la secuencia de transformación de fase
hcp → ω → bcc [2]. Esta secuencia esta en buen acuerdo
con datos experimentales y teóricos [3-7] y en el caso del Ti
bcces una predicción téorica. Por otro lado, la b́usqueda de
nuevos aĺotropos en elementos ha sido un tema de mucho in-
teŕes por las nuevas propiedades fı́sicas y qúımicas que estos
alótropos pueden tener. En el caso del Ti existe evidencia in-
directa de este elemento en la estructurafcc. Por ejemplo, se
ha reportado el crecimiento expitaxial de pelı́culas de Tifcc
sobre monocristales de NaCl [8], Al (011), Ni (001), Al (001)

y SiC (0001) [9-12]. Existen también reportes del crecimien-
to de Hf fcc sobre multicapas de Hf/Fe [13]. Esta evidencia
experimental hizo que creciera en interés, desde el punto de
vista téorico y experimental, acerca de la existencia de los
elementos Ti, Zr y Hf en la estructurafcc. Recientemente se
ha reportado que estos elementos son metaestables en la es-
tructurafcc [14], a partir del estudio de la estabilidad elástica
mediante los criterios de Born [15].

El esfuerzo ideal -en un cristal libre de defectos y a
T=0 K- es el esfuerzo medido en el punto de inflexión de la
curva de enerǵıa vs.deformacíon, que corresponde al esfuer-
zo máximo del diagrama esfuerzo-deformación. Si no apare-
ce alguna inestabilidad (elástica o vibracional) antes de este
punto, el esfuerzo ḿaximo corresponderá al esfuerzo ideal.
Por lo tanto, el estudio del esfuerzo ideal puede ayudar a iden-
tificar aspectos del comportamiento mecánico de los materia-
les, que dependen de cuestiones básicas como la estructura
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cristalina y el enlace quı́mico. A pesar de las aproximacio-
nes realizadas, el valor del esfuerzo ideal se puede acercar a
situaciones reales en donde la densidad de defectos es muy
baja, tales como estudios de nanoidentacion. En situaciones
normales, el esfuerzo ideal aporta resultados cualitativos del
comportamiento mecánico de los materiales. Mientras que la
mayoŕıa de los estudios de esfuerzo ideal han sido realizados
casos tales como la tensión uniaxial, de corte y direcciones
de deslizamiento, el esfuerzo que influye en la mayor parte
de los feńomenos mećanicos es de carácter multiaxial [16].
Por ejemplo, el valor del esfuerzo triaxial a tensión juega un
papel muy importante en el estudio de la propagación de grie-
tas debido a esfuerzos triaxiales en la punta de la grieta [16].

En este trabajo estudiamos la resistencia mecánica ideal
de los elementos Ti, Zr y Hf con estructurafcc, pues de acuer-
do a nuestro mejor conocimiento no existe un estudio al res-
pecto. Este artı́culo est́a organizado de la siguiente manera:
en la Sec. 2 presentamos los detalles computacionales del tra-
bajo, aśı como tambíen la metodoloǵıa de ćalculo, en la Sec. 3
presentamos nuestros principales resultados y finalmente da-
mos nuestras conclusiones.

2. Métodos de ćalculo

Se realizaron ćalculos de primeros principios para obtener
paŕametros de red y constantes de elasticidad de Ti, Zr y Hf
en las estructurashcpy fcc, usando la teorı́a del funcional de
la densidad (TFD) [17]. Usamos el programa CASTEP [18]
el cual utiliza una expansión de ondas planas para la fun-
ción de onda, usando una energı́a de corte de 500 eV, para
Ti y Zr y 550 eV para Hf. Para la energı́a de intercambio-
correlacíon usamos la aproximación de gradiente generaliza-
do (GGA) parametrizada por Perdew, Burke y Enzerhof [19]
y la aproximacíon local de la densidad (LDA) en la parametri-
zacíon de Perdew y Zunger [20]. En la elección del funcional
de intercambio-correlación, seguimos el criterio de minimi-
zar el porcentaje de error en las constantes de elasticidad, de-
bido a que los criterios de estabilidad elástica dependen de los
valores de dichas constantes. Para la interacción electŕon-ion
usamos la aproximación de pseudopotenciales construidos en
el esquema de Vanderbilt [21]. El muestreo en la zona de Bri-
llouin fue realizado en el esquema de Monkhorst-Pack [22],
usando mallas de 16×16×12 para las estructuras hexagona-
les y 16×16×16 para las estructuras cúbicas. Estos valores
de enerǵıas de corte y mallas permiten que los cambios en
la enerǵıa total sean menores a 1 meV/átomo, garantizando
una buena convergencia. Para mayor simplicidad no se toma
en cuanta el efecto espin-órbita debido a que no cambian sig-
nificativamente los parámetros de red y constantes de elasti-
cidad [23]. Por otro lado, las constantes de elasticidad fueron
calculadas por el ḿetodo de deformaciones finitas [24], dan-
do buen acuerdo con datos experimentales disponibles. Para
utilizar este ḿetodo de ćalculo, se realizaron estudios de con-
vergencia como función de la deformación aplicada, malla
de puntos k y energı́a de corte, dando errores de 0.3 GPa en
promedio, debido áestos paŕametros de ćalculo.

Para asegurarnos de que las predicciones en este traba-
jo son confiables, calculamos primero los parámetros de red
y constantes de elasticidad de los elementos en la estructu-
rahcp. Los errores en nuestros cálculos son del mismo orden
que los reportados habitualmente en la literatura. Por lo tanto,
usando la misma metodologı́a calculamos los parámetros de
red y constantes de elasticidad para las estructuras cúbicas.

Un cristal ćubico tiene tres constantes de elasticidad in-
dependientes: C11, C12 y C44. A partir de los valores de las
constantes de elasticidad se obtuvieron el módulo de compre-
sibilidad (B), ḿodulo de corte (G) y el ḿodulo de Young (E)
en el esquema de Voigt [25]. Para que un cristal con esta si-
metŕıa sea estable elásticamente se deben de cumplir los tres
criterios de Born-Wang [26]:

C11 + 2C12 + σ > 0, (1)

C11 − C12 − 2σ > 0, (2)

C44 − σ > 0. (3)

La primera condicíon corresponde a la desaparición del
módulo de compresibilidad, la segunda corresponde a una in-
estabilidad de corte provocada por una reducción en la sime-
trı́a del cristal, de ćubico a tetragonal u ortorrómbica. De la
misma forma, la tercera condición corresponde a inestabili-
dades de corte provocadas por deformaciones de C44.

3. Resultados y discusíon

Como se menciońo anteriormente, utilizamos dos tipos de
funcionales con el objetivo de minimizar los errores en el
cálculo de las constantes elásticas. En la Tabla I se presentan
los resultados de los parámetros de red y constantes elásticas
experimentales y téoricas para los elementos Ti, Zr y Hf en la
estructurahcp. Para el Ti y Zr, los errores de los parámetros
de red con respecto a los datos experimentales son menores
a 1 % y 3 % para el funcional GGA y LDA, respectivamente.
En el caso del Hf los errores máximos son de 1.25 % para
el funcional GGA y de 3.2 % para LDA. En un cristal he-
xagonal hay cinco constantes de elasticidad independientes:
C11, C12, C13, C33 y C44. A partir de la comparación de las
constantes de elasticidad calculadas y resultados experimen-
tales, se obtienen errores de 7.6 % y 18.4 % en promedio para
el funcional GGA y LDA, respectivamente. Por lo tanto, a
partir de esta parte, los cálculos presentados serán con el fun-
cional GGA. Por otro lado, los valores de estos errores están
de acuerdo con los calculados por metodologı́as de primeros
principios. Esta primera validación de nuestra metodologı́a
de ćalculo nos garantiza al menos que los resultados que ob-
tengamos con las estructurasfcc tendŕan errores similares en
los paŕametros de red y constantes de elasticidad (alrededor
1 % y 7.6 %, respectivamente).

La Tabla II muestra los parámetros de red, constantes de
elasticidad, ḿodulos de compresibilidad (B), corte (G) y de
Young (E) para las estructurasfcc de los elementos Ti, Zr y
Hf. Los paŕametros de red calculados se comparan con datos

Rev. Mex. F́ıs. 57 (2) (2011) 140–145
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TABLA I. Paŕametros de red y constantes elásticas experimentales y teóricas para cada elemento en la estructurahcp. Entre paŕentesis se
muestran los errores del cálculo de las constantes elásticas con respecto a datos experimentales.

Elemento a (Å)/ c(Å) C11 (GPa) C12 (GPa) C13 (GPa) C33 (GPa) C44 (GPa)

Ti

Este trabajo (GGA) 2.94/4.65 166.74 (4.2) 91.07 (1.2) 75.31 (14.1) 188 (3.86) 41.34 (11)

Este trabajo (LDA) 2.86/4.53 182.86 (14.3) 101.37 (12.6) 92.63 (40) 208 (14.9) 34.6 (25.6)

Exp. (Ref. 28 y 29) 2.95/4.67 160 90 66 181 46.5

Otros ćalculos (Ref. 30) - 175 82.6 74.7 196 41.8

Zr

Este trabajo (GGA) 3.22/5.17 139.18 (3) 68.93 (4.9) 65.64 (0.3) 163.83 (0.6) 25.72 (19.8)

Este trabajo (LDA) 3.14/5.08 145.49 (1.4) 73.26 (1) 80.40 (22.9) 177.11 (7.4) 18.23 (43.1)

Exp. (Ref. 28 y 29) 3.23/5.14 143.5 72.5 65.4 164.9 32.07

Otros ćalculos (Ref. 31) 3.24/5.18 141.1 67.6 64.3 166.9 25.8

Otros ćalculos (Ref. 32) - 139.4 71.3 66.3 162.7 25.5

Hf

Este trabajo (GGA) 3.23/5.10 168.15 (7) 72.96 (5.2) 70.64 (7) 184.04 (6.6) 41.44 (25.6)

Este trabajo (LDA) 3.08/4.92 202.04 (11.6) 81.79 (6.2) 88.94 (34.7) 227.04 (15.2) 41.18 (26)

Exp. (Ref. 28 y 29) 3.19/5.05 181 77 66 197 55.7

TABLA II. Paŕametros de red, constantes elásticas, ḿodulos de compresibilidad (B), ḿodulo de corte (G) y ḿodulo de Young (E) experimen-
tales y téoricas para cada elemento en la estructurafcc.

Elemento a (Å) C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) B (GPa) G (GPa) E (GPa)

Ti

Este trabajo 4.11 127.40 96.68 59.33 106.92 67.52 43.96

Otros ćalculos (Ref. 14) 4.11 - - 61 107 - -

Exp. (Ref. 11) 4.15 - - - - - -

Zr

Este trabajo 4.52 110.84 79.85 48.24 90.18 56.44 43.97

Otros ćalculos (Ref. 14) 4.52 - - 53 91 - -

Exp. - - - - - - -

Hf

Este trabajo 4.53 132.27 84.41 56.46 100.37 65.96 66.50

Otros ćalculos (Ref. 14) 4.48 - - 67 103 - -

Exp. (Ref. 13) 4.64 - - - - - -

experimentales y téoricos de las Refs. 11, 13 y 14. Para Zr no
hay datos experimentales disponibles, hasta donde tenemos
conocimiento. Los ḿodulos de compresibilidad y corte se
comparan con resultados teóricos de la Ref. 14. Los paráme-
tros de red de nuestros resultados coinciden con la Ref. 14
para el Ti y Zr y en el caso del Hf nuestra desviación es mu-
cho menor al 1 %. En los parámetros de red experimentales
tenemos errores del 1 % y 2.3 %, para el Ti y Hf, respecti-
vamente. Con respecto a los módulos de compresibilidad y
de corte obtenemos un buen acuerdo con los resultados de la
Ref. 14, con desviaciones menores al 1 %. Los módulos de
Young son iguales para el Ti y Zr (dentro de los lı́mites de los

errores de ćalculo) y para el Hf el valor es ḿas grande. Para
tener una idea de la elasticidad de estos elementos hicimos
el cálculo del ḿodulo de Young del aluminio por esta misma
metodoloǵıa y se obtiene un valor de 63.9 GPa (valor expe-
rimental de 69 GPa). De acuerdo a estos valores el Ti y Zr
tienen una elasticidad menor y el Hf similar al aluminio.

En la Fig. 1 se muestran los resultados de los criterios de
estabilidad eĺastica (Ecs. (1), (2) y (3)), como función del es-
fuerzo triaxial a compresión aplicado. Para los tres elementos
el primer criterio crece linealmente y en el caso del segundo
y tercer criterio disminuyen como función del esfuerzo. A
partir de un ajuste de un polinomio de segundo grado obtene-
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FIGURA 1. Criterios de Born-Wang como función del esfuerzo a
compresíon aplicado para el Ti, Zr y Hf en la estructurafcc.

mos que los tres elementos se vuelven inestables por el se-
gundo criterio de estabilidad a los esfuerzos de 15, 13.5 y
22.8 GPa para el Ti, Zr y Hf, respectivamente. Esto significa
que, con la aplicación de esfuerzos hidrostáticos, estos ele-
mentos tienden a reducir su simetrı́a, de ćubica a tetragonal u
ortorrómbica.

Para explicar los valores de los esfuerzos máximos, he-
mos calculado la densidad de estados electrónica para el Ti,

FIGURA 2. Densidad de estados total y parcial para el Ti, Zr y Hf
en la estructurafcc. Se muestran las densidades de carga asociadas
a algunas regiones de la densidad de estados.

Zr y Hf en la estructurafcc (Fig. 2). Las caracterı́sticas ge-
nerales de la densidad de estados han sido discutidas previa-
mente [14] y śolo resaltaremos los aspectos relacionados al
nivel de Fermi y su densidad electrónica asociada. Es cono-
cido en la literatura que varias propiedades fı́sicas tales como
lasópticas y de conducción eĺectrica dependen del comporta-
miento de los estados electrónicos en el nivel de Fermi. Por lo
tanto, daremos una explicación cuantitativa a nivel de Fermi
de la resistencia mecánica. Para cada elemento la lı́nea conti-
nua corresponde a la densidad de estados total y las lı́neas a
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FIGURA 3. Densidad de carga para el Ti, Zr y Hf en la estructu-
ra fcc a nivel de Fermi. Se muestran las vistas isométricas y la del
plano (001).

trazos y de puntos corresponden a los niveles electrónicosp
y d, respectivamente. Para estos tres elementos los niveles
electŕonicos que contribuyen al nivel de Fermi son los esta-
dosd, en mayor proporción, y p, en menor proporción. Los
estados electrónicoss se encuentran a energı́as menores y su
contribucíon es menor. En la parte superior de cada gráfica
se muestra la densidad electrónica asociada en diferentes re-
giones de la densidad de estados. Podemos observar para los
tres elementos que los estados electrónicos antes del nivel de
Fermi la densidad de carga es mı́nima y est́a concentrada en
los átomos de los v́ertices de la celda unitaria. En el caso del
Ti y Zr esta carga es apenas perceptible en la Fig. 2. Sin em-
bargo, la densidad de carga a nivel de Fermi muestra una ma-
yor proporcíon y tiene caracterı́sticas particulares para cada
elemento. Para tener una mejor vista de esta carga la hemos
graficado y se muestra en la Fig. 3. En esta figura se mues-
tran dos vistas de la densidad de carga, una vista isométrica
y otra sobre plano (001). Se puede notar que para el Ti y Zr
la densidad de carga es de tipo esferoidal y se sitúa entre los
átomos que están en las caras de la celda unitaria. Esta carga
es ligeramente ḿas grande en el caso del Ti. La densidad de
carga para el Hf muestra también estas caracterı́sticas y tiene
la misma forma que la densidad de carga del Ti. Adicional-
mente a esta carga, el Hf también tiene carga en lośatomos de
los vértices de la celda unitaria. Un comportamiento similar

TABLA III. Aportaciones de los niveles electrónicosp y d a la den-
sidad de estados total en el estado base y en el esfuerzo máximo
para el Ti, Zr y Hf en la estructurafcc.

Elemento Este trabajo Ref. 14 %

Ti

Total (0 GPa) 1.71 1.75 100

p 0.41 - 22.3

d 1.32 - 77

Total (15 GPa) 1.50 - 100

p 0.37 - 22

d 1.17 - 78

Zr

Total (0 GPa) 1.50 1.66 100

p 0.35 - 24

d 1.14 - 76

Total (13.5 GPa) 1.24 - 100

p 0.29 - 23

d 0.96 - 77

Hf

Total (0 GPa) 1.48 1.49 100

p 0.28 - 21

d 1.17 - 79

Total (22.8 GPa) 1.17 - 100

p 0.19 - 18

d 0.96 - 82

con algunas variaciones en la proporción de la densidad de
carga se obtiene para estos tres elementos cuando están so-
metidos a los esfuerzos máximos. Por lo tanto, podemos ex-
plicar los valores de la resistencia mecánica de estos elemen-
tos a partir de la densidad de estados y densidad electrónica
a nivel de Fermi: el Hf tiene una resistencia mecánica ma-
yor que el Ti y Zr debido al tipo de enlace quı́mico a nivel
de Fermi.Esto es debido a que todos losátomos de la celda
unitaria del Hf participan en el enlace quı́mico. En el caso
del Ti su resistencia mecánica es mayor que la del Zr de-
bido a una mayor proporción en la densidad de carga. Para
probar cuantitativamente esta conjetura, a partir de la Fig. 2
(Tabla III) se han calculado la aportación de cada uno de es-
tos niveles electŕonicos (p y d) a la densidad de estados total,
normalizando al 100 % la densidad de estados total en el ni-
vel de Fermi. Cabe señalar que tenemos un buen acuerdo con
la Ref. 14 con respecto a los valores de los estados a nivel
de Fermi para los tres elementos. En esta tabla se muestran
las aportaciones de los nivelesp y d en ausencia de esfuerzo
(0 GPa) y al esfuerzo ḿaximo. Para los tres elementos tene-
mos una transferencia de carga principalmente de los niveles
p → d. Sin embargo, la mayor proporción de esta transfe-
rencia la tenemos en el Hf (82 %), después en el Ti (78 %)
y finalmente en el Zr (77 %). Este comportamiento fue veri-
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ficado utilizando pseudopotenciales que conservan la norma
con el ćodigo Abinit [27], obteníendose el mismo resultado.
Estos valores se muestran muy cercanos entre sı́ debido a que
sólo se est́a analizando la densidad de carga al nivel de Fermi.
Por lo tanto, la mayor proporción de transferencia de carga se
obtiene para el Hf, después para el Ti y finalmente para el Zr.
Estos valores de transferencia nos indican una mayor propor-
ción de carga en Hf, lo que origina un enlace mas fuerte que
en el Ti y Zr.

4. Conclusiones

Se presentó un estudio de primeros principios de la resisten-
cia mećanica ideal de los metales Ti, Zr y Hf con estructura
fcc. Para estas fases metaestables se obtuvieron los paráme-
tros de red y constantes de elasticidad en ausencia de esfuerzo
aplicado, obteniéndose un buen acuerdo con resultados dis-
ponibles en la literatura. Reportamos los esfuerzos máximos

a compresíon para el Ti (15 GPa), Zr (13.5 GPa) y Hf (22.8).
A partir del criterio de estabilidad no satisfecho, el esfuerzo a
compresíon aplicado tiende a reducir la simetrı́a del cristal, de
cúbica a tetragonal u ortorrómbica. Los esfuerzos ḿaximos
son explicados a partir de la densidad de estados y densidad
de carga a nivel de Fermi, debido a una mayor transferencia
de carga en el Hf. Esto origina un enlace mas fuerte que en el
caso del Ti y Zr. Finalmente, a partir de los módulos de Young
calculados se espera que el Hf tenga una región de elasticidad
mas grande que el aluminio y menor para los metales Ti y Zr.
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perćomputo (CNS, Ḿexico).
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