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Entrelazamiento cuantico espurio con matrices seudopuras extendidas 4 por 4
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En este aftulo consideramos una extetisimateratica para el concepto de matriz seudopura RMN, en el caso particular de matrides

a partir de matrices nddicas. Se presentan ejemplos de matrices densidad entrelazadas son presentados. Aquel entrelazamiento, identificado
por el criterio de Peres-Horodecki, es espurio debido a que no es posible asignar estas matrices a cualesquierareitaside cun sistema

de espines nucleares RMN.

Descriptores: Entrelazamiento dntico; criterio de Peres-Horodecki; estado seudopuro.

In this paper, we consider one mathematical extension for the concept NMR pseudo-pure matrix in the particulat cadentdtrices,
from non-physical matrices. Examples of entangled density matrices are presented. Those entanglement, identified by the Peres-Horodecki
criterion, is spurious because it is not possible to assign these matrices to any physical state of a system of NMR nuclear spins.
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1. Introduccion computaddn ctantica RMN de soluciones$quidas a tempe-
ratura ambiente para lidiar con la limitéoi impuesta por la
imposibilidad de describir a |a totalidad de los espines RMN

A pesar de la abundante y diversa prodancen el campo o un estado puro, se puede expresar de la siguiente manera:
de la computaéin cuantica [1,2], en la cual se vienen con- 1

siderando distintos sistemdsitos y el uso de variag¢ni- Pe = 2—NI + €p1, 1)
cas, inclusive tbridas, lo que sabemos del entrelazamiento

cuantico quantum entanglemeri3,4] en lo que se refiere a g{?\;]l(\jledpg es unacémaltrlz densidad qute_ regres_edntz el estado
su significadofsico, a§ como a su generatm, preservaéin € una macula,p; €S una matriz densidad corres-

y medida, lo que en buena parte depende de la interpetaci pondiente}sl elemgnto observable en un experimento RMN y
de los resultados experimentales, permanece claramente @FBMIHM kpT, sller)doT Ia;jg)elmpefatgralg:g la con§tante
completo. La identificaéin tedrica de dicho entrelazamiento 9€ 20 tzmann YV elnimero .|ts:cyant|c'os, €s un pame-

es un asunto que, en el casasmeneral de mezclas edttd tro que mide el grado de polarizéai del sistema de espines

cas, &n no ha sido aclarado, mientras que su represé@mtaci (en el campo maggtico H). L, .
matendtica esh formalmente incorporada en la estructura de Por 9”0 I_aFio, en Iq computaxi cuantica hay la necesi-
diversos algoritmos y protocolos. Del lado de las implemen—dad de |d<,ent!f|car el cacter separable o entrelazado de los
taciones experimentales de compubaccLantica contamos estadqs canticos; es por ello que fueron gstableudos algu-
varios casos destacables, algunos de ellos habiendo hecho %crlterlos, como el de Peres-Horodecki [17,18], que esta-

de sistemasi$icos (moéculas) con esp nuclear sensible al §’ en el caso _partlc#_la_r dte n;atrlces dg_rlw_zmgdél,, unal
fenomeno de la resonancia magica nuclear (RMN), como condicbn necesaria y suficiente de separabilidad. Asism

enlas Refs. 5,6y 7, correspondientes al caso de esiglear gon&dera_r la ntaturaleza det IOIS aSP”tPS ?ue.s;mmabo.rda— )
T = 1/2, los que apidamente Ilamaron la atebaiy gene- 0s, conviene tener presente las siguientes informaciones:

raron un intenso debate sobre la capacidad de los sistemas(i) una matriz no&lo por ser del tipo matriz densidad ten-
RMN para implementar o simular el entrelazamiento [8-11]; dra asegurada una representacile (correspondencia
otras implementaciones han sido realizadas usandeos con) un estaddsico accesible a un sistemaaeico;
cuadrupolares dé = 3/2, como en [12-14]. En todos esos
experimentos fueron manipulados (indirectamente)umes

ro macrosopico de paifitulas ciénticas, pero@o un riimero
pequédio debits cuanticos, los mismos que fueron realizados
gracias a la prepardm del sistema RMN en un estado ini- (zi7) el concepto de entrelazamiento maétito, que ha

(4¢) no todo estado que se pueda escribir con la forma en-
trelazada correspondemecesariamente, a un entrela-
zamiento verdadero, es decisito [19,20]; y

cial especial, a la evoluzn unitaria reflejada en los estados sido introducido para diferenciarlo del verdadero en-
cuanticos y a los tiempos de coherencia relativamente largos. trelazamiento y que fue discutido primero por Val-
Dicho estado especial, denominado seudoppsedopure qui [20], sea usado para designar matrices que, tenien-

statg [15,16] y que fue propuesto dentro del modelo de la do el aspecto de entrelazadas, no puedan ser colocadas
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en correspondencia con cualquier estadantico ac- entrelazamiento espurio para mezclas éstamadis4 x 4 y al
cesible al sistema considerado. Finalmente, convienbacerlo estaremos confrontados con el problema acerca de
indicar que en las Refs. 21 y 22 se presentan situacidas condiciones bajo las cuales un criterio mattoo (el de

nes concretas de entrelazamiento matizo en el ca-  Peres-Horodecki) llega a tener validézi¢a para el sistema

so de estados puros. cuantico considerado.

A continuacon presentamos la estructura de esteEait
lo: en la Sec. 2 definimos matéticamente la exter@i para  2.1. Método numérico
los estados seudopurds< 4, la que incluye una subseéai
sobre la estrategia usada para generar las matrices extendiddg€sguema que hemos implementado para buscar matrices
entrelazadas. En la Sec. 3 presentamos los ejemplogrium Pt gue sean entrelazadas consiste en generar (repetidamen-
cos concretos de matrices con entrelazamiento. En la Sec!@y dentro de ciertos intervalos) un conjunto de lifneros
presentamos una caracterizaciparcial del conjunto de es- @aleatorios que consideramos como los coeficientes indepen-

tas matrices entrelazadas y, finalmente, presentamos nuestfigntes de la expart de una matria;” individual en la base
conclusiones. de productos de matrices de Pauli. Cuando todos los autova-

lores de la matrip¥ ad constrida satisfagan la Ec. (4) en-
tonces, a tra@s de la Ec. (2) y para un valor del paretro
¢ previamente elegido, construimos la magjz y la matriz

Volvamos a la Ec. (1) con la inter@zi de identificar la con- transpuesta parcialmentg, -, a3 como sus autovalore_s S

dicion (apenas matetica) mhs general que garantice que verificamos que (al menos) un a_uto_valor]ﬂrg es negativo,

p. Sea una matriz densidad. Se puede percibir que tal condgntonces, de acuerdo con el criterio de Peres-Horodecki, la
. .

cibn existe, tréindose, en verdad, de 2 condiciones, Siend&orrespondlente [ngtrwe Ser enttelazada. A conynwm
que una de ellas establece queno necesita ser una matriz desarrollamos exfitamente este &todo para los siguientes
densidad valores del pa@ametroe: 1072y 3.3 x 1075,

Denominamos matriz seudopura extendigg)(a una
matriz densidad que tiene la forma (1), pero que, a diferenci
deésta, se obtiene a partir de matripgextendidas’) que
no son matrices densidad: ellas son hermiteanas, tienen traza
1y al menos un autovalor negativo. Entonces escribimos,

2. Matriz seudopura extendida

3. Ejemplos de matrices4 x 4 con entrelaza-
miento espurio

En la base de productos de matrices de Pauli, construida a

PP =(1- e)% +epP, ) partir de{Ul,Ug,O'g., o4}, conoy = Is, 02 = 0y, 03 = 0y,

o4 = 0., Una matriz densidag, de tamé&o 4 x 4, se puede

dondel, es la matriz identidad x 4. Comop¥ no es una expresar de la siguiente manera:
matriz densidad, la matriz”, de acuerdo con (2), tanésn
podiia tener algn autovalor negativo; por ello, para dar con- 1 <
sistencia a nuestra exteosj debemos imponer una segunda P=y Z Cijj 0i ® 05, ®)
exigencia o condiéin, asegurando Bguep” sea una matriz L=l
densidad. De la Ec. (2) es evidente qiey p¥ conmutan,  gondeCy, = 1y —1 < Ci; < 1. Pero si necesitamos re-
entonces, si representamos oy A, a10s respectivos auto- resentar matrices que sanicamente hermiteanas y tienen
valores, definidos para el conjunto de autovectores eRIBPM 5,4 jgual a 1, entonces el intervalo de posibles valores para

la siguiente reladin es alida: los 15 coeficientes independientgg es mucho ras amplio.
Ae=(1—€)/d+ €. (3) En particular, para el conjunto de coeficienfes ordenados
. o . en la matriz_,
Imponiendo qué\. > 0, obtenemos la siguiente relaoi
A1 > —(1—€)/4e. (4) +1.0000 —0.6429 —29.4845 —7.2208
B +4.1172  —8.5393  +5.5682 —23.6294
Esta condidin sobre los autovalores @¢ garantiza que las C= —99.7868 —18.9588 +4.6408 —6.2254 | (6)
pE sean matrices densidad. La extémsinateratica asde- —98.7033 —15.2617 —19.8301 —16.7560

finida nos conduca a los primeros ejemplos némicos de
| resulta, usando la Ec. (5), la siguiente matriz:

—12.9200 —3.9762 + 12.3287t  —4.8780 + 7.25307 —3.2950 + 3.34761
e | —3.9762 —12.3287i —0.9316 —0.9746 + 6.1318¢  +6.9367 + 4.1403¢ )
PL = | _4.8780—7.2530i —0.9746 — 6.1318i  +9.8096 +3.6547 + 2.4136¢

—3.2950 — 3.34767  4+6.9367 — 4.14037  +3.6547 — 2.4136¢  +5.0420
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verificando que es hermiteana, tieng¢skr) = 1y dos autovalores negativos,

A1 = —23.1909, Ao = —4.4928, A3 = +7.3209, \; = +21.3628,

siendo, por lo tanto, una matriz nisica. Al considerar la matriz’” anterior y el valor = 10~2 en la Ec. (2) obtenemos la

siguiente matrizpZ,

+0.1183

—0.0398 — 0.12333
—0.0488 — 0.07257
—0.0330 — 0.03351

—0.0398 + 0.1233:
+0.2382

—0.0097 — 0.06134
+0.0694 — 0.0414¢

—0.0488 + 0.0725¢
—0.0097 + 0.0613¢
+0.3456

+0.0365 — 0.0241¢

—0.0330 + 0.0335:
+0.0694 + 0.04144
-+0.0365 + 0.0241:
+0.2979

®)

verificando que es hermiteana, tiengfr) = 1y autovalo-
res no negativos:

A\ = +0.0156, Ao = +0.2026,
A3 = +0.3207, Ay = +0.4611;

donde los valores de los coeficienfes; han sido ordenados
en la siguiente matriz:

+2.3456  4+0.0576 +0.6592 +2.6488
por lo tanto,p” es una matriz densidad. Ahora aplicaremos 10.4288 40.1336 —0.4280 —1.0416
de manera formal el criterio de Peres-Horodecki a la matriz = 41.1232 —0.2536 —0.2216 —0.7248 " (10)
pE; para ello, primeramente, debemos definir una base de 11.6032 —0.9848 —0.8000 —0.5456

matrices densidadip,, p2, p3, p4}. Entonces consideramos

las siguientes matrices: obtenida por una transformaci de cambio de base a partir

P 1 ( Lo > Py = 1 ( I - ) de los coeficientes de” en la base de productos de matri-
2\ 0 1)’ 2\« 1 )7 ces de PaulB; ; = tr(pfo; ® o;). La matriz transpuesta
1/1 1 10 parcial dep?, representada agpor P(p) y definida (indis-

p3 = 3 ( 11 ) , P4 = ( 0 0 ) . 9) tintamente) por la transpostei de cualquiera de sus partes,

como a continuaéin,
Al reescribir la matrizo”, en (8), en la base de matrices den-
sidad, dada en (9), tenemos ;A
s 1 P(pf) = 1 > Dijpi®(p)"
P =7 Z D;,j pi @ pj, irj=1
1,7=1
| nos conduce a la siguiente matriz:

P(pF) =

+0.1183

—0.0398 + 0.1233:
—0.0488 — 0.07257
—0.0097 — 0.06131

—0.0398 — 0.1233¢
+0.2382

—0.0330 — 0.03352
+0.0694 — 0.0414¢

—0.0488 + 0.07252
—0.0330 + 0.0335:
+0.3456

-+0.0365 + 0.0241:

—0.0097 + 0.0613¢
-+0.0694 + 0.04144
+0.0365 — 0.0241¢
+0.2979

)

(11)

la cual tiene los siguientes autovalores:

A1 = —0.0080, Ay =+0.2379, A3 = +0.3425, A4 = +0.4275,

con)\; < 0. Por lo tanto, de cuerdo con el criterio de Peres-Horodechi, la métres entrelazada.

Un segundo ejemplo de esta situ@acpero usando un valor del anetro igual & = 3.3 x 102, que es del mismo orden
de magnitud como en las implementaciones experimentales de CC-RMN de soluitjoitssla temperatura ambiente, y la
siguiente matriz de coeficientes g€ en la base de productos tensoriales de matrices de Pauli:

+0.0010 +49.1000 +8.9909 +8.8544
a3 +9.7067 +8.9003 +9.9779 +9.5595
C=10"x +9.9593 +9.6036 +9.7759 +49.3788 (12)
+9.8103 +9.6321 +49.2731 +49.9868
Entonces, usando la Ec. (2), obtenemos la siguiente matriz:
+0.4864 +0.1545 — 0.1507%¢  +0.1589 — 0.1595¢ —0.0072 — 0.1615¢
E _ +0.1545 + 0.1507¢  +0.1755 +0.1541 + 0.00317 40.0012 — 0.0048¢ (13)
Pe = | 40.1589 +0.1595i +0.1541 — 0.0031i 0.1597 —0.0044 + 0.00237 |’

—0.0072 + 0.16157 +0.0012 + 0.0048: —0.0044 — 0.0023: +0.1784
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la cual es hermiteana, tiene(Ff’) = 1y autovalores
A = 40.0008, Ay = +0.0256, A3 = +0.2179, X\, = +0.7557,

y la siguiente matriz transpuesta parcialmente:

+0.4864 +0.1545 + 0.1507¢  4-0.1589 — 0.15957 +0.1541 + 0.0031%
P(p?) = +0.1545 — 0.1507¢  4-0.1755 —0.0072 — 0.16157 +0.0012 — 0.0048¢ (14)
Pe) =1 +40.1589 +0.1595i —0.0072 + 0.1615i +0.1597 —0.0044 — 0.00231

+0.1541 — 0.00317 4-0.0012 4+ 0.0048 —0.0044 + 0.0023¢ +0.1784

con autovalores
A = —0.0024, Ao = +0.0288, A3 = +0.2181, A4 = +0.7555,

siendo un autovalor negativo, como en el primer ejemplo. Por lo tanto, ambas mafrjaedas en (8) y (13), corresponden
a situaciones de entrelazamiento de acuerdo con el criterio de Peres-Horodechi.

4. Caracterizando el conjunto de matricesp” e
entrelazadas 3500 |
Los ejemplos anteriores de matrice’s entrelazadas, gene- 3000

radas a partir de matriced’, no constituyen casos aislados.

to de las matrices de ese tipo. La Fig. 1 muestra un mapz£ ,,,,|
donde se presenta la fradnide matricep” entrelazadas en E
funcion de los intervalos de defindn de las matricep?, 5 1800y
las mismas que, a trés de la Ec. (2), producen las matrices
entrelazadas. La Fig. 2 muestra un histograma detaro

de matrices entrelazadas que tienen una distancia de Hilbert ., |
Schmidt dada al denominado “estado gato”, el estado con el
maximo grado de entrelazamiento, donde las matrices con- h : : : ' :

. L ) . 0.2 0.4 o.ls 0.8 1 12 14
sideradas fueron definidas a partir de matricésdentro de Distansia Hilbert-Sc hmit

u_n intervalo< Cm_ln, Cmax > fijo (ver SUb'SeC‘_ 2.1); esta_ FIGURA 2. Histograma del amero medio de matrices seudopu-
figura nos da una idea del grado de entrelazamiento asociaggs extendidas y entrelazadas que tienen una distancia de Hilbert-

con las matrices extendidas entrelazadas. Schmidt dada al “estado gato”, consideraade 5 x 10~*. Se ge-
neraron (aleatoriamente) 500,000 matrices en cada ciclalde-c
epsilon=0.005 los y se realid un promedio sobre 10 ciclos.

5. Conclusiones

En los ejemplos de matricgg dados en (8) y (13) las corres-
pondientes matrices!”, u otras de esa misma naturaleza, no
pueden ser implementadas experimentalmente agrde la
aplicacbn de pulsos de radiofrecuencia (representados por
matrices unitarias), al contrario de lo que corresponde para
matrices densidag; de estados seudopuros. En consecuen-
cia, y a pesar de que las matrige€s anteriormente mencio-
nadas son entrelazadas de acuerdo con el criterio de Peres-
Horodecki, no es posible establecer ninguna correspondencia
T IIE——— fisica entre cualquiera de las matrigefs y un estado ii-

Crin co accesible a un sistema de espines nucleares RMN; de es-

FIGURA 1. Fraccbn de matriceg? entrelazadas (en escala de co- ta manera, el entrelazamiento de las matrjg€snostradas

lores) encontradas en 1000 matrigds generadas aleatoriamente en (8)y (13) np esisico, sino e_spurlo 0 mf'it_eltlco. Parale-
(como es descrito en la sub-sémti2.1) dentro de cada interva- lamente, los ejemplos construidos han sidites para mos-

lo < Cmin, Cmax >; fueron considerados 130 valores tanto para trar que |5} sola aplicagn del criterio mat.emtico de Pere;-
Crnin como paraCmax, siendo el valor del pametro usado igual ~ Horodecki, a pesar de usado con matricegt4no es sufi-
ae=>5x 1075 ciente para identificar el entrelazamientsido; aq&l debe

Crnax
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ser complementado con la evaluatiedrica sobre la posibi- da “fidelidad de entrelazamiento”; en ese caso, noipatrs

lidad de establecer una correspondencia entre matrices desstar seguros de que a teavde los valores de tal furgci se
sidad y estados é@nticos accesibles al sistema consideradoestata midiendo alguna cantidad asociada con el entrelaza-
Por otro lado, aparte de los procedimientos de implementaniento fisico en el sistema considerado. Finalmente, el con-
cion de un estado é@mntico existen los de medida de estadotexto en el que hemos definido la extémsimatenatica, los
cuantico. En la CC-RMN es clara la iz por la cual las ejemplos mostrados y la discasiofrecida nos han servido
matricesp. no pueden ser medidas experimentalmente; epara aclarar el significado de la siguiente preguntaesiuna
cambio, las matriceg; si son medibles, lo que se consigue matriz densidad x 4, cuya matriz transpuesta parcialmente

a tra\es del procedimiento experimental conocido como “to-tiene (al menos) un autovalor negativo, entonces ¢ la matriz
mografa de estado @ntico”. En ese procedimiento se asu- correspondér (necesariamente) a una situacde entrelaza-

me que la matriz a ser tomografiada es una matriz densidathiento? Tal pregunta tiene respuesta negativa en el caso del
es decir, no se verifica en laboratorio que las matrices implesntrelazamientadsico.

mentables son matrices densidad, sino que se parte de ello

para construir experimentalmente tal matriz. De manera quey
para conseguir medir alguna matriz que no sea del tipo matriz

densidad, sino solamente hermiteanay con traza igual a UngpB agradece al prof. Holger Valqui (UNI, Lima) por las
como se ha considerado para las matrices extend{ﬁl,as_te- aclaraciones sobre distintos aspectos del entrelazamiento
procedimiento de tomogriaf de estado @ntico. Aun Mas,  Rijo de Janeiro) y Henrique Saitovitch (CBPF, Rio de Janeiro)
rar no el procedimiento formal de tomogwafsino aquel que | de Rs-Doutorado - PNPD, de la FundacCoordendip

incorpora la modificadéin mencionada anteriormente) p@dr  4e Aperfeicoamento de Pessoal dedl Superior - CAPES,
obtenerse, a partir de otras medidas, el valor de la denomingysil, por el apoyo financiero.
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