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Este ariculo considera a un sistema tipo caja negra coamina interna desconocida. Para describirla se requiere de un estimador basado

en la variable instrumental, de la matriz de trar@igy del identificador que es resultado de un modelo simplificado. El modelo propuesto de
manera recursiva €stn espacio de estados y tiene &ifmente la ganancia interna, comairico elemento desconocido por describir. El
estimador se aproxima y en el mejor de los casos, converge a una vecindad de la referencia, lo que permite ser una herramienta del identifi-
cador al usar a la matriz de transiciones de una maner#ieaaésolviendo el problema de convergencia del filtro. La convergencia puede
observarse por el funcional recursivo del error de identif@adComo ejemplo, se desarla simulacdn del modelo en diferencias finitas

de un motor de CD requiriendo conocelegliramica interna de operdgi tiene. El estimador con la variable instrumental éodescribir al

parametro para diferentes condiciones de opéragise dio seguimiento a lafs. El funcional de error para diferentes ganancias dentro de

la regbn de estabilidad discreta, es convergente. Y la fumdie distribu@n del identificador se aproxima a la corriente directa del modelo.

Descriptores: Procesos estasticos; estimaon; filtrado; identificadn.

This paper considers a black box system with unknown internal dynamics. The estimator based on instrumental variable requires, the transi-
tion matrix used in the identifier which results in a simplified model. The recursive space state model allows an explicit internal gain which is
unknown and undescribed. The recursive estimator allows knowing the internal dynamics of the black box system in an analytic manner and
in the best cases, converges to a reference neighborhood, becoming a necessary identification tool solving the convergence filter problem. The
convergence estimator and the identifier are seen from the recursive functional identification error. An example was developed to simulate
the DC motor in a finite differences model that requires knowing the operation of internal dynamics. The instrumental variable estimator
describes the different operating condition parameters and monitors the direct current signal in finite differences. The functional error to
different gains in the stability discrete region converges, and approximates the distribution of the direct current model.
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1. Introduccion En la piactica, los modelos son de naturaleza recursiva,
como ejemplo de filtros digitales recursivos se tienen los fil-
tros de Kalman [19] y de Medel-Poznyak [12].

Un filtro es un dispositivo que elimina, extrae, predice, re-

construye y describe parte de la infornacide un sistema,

de acuerdo a un criterio previamente establecido [15].

Con base en el problema de presuponer conocidos los
palametros, se desarrollaron aplicaciones sicé [16-18]
con aportaciones a vimn artificial para el seguimiento de
trayectorias de movimiento de parlas, que en condicio-
nes diramicas se requim secuencias de matrices de transi-
cion, lo cual llew al desarrollo de estimadores degraetros
dinamicos recursivos [13].

El proceso de filtrado sin alterar la dimica del siste-
ma de referencia, requiere de una plan@a@xperimental,
seleccionando un modelo y vadiddolo para describir de
una manera aproximada lafse observabley, Consideran-
do su excitadn v, el proceso de filtrado esintegrado por Dentro de la teda de filtrado existen dos procesdssb
el estimadofay, y el identificadormy; que para aproximar- cos se@n Haykin [15] y Medel [10], que son lastimacbn
se a la skal deseada requiere de la exciaciy, que per- vy la identificacbn. La estimadn describe la diamica de
mite obtener una $al identificada observablg,; el error  los padmetros del sistema representados @oy la iden-
de identificacdn e;, se establece por la diferencia entre latificacion, la diramica de los estados representados/pgr
sdial observabl@;, y su identificada observabig, de acuer- todo ello con respecto al sistema de referencia, de acuer-
do con la Fig. 1. do con la Fig. 1.
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N(u,0? < oo). Existe un modelo del proceso tipo caja ne-

1 o 1
I U, k N
I f@ k) : gra simplificado dado por (2).
I + |

~ + Sistema de | ~ ~— ~

Vi T 14 @2 referencia | Y = aYk—1 + Vi, (2)
I

Filwo digial g dondea y 7, son el paametro y el ruido del proceso, respec-
Estimador de tiVamente.

parametros

Demostracbn 2.1Ver anexo, demostramn 5.1.
Sedin la demostraéin del teorema 2.1, y basados en los

— conceptos sobre sistemas de secuencias de estados [9] al con-
Identificador de . . ~ ~
estados siderar la varianz&), = E{y?_, — d(Vx—1Jk—1)}, la cova-
__________ rianzaP, = E{yryr_1}, la mediay, as como sus formas
recursivas, se determina el paretro estaasticoay, basados
FIGURA 1. Esquema general de un filtro digital funcionando como en los conceptos sobre sistemas de secuencia de estados [9].
estimador de pametros e identificador de estados. Teorema 2.2 Existe un estimador estastico recursivo

N S ) o o 3 paraay, con respecto a un sistema tipo caja negra 2.
Cualificar la eficiencia de un filtro, significa describir sus

propiedades de convergencia a &sdel funcional del error ~ (UrUk—1) + (k — 1) Pr_q

A

J (k) dado por el segundo momento de probabilidad del error @ = 2 — A gk) + (k= 1)Qx1 ®)
de estimadn o de identificadin e, [10,15].

El sistema de estudio es un modelo tipo caja negra en el pemostracibn 2.2Ver anexo, demostramn 5.2.
que lo se observa; < R,y v, € R, ambas cork < Zf- Se define el filtro estdstico recursivo covariante com-
La relacbn en el sistema entre la saliga y la excn.acon pleto por el teorema 2.3 y por el teorema 2.4.
externav, = {v; : i = 1,...,k,k € Z*} esh descrita por

Teorema 2.3 Sea el modelo del sistema tipo caja negra
con entrada y salida estésticaz; e yx, respectivamente y
~ gue tienen las propiedades de invarianza observadas en sus
Uk = f(ve, k) + v, (@) segundos momentos. Existe un filtro eastico recursivo co-
variante definido por (5).

f(vg, k) € R. Asi, el modelo se representa en la forma (1):

dondef (v, k) es la funcbn objetivo del filtro [8,9] i, es el
proceso de innovadn dado por la variable aleatoria del error ~
de medicdn. R Yk =
El identificador es descrito pgp, con errore;, formado
por la diferencia entre el filtro y la salida de referencia. | ) ) ]
La estimaddn es descrita a trée de un proceso de in- Y la evaluacdbn de la convergencia del filtro mediante su
novacbn involucrado en la formulagh y validacen del mo- ~ €T0r queda dado por (5). .
delo (1) con respecto a lafsa de referencia, permitiendo ~ Teorema 2.4 Sea el error de identificadne;, = yi — ..
construir la matriz de transiciones necesaria para el identifiE! funcional del error.J, est dado de manera recursiva
cador [1,2,12]. En el caso de gasta no sea estacionaria ni Por (5).
homogenea no es posible utilizar elatodo de estimaén de 1
minimos cuadrados. Jp = z (ef + (k —1)Jy_1) (5)
En este aftulo se aplica el @®todo de estimadh re-
cursiva mediante el segundo' momento de probapilidad COMO  pemostracidn 2.4Ver anexo, demostram 5.4.
en [2,3] y se desarrolla un filtro con la variable instrumen-
tal como proceso de innovdcei para expresarlo de manera

recursiva y observar su evolaci en el tiempo. 3. Aplicacion y resultados

apYr_1 + Uk (4)

Demostracbn 2.3Ver anexo, demostramn 5.3.

2. Estimador con proceso de innovaéin 3.1. Aplicacion

El modelo en espacio de estados con ruidos acotados por uﬁémodelo materatico de un motor de corriente directa (CD)

distribucibn gaussiana ség la Ref. 4 es descrito en (1). La tlpo6ser||e se feE’_fese”Ea por I7a.ecrmcdel circuito eéctri-
funcion f (v, k) est definida como el producto interior en- co (6) y la ecuadin mednica (7):
tre el estado observable con un retaggo,, y el paametro

= . di
desconocid@,. uw= Ri+ L@ + Aow, (6)
Teorema 2.1 Sea el modelo del sistema tipo caja ne-
gra con entradar, y salida acotaday,, con dominios en Jw =Ty —7L. Q)

Rev. Mex. .57 (3) (2011) 204-210



206 R.P. OROZCO, R.U. PARRAZALES Y J. DE J. MEDEL AREZ

0.01 :

—
0.009 |
0.008} i e e = .-
0.007f oo R SR -
0.006f o - R R - 1
1.5} 1 : : : : i
< ; : ; ; ;
0,005 - R - -
e = )
Q i 0.004 e B - 1
1 1 :
U 0.003 1
0.002 B
] 0.001 .
0 | n : ; ;
A) 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
0 L L ! L L Muestras
A) 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Muestras
T
!
-0.5} ] Qs
A
2 tre
QQ -1r 7
-1.5F b
B) 1.6 1.7 1.8 1.9 2 21 2.2 23 24 25
-25 ; H ; ; ; Frecuencia
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
B)

Muestras
FIGURA 2. Simulacbn del Comportamiento d’;% en un motor de FIGURA 3. Simulacbn del Comportamiento de un motor de CD.
= A) Funcional del erroty, B) Histograma del comportamiento de

CD. A) Comparaddn de s@alesiy, ix. B) Estimacon del paame- 7. en un motor de CD.

tro internoay.

El modelo en diferencias finitas queda expresado en (8)y el recursivo por la Ec. (31), convergiendo hacia ebpag-

~ o~ ~ tro a;, del sistema original (10), para valores|dg| < 1.
A+ T ®) : ginal (10), p del

Se desarroll el proceso de estimdgi para (32) usan-
como herramienta de desarrollo Mat{#bcon diferentes

valores dentro del intervalo de-1, 1).

Corresponde a la forma descrita en (2) requieriendo de (3&0
para conocer sus ganetros y de (4) para observar la evolu-
cion de su estado, Bsomo de (5) para observar en el filtrado
su nivel de convergencia. La Fig. 4A), muestra los resultados de la estirdbag@ara

En la Fig. 2A) se muestra una compatacentre la séal  diferentes valores de, .

de referenuak y la séial identificadaiz. Como se pue_de La Fig. 4B), muestra los resultados del funcional del error

apreciar ampas se encuentran acotad&sqejjson es,toastl- para las diferentes condicionesae

cas. En la Fig. 2B), se muestra la evoartidel paametro

internoﬁk. Observando que en cualquiera de los casos converge a
En la Fig. 3A), se presenta el funcional del erfgraso-  una regdn acotada y es menor a 0.01 unidades.

ciado a la estimabh del paametro internaz,, convergiendo . .
: . Para el caso de que el sistema descrito en (15) tenga un
a cero. En la Fig. 3B), se muestra el histograma del compor-_, ; .
. ~ . palametro de 0.7 unidades, el estimador de acuerdo con (32)
tamiento dej;, en un motor de CD, esto para verificar que la

o ; ; di6 como resultado lo mostrado en la Fig. 4C).
seial de referencia es es#stica y normal.

El resultado de la identificain al sustituir (32) en (15)
3.2. Resultados queda esquematizado en la Fig. 4D).

Se analizan dos aspectos importantes, i) las salidas de En la Fig. 5A), se describe la respuesta del modelo del
las Ecs. (10) y (15), ii) el pametro obtenido por la Ec. (27) sistema (15).
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FIGURA 4. A) Estimacon de paametros para diferentes condicio- Decieles

nes dea, de acuerdo con (15) y (32B) Funcional del error para

diferentes condiciones dg,. C) Convergencia para, = 0.7, de FIGURA 5. A) Amplitud en decibeles dg.. B) Amplitud en deci-
los paametros estimados de acuerdo con el modelo recursivo (32peles dey,.. C) Funcional del error de estimaci (5). D) Conver-
(ax). D) Identificacbn estoéstica de la salida simplificada y la gencia en fundn de distribudn del identificador (4) hacia Bel
salida covariante del modelo (15) pata= 0.7. de referencia (2).
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La Fig. 5B), presenta el resultado de la simwadiel sis- De (10) se obtiene el valor del estado interno con un re-
tema descrito por (32) sustituida en (15). La Fig. 5C), presentardo (13).
ta el funcional del error de la convergencia del identificador
con respecto al sistema (15). La Fig. 5D), presenta las distri- Y = cap + dvg,
buciones de la respuesta del sistema de referencia (2) y la del Yk — dvg = cy,
identificador.
zp = ¢ Yy — ¢y,

—1 _1
C 1= 1y, 13
4. Conclusbn Tpo1=c¢ lyro1— ¢ (13)

R Sustituyendo (13) en (12) se obtienen (14) y (15).

El paiametro estimada, de forma recursiva (3) se acopl

modelo simplificado (4), construyendo el identificador. El ni- yr = ca(c”lyk—1 — ¢ tdvp_1) + chwg 1 + duy,

vel de convergencia de la respuesta del identificador con res-

pecto a la respuesta del sistema tipo caja negra (1) se ¢éogr

traves del funcional de error recursivo (5). = arYp_1 + Vg,
La simulacon del estimador (3), del identificador (4), del - _ . - - (15)

funcional del error (5), y de las distribuciones de (1) y de (4), "~ Yl = k=1 ¥ V-

se desarrollaron en 1400 muestras para diferentes condicio- Se observa en (15) que la salida del sistema de manera

nes de operaon. La Fig. 4a) presenta el (@anetro estaisti-  explicita cuenta con dos tipos derminos: la séal retardada

co concentrado del sistema (1) en sus dos versiones: la cov@e |a saliday;,_; y los ruidos—cac™ dvj,_1 + cbwy,_1 + dvy.

riante y la recursiva, convergiendo esiitima a una condi- QED

cibn estacionaria. En la Fig. 4B) se pregeat seguimiento Demostracbn 5.2 (Teorema 2.2). La normalizami de

del identificador (4) y la salida del sistema (1). las séiales, tanto de entrada como de salida del sistema ti-
La expresbn del filtro recursivo estdrstico (3) con el po caja negra hace un uso adecuado del espacio filtrado. El

identificador (4) permit dar el seguimiento de la respuestaconjunto muestreado de estados internos

del sistema tipo caja negra, con una prégigie convergen-

cia de acuerdo con (5) dex 10~* unidades. X(w) :=A{z(w, k) :weQkeT},

de estados externos

= cac Yyp_1 — cac Ydvy_1 + cbwp_q1 + dv,  (14)

Anexo Y(w) :={y(w,k):wekeT},

En esta secoh se detallan las demostraciones de los teore€0N F'(X (w),Y (w)) € {Y(w)} € N(uy,07<00). El se-
mas de la Sec. 2. gundo momento de probabilidad de (15) respecta;de

Demostracbn 5.1 (Teorema 2.1). El sistema astepre- est determinado por (16):

sentado por las Ecs. (10) y (10). E{GiTn-1} = E{GnTe—17-1} + E{0iJr_1}
Tt = axy + bwy (9) = ar E{yp—1Ur—1} + E{0k¥r-1}
Yr = cxg + dvg (20) = ZikE{@%—l} + E{VkYr—1}- (16)

donde (10) es la ecudsi de transidn de estadoy; es el Sustituyendoy, de (14) en (16) se obtiene (18).

vector de estadogwy} € N(u,02 < 00) es la s@al de

ruido adherida a la ecudni de estaday;, es la salida obser- E{yeik—1} = ax E{Up_1Jx-1}
vada{v} C N(u,,02 < o) esla s@al de ruido agregada a . B
la salidaa y ¢ son paametros del sistemay d son paame- + E{(—cac™ dvg_1 + cbwi—1 + dvy)yk—1}

tros deI_ ruido de medidn de los estados interno y externo, = G E G 1To1) + E{(—cac Ydve_1)Te1}
respectivamente [6-8].

Considerando que (10) es retardada en el tiempo: + E{(cbwi—1)Yr—1} + E{(dvi)yr—1}

= W E{Gi 1} + (—cac ' d) E{vp_19r—1}
+ (eb) E{wi—1Y—1} + (d) E{vkyr—1}

= axB{y;_1} + axdE{vk_17k-1}

yr = c(axp—1 + bwp—1) + dvy, + cbE{wr—1Yp—1} + dE{viYr—1}

Tp = avp_1 + bwy_1 (11)

Al sustituir (11) en (10) se obtiene (12):

= carp_1 + cbwp_1 + dvy. (12) = B{yi_1} + apdE{ve 191} (17)
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Retardada en el tiempo se obtiene (29):

Bk} = a(B{gi_1} + dE{D—1Gk—1})-  (18) ~ Piy

Ya que no hay correlagn entre el ruido y el estado pasado

del sistemaF{wg_1Jx—1} = E{vk¥r—1} = 0, como pue-

Pro1 = ar_1Qx_1 (29)

de considerarse a (14). El sistema (16) tiene la forma (18) y

se tiene el pametro desconocido:
= E{ﬂk’ykal}

Qg

con retardo en el tiempo:

= P
Qr-1

Q-1 =

T B2, — dge1)}

Sustituyendo (29) en (23) la covarianza recursiva se pre-
senta en (30):

o o , X
¢ P =1 [@di1) + (k= Dae1Quea]  (30)
Sustituyendo (30) en (28) el estimador tiene la forma
(20)  (31):

Considerando la ergodicidad de (19), con respecth a
se obtiene (21) y su forma recursiva (22):

~

ap =

% {@k@f—l) + (k- 1)gk—1Qk—1}

on (31)

k
1 . 2 . .
P, = . Z Ui, (21) Finalmente, el p@ametro recursivo queda dado por (32):
=1 ~ ~
= k - ]. . = —
1 - f= |0 G B )
Pe= o | GrBie—1) + D _Gidii1 | - (22)
i=1 Al sustituir (32) en (15) se obtiene el filtro identificador
Tomando (21) con un retardo de tiempo y aplicado(4). L
en (22) se obtiene (23): U = QkYp_1 + Uk
P, = 1 [(Trr—1) + (k — 1) Py_1] . (23) Demostracbon 5.4 (Teorema 2.4). El funcional del
k error (33).

Ahora, considerando la ergodicidad de (19) con respecto

aQ;, su forma recursiva se presenta en (24): Ti = B{( — 5x)*} = E{e}} (33)
B k 1 ~
_ 2 o~ == Ui — U
Qr = T [; Yie1 — d;V¢1yi11 . (24) A ;(y] yj)
Retardada en el tiempo (24) y manteniendo las condicio- 1 [ R k-1 R
i ; ; . R =~ \2 ~ =2
nes de invarianza, se tiene (25): = (e — Yp)” + Z(y] — ;)
1 k—1 k—1 L j=1
= v2 - Vi 1Yio1| - 2 r _
Q-1 kllzyll dZVz 1Yi 1] (25) PP ST = S
=t =1 =% (Y — Yi)” + o1 Z(yj )
Al considerar a (25) en (24), la forma recursiva@ge se L j=1
presenta en (26): r 1
1 ~ = \2 1 ‘ ~ = \2
1 -~ =k )2+ (kE-1)—— Py
Q=1 [~ dohafies + (k= 1)Qua] . (26) | @ ko Dy 2,6 - 0) ]

Entonces el pametro para el filtro eatdado por la esti-

-, o El funcional del error retardado (34):
macbn (27), y al sustituir (23) y (26) en (19).

k-1
= L/k [(Ukyk—1) + (k — 1) Py—1] 1 o
ag = ——— J—1=7—=> (Uj — ;) (34)
: 1/k [@%_1 — dvg_1Yk—1 + (k — 1)Qk—1] k—1 ; ! /
Urtk—1+ (k—1)Pp 1 11 =
= A 27 o= 7 W —Up)* + (k= 1)k
Ui, — dvg_1fk-1 + (k= 1)Qk—1 @) Pk [( BBk )i 1}

Demostracbn 5.3(Teorema 2.3). De (19):
= Pk)
ar = —
T Qu

La forma recursiva es (35):

(28) STk = 1 lef + (k —1)Jp_1] (35)

=

Rev. Mex. .57 (3) (2011) 204-210
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