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R.P. Orozco
Centro de Investigación en Ciencia Aplicada y Tecnologı́a Avanzada del Instituto Politécnico Nacional,
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Este art́ıculo considera a un sistema tipo caja negra con dinámica interna desconocida. Para describirla se requiere de un estimador basado
en la variable instrumental, de la matriz de transición y del identificador que es resultado de un modelo simplificado. El modelo propuesto de
manera recursiva está en espacio de estados y tiene explı́citamente la ganancia interna, como elúnico elemento desconocido por describir. El
estimador se aproxima y en el mejor de los casos, converge a una vecindad de la referencia, lo que permite ser una herramienta del identifi-
cador al usar a la matriz de transiciones de una manera analı́tica resolviendo el problema de convergencia del filtro. La convergencia puede
observarse por el funcional recursivo del error de identificación. Como ejemplo, se desarrolló la simulacíon del modelo en diferencias finitas
de un motor de CD requiriendo conocer qué dińamica interna de operación tiene. El estimador con la variable instrumental logró describir al
paŕametro para diferentes condiciones de operación y se dio seguimiento a la señal. El funcional de error para diferentes ganancias dentro de
la regíon de estabilidad discreta, es convergente. Y la función de distribucíon del identificador se aproxima a la corriente directa del modelo.

Descriptores:Procesos estocásticos; estimación; filtrado; identificacíon.

This paper considers a black box system with unknown internal dynamics. The estimator based on instrumental variable requires, the transi-
tion matrix used in the identifier which results in a simplified model. The recursive space state model allows an explicit internal gain which is
unknown and undescribed. The recursive estimator allows knowing the internal dynamics of the black box system in an analytic manner and
in the best cases, converges to a reference neighborhood, becoming a necessary identification tool solving the convergence filter problem. The
convergence estimator and the identifier are seen from the recursive functional identification error. An example was developed to simulate
the DC motor in a finite differences model that requires knowing the operation of internal dynamics. The instrumental variable estimator
describes the different operating condition parameters and monitors the direct current signal in finite differences. The functional error to
different gains in the stability discrete region converges, and approximates the distribution of the direct current model.
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1. Introducción

Un filtro es un dispositivo que elimina, extrae, predice, re-
construye y describe parte de la información de un sistema,
de acuerdo a un criterio previamente establecido [15].

El proceso de filtrado sin alterar la dinámica del siste-
ma de referencia, requiere de una planeación experimental,
seleccionando un modelo y validándolo para describir de
una manera aproximada la señal observablẽyk Consideran-
do su excitacíon ν̃k, el proceso de filtrado está integrado por
el estimador̂̃ak y el identificadorm̃k; que para aproximar-
se a la sẽnal deseada requiere de la excitación ν̃k, que per-
mite obtener una señal identificada observablẽ̂yk; el error
de identificacíon ek se establece por la diferencia entre la
sẽnal observablẽyk y su identificada observablẽ̂yk, de acuer-
do con la Fig. 1.

En la pŕactica, los modelos son de naturaleza recursiva,
como ejemplo de filtros digitales recursivos se tienen los fil-
tros de Kalman [19] y de Medel-Poznyak [12].

Con base en el problema de presuponer conocidos los
paŕametros, se desarrollaron aplicaciones en fı́sica [16-18]
con aportaciones a visión artificial para el seguimiento de
trayectorias de movimiento de partı́culas, que en condicio-
nes dińamicas se requerı́an secuencias de matrices de transi-
ción, lo cual llev́o al desarrollo de estimadores de parámetros
dinámicos recursivos [13].

Dentro de la teorı́a de filtrado existen dos procesos bási-
cos seǵun Haykin [15] y Medel [10], que son laestimacíon
y la identificacíon. La estimacíon describe la dińamica de
los paŕametros del sistema representados por̂̃ak y la iden-
tificación, la dińamica de los estados representados porm̂k

todo ello con respecto al sistema de referencia, de acuer-
do con la Fig. 1.



ESTIMADOR ESTOĆASTICO PARA UN SISTEMA TIPO CAJA NEGRA 205

FIGURA 1. Esquema general de un filtro digital funcionando como
estimador de parámetros e identificador de estados.

Cualificar la eficiencia de un filtro, significa describir sus
propiedades de convergencia a través del funcional del error
J(k) dado por el segundo momento de probabilidad del error
de estimacíon o de identificacíonek [10,15].

El sistema de estudio es un modelo tipo caja negra en el
que śolo se observayk ∈ R, y νk ∈ R, ambas conk ∈ Z+.
La relacíon en el sistema entre la salidayk y la excitacíon
externaνk = {νi : i = 1, . . . , k, k ∈ Z+} est́a descrita por
f(νk, k) ∈ R. Aśı, el modelo se representa en la forma (1):

ỹk = f(νk, k) + νk, (1)

dondef(νk, k) es la funcíon objetivo del filtro [8,9] yνk es el
proceso de innovación dado por la variable aleatoria del error
de medicíon.

El identificador es descrito por̃̂yk con errorek formado
por la diferencia entre el filtro y la salida de referencia.

La estimacíon es descrita a través de un proceso de in-
novacíon involucrado en la formulación y validacíon del mo-
delo (1) con respecto a la señal de referencia, permitiendo
construir la matriz de transiciones necesaria para el identifi-
cador [1,2,12]. En el caso de queésta no sea estacionaria ni
homoǵenea no es posible utilizar el método de estimación de
mı́nimos cuadrados.

En este artı́culo se aplica el ḿetodo de estimación re-
cursiva mediante el segundo momento de probabilidad como
en [2,3] y se desarrolla un filtro con la variable instrumen-
tal como proceso de innovación para expresarlo de manera
recursiva y observar su evolución en el tiempo.

2. Estimador con proceso de innovación

El modelo en espacio de estados con ruidos acotados por una
distribucíon gaussiana según la Ref. 4 es descrito en (1). La
función f(νk, k) est́a definida como el producto interior en-
tre el estado observable con un retardoỹk−1, y el paŕametro
desconocidỗak.

Teorema 2.1 Sea el modelo del sistema tipo caja ne-
gra con entradaxk y salida acotadãyk, con dominios en

N(µ, σ2 < ∞). Existe un modelo del proceso tipo caja ne-
gra simplificado dado por (2).

ỹk = ãỹk−1 + ν̃k, (2)

dondẽa y ν̃k son el paŕametro y el ruido del proceso, respec-
tivamente.

Demostracíon 2.1Ver anexo, demostración 5.1.
Seǵun la demostración del teorema 2.1, y basados en los

conceptos sobre sistemas de secuencias de estados [9] al con-
siderar la varianzaQk = E{ỹ2

k−1 − d(ν̃k−1ỹk−1)}, la cova-
rianzaPk = E{ỹkỹk−1}, la mediaµ, aśı como sus formas
recursivas, se determina el parámetro estoćasticỗak, basados
en los conceptos sobre sistemas de secuencia de estados [9].

Teorema 2.2 Existe un estimador estocástico recursivo
3 parẫak con respecto a un sistema tipo caja negra 2.

̂̃ak =
(ỹkỹk−1) + (k − 1)Pk−1

ỹ2
k−1 − d(ν̃k−1ỹk−1) + (k − 1)Qk−1

(3)

Demostracíon 2.2Ver anexo, demostración 5.2.
Se define el filtro estocástico recursivo covariante com-

pleto por el teorema 2.3 y por el teorema 2.4.
Teorema 2.3 Sea el modelo del sistema tipo caja negra

con entrada y salida estocásticaxk e ỹk, respectivamente y
que tienen las propiedades de invarianza observadas en sus
segundos momentos. Existe un filtro estocástico recursivo co-
variante definido por (5).

̂̃yk = ̂̃ak
̂̃yk−1 + ν̃k (4)

Demostracíon 2.3Ver anexo, demostración 5.3.
Y la evaluacíon de la convergencia del filtro mediante su

error queda dado por (5).
Teorema 2.4Sea el error de identificaciónek = ỹk−̂̃yk.

El funcional del errorJk est́a dado de manera recursiva
por (5).

Jk =
1
k

(
e2
k + (k − 1)Jk−1

)
(5)

Demostracíon 2.4Ver anexo, demostración 5.4.

3. Aplicación y resultados

3.1. Aplicación

El modelo mateḿatico de un motor de corriente directa (CD)
tipo serie se representa por la ecuación del circuito eĺectri-
co (6) y la ecuacíon mećanica (7):

u = Ri + L
di

dt
+ λ0ω, (6)

Jω = τm − τL. (7)
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FIGURA 2. Simulacíon del comportamiento dẽik en un motor de

CD. A) Comparacíon de sẽnales̃ik, ̂̃ik. B) Estimacíon del paŕame-
tro internỗak.

El modelo en diferencias finitas queda expresado en (8).

ĩk = ãk ĩk−1 + w̃k. (8)

Corresponde a la forma descrita en (2) requieriendo de (3)
para conocer sus parámetros y de (4) para observar la evolu-
ción de su estado, ası́ como de (5) para observar en el filtrado
su nivel de convergencia.

En la Fig. 2A) se muestra una comparación entre la sẽnal

de referenciãik y la sẽnal identificadẫik. Como se puede
apreciar ambas se encuentran acotadas en2A y son estoćasti-
cas. En la Fig. 2B), se muestra la evolución del paŕametro
internỗak.

En la Fig. 3A), se presenta el funcional del errorJk aso-
ciado a la estimación del paŕametro internỗak, convergiendo
a cero. En la Fig. 3B), se muestra el histograma del compor-
tamiento dẽik en un motor de CD, esto para verificar que la
sẽnal de referencia es estocástica y normal.

3.2. Resultados

Se analizan dos aspectos importantes, i) las salidas de
las Ecs. (10) y (15), ii) el parámetro obtenido por la Ec. (27)

FIGURA 3. Simulacíon del comportamiento de un motor de CD.
A) Funcional del errorJk, B) Histograma del comportamiento de
ĩk en un motor de CD.

y el recursivo por la Ec. (31), convergiendo hacia el paráme-
tro ãk del sistema original (10), para valores de|ãk| ≤ 1.

Se desarrolĺo el proceso de estimación para (32) usan-
do como herramienta de desarrollo MatLab(R) con diferentes
valores dentro del intervalo de(−1, 1).

La Fig. 4A), muestra los resultados de la estimación para
diferentes valores dẽak.

La Fig. 4B), muestra los resultados del funcional del error
para las diferentes condiciones deãk.

Observando que en cualquiera de los casos converge a
una regíon acotada y es menor a 0.01 unidades.

Para el caso de que el sistema descrito en (15) tenga un
paŕametro de 0.7 unidades, el estimador de acuerdo con (32)
dió como resultado lo mostrado en la Fig. 4C).

El resultado de la identificación al sustituir (32) en (15)
queda esquematizado en la Fig. 4D).

En la Fig. 5A), se describe la respuesta del modelo del
sistema (15).

Rev. Mex. F́ıs. 57 (3) (2011) 204–210



ESTIMADOR ESTOĆASTICO PARA UN SISTEMA TIPO CAJA NEGRA 207

FIGURA 4. A) Estimacíon de paŕametros para diferentes condicio-
nes dẽa, de acuerdo con (15) y (32).B) Funcional del error para
diferentes condiciones dẽak. C) Convergencia parãak = 0.7, de
los paŕametros estimados de acuerdo con el modelo recursivo (32)
(̂̃ak). D) Identificacíon estoćastica de la salida simplificadãyk y la
salida covariante del modelo (15) paraãk = 0.7.

FIGURA 5. A) Amplitud en decibeles dẽyk. B) Amplitud en deci-

beles dễyk. C) Funcional del error de estimación (5).D) Conver-
gencia en funcíon de distribucíon del identificador (4) hacia señal
de referencia (2).

Rev. Mex. F́ıs. 57 (3) (2011) 204–210
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La Fig. 5B), presenta el resultado de la simulación del sis-
tema descrito por (32) sustituida en (15). La Fig. 5C), presen-
ta el funcional del error de la convergencia del identificador
con respecto al sistema (15). La Fig. 5D), presenta las distri-
buciones de la respuesta del sistema de referencia (2) y la del
identificador.

4. Conclusíon

El paŕametro estimadỗak de forma recursiva (3) se acopló al
modelo simplificado (4), construyendo el identificador. El ni-
vel de convergencia de la respuesta del identificador con res-
pecto a la respuesta del sistema tipo caja negra (1) se logró a
través del funcional de error recursivo (5).

La simulacíon del estimador (3), del identificador (4), del
funcional del error (5), y de las distribuciones de (1) y de (4),
se desarrollaron en 1400 muestras para diferentes condicio-
nes de operación. La Fig. 4a) presenta el parámetro estoćasti-
co concentrado del sistema (1) en sus dos versiones: la cova-
riante y la recursiva, convergiendo estaúltima a una condi-
ción estacionaria. En la Fig. 4B) se presentó el seguimiento
del identificador (4) y la salida del sistema (1).

La expresíon del filtro recursivo estocástico (3) con el
identificador (4) permitío dar el seguimiento de la respuesta
del sistema tipo caja negra, con una precisión de convergen-
cia de acuerdo con (5) de1× 10−4 unidades.

Anexo

En esta sección se detallan las demostraciones de los teore-
mas de la Sec. 2.

Demostracíon 5.1 (Teorema 2.1). El sistema está repre-
sentado por las Ecs. (10) y (10).

xk+1 = axk + bwk (9)

yk = cxk + dνk (10)

donde (10) es la ecuación de transicíon de estado,xk es el
vector de estados,{wk} ⊆ N(µw, σ2

w < ∞) es la sẽnal de
ruido adherida a la ecuación de estado,yk es la salida obser-
vada,{νk} ⊆ N(µν , σ2

ν < ∞) es la sẽnal de ruido agregada a
la salida,a y c son paŕametros del sistema,b y d son paŕame-
tros del ruido de medición de los estados interno y externo,
respectivamente [6-8].

Considerando que (10) es retardada en el tiempo:

xk = axk−1 + bwk−1 (11)

Al sustituir (11) en (10) se obtiene (12):

yk = c(axk−1 + bwk−1) + dνk

= caxk−1 + cbwk−1 + dνk. (12)

De (10) se obtiene el valor del estado interno con un re-
tardo (13).

yk = cxk + dνk,

yk − dνk = cxk,

xk = c−1yk − c−1dνk,

xk−1 = c−1yk−1 − c−1dνk−1. (13)

Sustituyendo (13) en (12) se obtienen (14) y (15).

yk = ca(c−1yk−1 − c−1dνk−1) + cbwk−1 + dνk

= cac−1yk−1 − cac−1dνk−1 + cbwk−1 + dνk (14)

= ãkyk−1 + ν̃k,

∴ ỹk = ãkỹk−1 + ν̃k. (15)

Se observa en (15) que la salida del sistema de manera
expĺıcita cuenta con dos tipos de términos: la sẽnal retardada
de la salidayk−1 y los ruidos−cac−1dνk−1 +cbwk−1 +dνk.
QED

Demostracíon 5.2 (Teorema 2.2). La normalización de
las sẽnales, tanto de entrada como de salida del sistema ti-
po caja negra hace un uso adecuado del espacio filtrado. El
conjunto muestreado de estados internos

X(ω) := {x(ω, k) : ω ∈ Ω, k ∈ T},
de estados externos

Y (ω) := {y(ω, k) : ω ∈ Ω, k ∈ T},
con F (X(ω), Y (ω)) ⊆ {Y (ω)} ⊆ N(µy, σ2

y<∞). El se-
gundo momento de probabilidad de (15) respecto deỹk−1

est́a determinado por (16):

E{ỹkỹk−1} = E{ãkỹk−1ỹk−1}+ E{ν̃kỹk−1}
= ãkE{ỹk−1ỹk−1}+ E{ν̃kỹk−1}
= ãkE{ỹ2

k−1}+ E{ν̃kỹk−1}. (16)

Sustituyendõνk de (14) en (16) se obtiene (18).

E{ỹkỹk−1} = ãkE{ỹk−1ỹk−1}
+ E{(−cac−1dνk−1 + cbwk−1 + dνk)ỹk−1}
= ãkE{ỹk−1ỹk−1}+ E{(−cac−1dνk−1)ỹk−1}
+ E{(cbwk−1)ỹk−1}+ E{(dνk)ỹk−1}
= ãkE{ỹ2

k−1}+ (−cac−1d)E{νk−1ỹk−1}
+ (cb)E{wk−1ỹk−1}+ (d)E{νkỹk−1}
= ãkE{ỹ2

k−1}+ ãkdE{νk−1ỹk−1}
+ cbE{wk−1ỹk−1}+ dE{νkỹk−1}
= ãkE{ỹ2

k−1}+ ãkdE{νk−1ỹk−1}. (17)
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∴ E{ỹkỹk−1} = ãk(E{ỹ2
k−1}+ dE{ν̃k−1ỹk−1}). (18)

Ya que no hay correlación entre el ruido y el estado pasado
del sistema,E{wk−1ỹk−1} = E{νkỹk−1} = 0 , como pue-
de considerarse a (14). El sistema (16) tiene la forma (18) y
se tiene el parámetro desconocido:

̂̃ak =
E{ỹkỹk−1}

E{ỹ2
k−1 − d(ν̃k−1ỹk−1)} =

Pk

Qk
, (19)

con retardo en el tiempo:

̂̃ak−1 =
Pk−1

Qk−1
. (20)

Considerando la ergodicidad de (19), con respecto aPk

se obtiene (21) y su forma recursiva (22):

Pk =
1
k

k∑

i=1

ỹiỹi−1, (21)

Pk =
1
k

[
(ỹkỹk−1) +

k−1∑

i=1

ỹiỹi−1

]
. (22)

Tomando (21) con un retardo de tiempo y aplicado
en (22) se obtiene (23):

Pk =
1
k

[(ỹkỹk−1) + (k − 1)Pk−1] . (23)

Ahora, considerando la ergodicidad de (19) con respecto
aQk su forma recursiva se presenta en (24):

Qk =
1
k

[
k∑

i=1

ỹ2
i−1 − d

k∑

i=1

ν̃i−1ỹi−1

]
. (24)

Retardada en el tiempo (24) y manteniendo las condicio-
nes de invarianza, se tiene (25):

Qk−1 =
1

k − 1

[
k−1∑

i=1

ỹ2
i−1 − d

k−1∑

i=1

ν̃i−1ỹi−1

]
. (25)

Al considerar a (25) en (24), la forma recursiva deQk se
presenta en (26):

Qk =
1
k

[
ỹ2

k−1 − dν̃k−1ỹk−1 + (k − 1)Qk−1

]
. (26)

Entonces el parámetro para el filtro está dado por la esti-
macíon (27), y al sustituir (23) y (26) en (19).

̂̃ak =
1/k [(ỹkỹk−1) + (k − 1)Pk−1]

1/k
[
ỹ2

k−1 − dν̃k−1ỹk−1 + (k − 1)Qk−1

]

=
ỹkỹk−1 + (k − 1)Pk−1

ỹ2
k−1 − dν̃k−1ỹk−1 + (k − 1)Qk−1

(27)

Demostracíon 5.3(Teorema 2.3). De (19):

̂̃ak =
Pk

Qk
(28)

Retardada en el tiempo se obtiene (29):

̂̃ak−1 =
Pk−1

Qk−1
,

Pk−1 = ̂̃ak−1Qk−1 (29)

Sustituyendo (29) en (23) la covarianza recursiva se pre-
senta en (30):

Pk =
1
k

[
(ỹkỹk−1) + (k − 1)̂̃ak−1Qk−1

]
(30)

Sustituyendo (30) en (28) el estimador tiene la forma
(31):

̂̃ak =
1
k

[
(ỹkỹk−1) + (k − 1)̂̃ak−1Qk−1

]

Qk
(31)

Finalmente, el parámetro recursivo queda dado por (32):

̂̃ak =
[
(k − 1)Qk−1

kQk

]
̂̃ak−1 +

ỹkỹk−1

kQk
(32)

Al sustituir (32) en (15) se obtiene el filtro identificador
(4).

̂̃yk = ̂̃ak
̂̃yk−1 + ν̃k

Demostracíon 5.4 (Teorema 2.4). El funcional del
error (33).

Jk = E{(ỹk − ̂̃yk)2} = E{e2
k} (33)

=
1
k

k∑

j=1

(ỹj − ̂̃yj)
2

=
1
k


(ỹk − ̂̃yk)2 +

k−1∑

j=1

(ỹj − ̂̃yj)
2




=
1
k


(ỹk − ̂̃yk)2 +

k − 1
k − 1

k−1∑

j=1

(ỹj − ̂̃yj)
2




=
1
k


(ỹk − ̂̃yk)2 + (k − 1)

1
k − 1

k−1∑

j=1

(ỹj − ̂̃yj)
2




El funcional del error retardado (34):

Jk−1 =
1

k − 1

k−1∑

j=1

(ỹj − ̂̃yj)
2 (34)

Jk =
1
k

[
(ỹk − ̂̃yk)2 + (k − 1)Jk−1

]

La forma recursiva es (35):

∴ Jk =
1
k

[
e2
k + (k − 1)Jk−1

]
(35)
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