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Se inicia el art́ıculo con una discusión sobre el porque de la dificultad de aplicar la teorı́a de perturbaciones a la Relatividad General. Se
presenta una revisión de los diversos enfoques sobre la teorı́a de perturbaciones en Relatividad General, a saber: el formalismo Invariante de
Norma (Gauge Invariant), la teoŕıa 1+3 Covariante-Invariante de Norma (1+3 Covariant Gauge Invariant) y el enfoque estándar de fijar una
norma (Gauge Fixing). Se desarrolla a detalle el enfoque Invariante de Norma, debido a que a diferencia de los otros dos enfoques, ya que
cuenta con varias ventajas, entre las cuales se pueden mencionar que permite hacer desarrollos a ordenes perturbativos mayores al primero
de una maneraalgorı́tmica, que aplica a teorı́as a las cuales se les exija que cumplan con el principio de covariancia general, y que puede
aplicarse ḿas de un paŕametro perturbativo. Aunque este método es muy general, a manera de ejemplo se aplica a Cosmologı́a.

Descriptores:Relatividad general; teorı́a perturbativa; cosmologı́a.

This work presents a review of the different approaches for perturbation theory in General Relativity: the Gauge Invariant formalism, the
1+3 Covariant Gauge Invariant theory and the traditional gauge fixing method. In particular, this review focuses in the Gauge Invariant
formalism, due to it has a broader applicability (it applies not only to General Relativity but, to any theory that must fulfill the principle
of general covariance) than the other two formalisms and because it has an algorithmic method for calculate the invariant variables to
perturbation orders larger than the linear one. The article includes too, a brief discussion about the root of the problem of gauge-invariance
in the perturbation theory in General Relativity. To help the reader, this last approach is applied to the cosmological scenario.
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1. Introducción

La teoŕıa de Relatividad General es conceptualmente sencilla
y particularmente elegante, pero presenta en la práctica difi-
cultades que tienen su raı́z en que las ecuaciones de campo
de Einstein (ECE) forman un sistema no-lineal acoplado de
10 ecuaciones diferenciales parciales en cuatro dimensiones,
por lo tanto, la mayorı́a de los problemas que se estudian en
la teoŕıa de Relatividad General son difı́ciles o imposibles de
solucionar de manera exacta.

Una de las estrategias populares en la fı́sica para resolver
problemas complicados es utilizar un análisis perturbativo al-
rededor de una solución conocida. En la teorı́a de Relatividad
General, sin embargo, el análisis perturbativo posee varias su-
tilezas que no comparten otrasáreas de la fı́sica. Estas sutile-
zas surgen en Relatividad General debido al principio de co-
variancia general y al carácter dińamico del espacio-tiempo:
en Relatividad General además de perturbar los campos de
materia es necesario perturbar la métrica del espacio-tiempo;
pero, debido a la covariancia intrı́nseca de la teorı́a, es posi-
ble, perturbar las componentes de la métrica de una manera
en la que se deforme el sistema de coordenadas sin afectar la
fı́sica subyacente al espacio-tiempo, esto tendrı́a como conse-
cuencia la aparición de informacíon ficticia (debida a la de-
formacíon del sistema coordenado y no al fenómeno en śı)
sobre el feńomeno f́ısico estudiado. En este artı́culo tratare-
mos de elucidar el papel de este principio y revisaremos tres

propuestas hechas en la literatura para establecer una teorı́a
perturbativa de Relatividad General que permita solucionar
problemas de una manera confiable.

La teoŕıa perturbativa de Relatividad General se apli-
ca actualmente en diferentes problemas como lo son Rela-
tividad Nuḿerica (aparece por ejemplo en el planteamien-
to de las condiciones de frontera perturbadas –Perturbative
Boundary Conditions[1,2], un ejemplo de estas técnicas es
el Cauchy-perturbative matching[3]) , el estudio de ondas
gravitacionales [4], el ańalisis de la dińamica en espacios-
tiempos (cuerpos extendidos, movimiento cerca de agujeros
negros [5,6], auto-fuerzas [7-9], problema de los tres cuer-
pos [10,11], etc.), el estudio del problema de los prome-
dios [12-14] o el ańalisis de la formacíon de estructura en
cosmoloǵıa [15-19].

En esta revisíon se estudiarán las diferencias que existen
en el ańalisis perturbativo de Relatividad General respecto al
de otras disciplinas de la fı́sica y el origen de esta discrepan-
cia (Sec. 2) y se expondrá de una manera formal el problema
y su tratamiento para el desarrollo de una teorı́a de pertur-
baciones en Relatividad General (Sec. 3). Finalmente se pre-
sentaŕan los tres principales enfoques conocidos para hacer el
ańalisis perturbativo (Sec. 5), dándoleénfasis a la teorı́a inva-
riante de norma expuesta principalmente por Kouji Nakamu-
ra, [por ejemplo ver Ref. 20] (Sec. 6). A lo largo del ensayo se
estaŕa usando como ejemplo la métrica de Roberston-Walker
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de los Universos de Friedmann-Lemaı̂tre con un campo es-
calar (presentada en la Sec. 4). La elección de un modelo
cosmoĺogico para el estudio de teorı́a de perturbaciones se
debe a dos motivos, el primero es una conveniencia de cálcu-
lo, ya que las simetrı́as de este espacio-tiempo simplifican los
cálculos que se mostrarán, segundo, la Cosmologı́a de preci-
sión [21,22] es actualmente un tema candente en la fı́sica por
lo cual este trabajo podrá servir de apoyo o referencia al lec-
tor al revisar la bibliografı́a cosmoĺogica.

En esta revisíon se elegiŕan unidades en las quec = 1, la
métrica tendŕa la signatura(− + + +) y se seguiŕa la nota-
ción abstracta déındices y las definiciones del tensor de Rie-
mann dadas por Wald en Ref. 4. Losı́ndices latinos (i, j, k,
etc). Indican componentes espaciales mientras que los grie-
gos (µ, ν, etc.) representan las cuatro componentes espacio-
temporales.

2. Relatividad General y el principio de cova-
riancia general

La teoŕıa de Relatividad General es conceptualmente sencilla
y se puede resumir en pocas palabras citando [23] el famoso
adagio “El espacio le dice a la materia como moverse y la
materia le dice al espacio como curvarse [58]”, o de una ma-
nera ḿas formal: “El espacio-tiempo es una variedadM, en
la cual est́a definida una ḿetrica Lorentzianagab. La curvatu-
ra degab est́a relacionada con la distribución de materia en el
espacio-tiempo mediante las ecuaciones de Einstein (ECE)”
[4, pag. 73]. La ḿetricagab no śolo representa las propieda-
des crono-geoḿetricas del espacio-tiempo, además define los
potenciales del campo gravitacional.

Las ecuaciones de Relatividad General, referidas en el
párrafo anterior como las ECE son

Gab ≡ Rab − 1
2
gabR = κTab (1)

donde los śımbolos representan lo que sigue:Gab es el tensor
de Einstein,Rab es el tensor de Ricci que está relacionado
con el tensor de Riemann,R c

abd mediante una contracción de
ı́ndices,Rac ≡ R b

abc y R es el escalar de curvatura o escalar
de Ricci, que se obtiene de la traza deRab, i.e. R ≡ R a

a .
En el lado derecho de la ecuación tenemos a la constante de
Einsteinκ que est́a relacionada con la constante gravitacio-
nal de Newton medianteκ = 8πG y para finalizar,Tab, el
tensor de energı́a-momento que representa la distribución de
materia en el espacio-tiempo y cuya expresión exacta depen-
de de la teoŕıa con la que se esté describiendo la materia. La
informacíon geoḿetrica de la teorı́a esta codificada en el lado
izquierdo de la Ec. (1) debido a sus relaciones con el tensor
de curvaturaR c

abd .
Conceptualmente, Relatividad General, está basada en

dos principios importantes: (a) elprincipio de equivalencia:
el movimiento de los cuerpos [59] en un campo gravitacio-
nal es independiente de su composición o su masa [60]; y (b)
el principio de relatividad o covariancia general: Las leyes
de la naturaleza son expresadas de manera natural mediante

ecuaciones que sean iguales en todos los sistemas de coorde-
nadas, esto es, que seancovariantescon respecto a sustitucio-
nes cualesquiera,i.e. ecuaciones tensoriales. Aparte de estos
principios, se podrı́an mencionar dos ḿas de soporte o guı́a:
el principio de acople gravitacional ḿınimo–una versíon de
la navaja de Occam,i.e. una exigencia de simplicidad, en la
cual se supone que no hay acoples directos entre los cam-
pos y la curvatura [61]– y elprincipio de correspondencia
–las ecuaciones de Relatividad General deben de coincidir en
el lı́mite apropiado con Relatividad Especial y con la Teorı́a
Gravitacional Newtoniana–[4,24].

El establecimiento de cual es el significado fı́sico, la im-
portancia, el ńumero [62] o simplemente que es lo que dicen
exactamente estos principios [63] ha sido objeto de debate a
lo largo de d́ecadas, debate cuyo inicio se puede remontar al
mismo Einstein y su lucha para establecer la teorı́a tal como
la conocemos actualmente [ver 25, para una clara y extensa
discusíon].

El principio de relatividad o covariancia general es el que
más problemas causará cuando abordemos la cuestión de la
teoŕıa perturbativa, por lo que, le dedicaremos un estudio un
poco ḿas extenso para poder alcanzar a ver todas las sutilezas
que encierra.

Este principio, intuitivamente establece que todos los ob-
servadores son equivalentes, o expresado de otra manera: no
existe un sistema coordenado privilegiado en la naturaleza.
Esto se puede entender de la siguiente manera: los sistemas
de coordenadas son simple etiquetas puestas a los puntos del
espacio-tiempo y de ninguna manera esta colocación de eti-
quetas afecta al fenómeno natural. El principio de covariancia
cauśo y causa acaloradas discusiones en la literatura cientı́fica
y en un principio motiv́o que A. Einstein y D. Hilbert lo dese-
charan como fundamento de la teorı́a debido al siguiente ar-
gumento conocido como elargumento del agujero[64] (para
la versíon original de este argumento consúltese [25,26], pa-
ra la versíon moderna v́ease [27-29]): Seag –por el momento
eliminaremos los subı́ndices para no complicar la notación–
una solucíon de las ECE, entonces, elpull-back, φ∗(g), indu-
cido por el difeomorfismoφ enM tambíen satisface las ECE.
La pregunta a responder es ¿Todas las métricasφ∗(g) des-
criben el mismo campo gravitacional? Si suponemos el prin-
cipio de covariancia general como válido, la respuesta es si.
Suṕongase ahora que el espacio-tiempo(M,g) contiene una
región abiertaH (el “agujero”) vaćıa, es decir,́unicamente el
campog est́a presente y es solución a las ECE en vacı́o. De-
bido a la covariancia general, aún cuando encontremos una
solucíong fuera deH y especifiquemos las derivadas a un or-
den finito en la frontera deH, para conectar la ḿetrica fuera
con la de adentro deH de una manera suave, la métrica den-
tro deH no se puede determinar de maneraúnica, no importa
que tan pequẽno sea el “agujero”, ası́, pareciera que las ECE
no poseen un problema de valores de frontera (o iniciales [65]
en la versíon del argumento del agujero de Hilbert [25]) bien
planteado si se sostiene como verdadero el principio de cova-
riancia general.
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El argumento del agujero, básicamente nos enfrenta a la
decisíon de declarar al espacio-tiempo como entidad “real” y
con esto sacrificar la covariancia general, o, eliminar la cali-
dad de ente al espacio-tiempo y mantener la covariancia ge-
neral.

Tiempo despúes, Einstein resolvió esta aparente paradoja
quitándole “realidad autónoma” al espacio-tiempo si no exis-
te materia eńel:

En la base de la teorı́a de relatividad general
. . . espacio y “lo que llena el espacio” no tienen
una existencia separada . . . No hay tal cosa como
el espacio vaćıo i.e. un espacio sin campo [gravi-
tacional] . . . [El] espacio-tiempo no reclama una
existencia por śı mismo, si noúnicamente como
cualidad estructural del campo [30].

esto se puede entender, si se recuerda que toda la experiencia
que obtenemos del espacio-tiempo está dada por “coinciden-
cias” entre nuestros aparatos de medición y otros campos,i.e.
la “realidad” del espacio-tiempo está en loseventosno en los
puntos de la variedad. Otra forma de verlo, es que la variedad
sin la especificación de una ḿetrica, con la cual se obten-
gan las cantidades observables, no es un espacio-tiempo, ya
que los puntos de la variedadM no tienen propiedades gra-
vitacionales o crono-geoḿetricasper se. Lo que conforma
al espacio-tiempo es el par(M, gab). Asumiendo esta postu-
ra, lospull-backsde la ḿetrica no difieren f́ısicamente de la
métrica original. Dos ḿetricasg1 y g2 soluciones de las ECE
representan la misma solución si sonisoḿetricasentre śı, i.e.
todas ellas forman una clase de equivalencia. Este argumen-
to puede extenderse con facilidad al caso de que haya más
campos dentro deH. Esto resuelve el argumento del aguje-
ro, recuperando la covariancia general y permite plantear el
problema de condiciones iniciales en Relatividad General de
una manera satisfactoria.

A pesar de haberse resuelto el argumento del agujero, los
problemas no acabaron para el principio de covariancia, tan
pronto como Einstein publićo en 1916 la solución al argu-
mento del agujero y retomaba como principio fundacional a
la covariancia general, Kretschmann en 1917 [25], utilizó el
argumento de solución de Einstein y lo volvío en su contra,
estableciendo que el principio de covariancia tenı́a signifi-
cado f́ısico vaćıo, argumentando que cualquier teorı́a puede
ser puesta de manera covariante si es formulada correcta-
mente [66]. Esta objeción, a la fecha, es tema de discusión
acad́emica, como atestiguan artı́culos como [31].

Además de lo dicho, el principio de covariancia y su in-
terpretacíon est́a ligado con el significado de “promediar” en
la teoŕıa de Relatividad General [31] ver también Refs. 13
and 14, y como se muestra en la siguiente sección es el cau-
sante de las complicaciones en la teorı́a de perturbaciones en
Relatividad General. Se invita al lector interesado en estas
sutilizas a consultar las referencias hasta aquı́ expuestas.

3. Teoŕıa de perturbaciónes en Relatividad
General

La teoŕıa de perturbaciones de manera general –sin restrin-
girla a Relatividad General– es un método mateḿatico usado
para encontrar la solución a ecuaciones complejas en las cua-
les no se conoce la respuesta o que no puede ser resuelto de
manera exacta, el cual propone –de una manera intuitiva– que
si se conoce la solución exacta de un problema, la solución
de un nuevo problema ligeramente diferente es una “pequeña
modificacíon” de la solucíon conocida.

Los métodos perturbativos sólo podŕan ser aplicados si es
posible agregar una término “pequẽno” a la solucíon exacta
del problema conocido,i.e. la nueva solucíon estaŕa expresa-
da en t́erminos de una serie de potencias en el parámetro “pe-
quẽno”, λ. El paŕametroλ cuantifica la desviación del nuevo
problema respecto a el problema que se sabe solucionar de
manera exacta. Por ejemplo si queremos obtener la cantidad
F a partir de la solución exactaF0 de un problema similar,F
estaŕa expresada a segundo orden enλ como sigue:

F = F0 + λF1 + λ2F2 + O(λ3).

Estos ḿetodos son usados con granéxito en Mećanica
Clásica, Mećanica Cúantica, Electrodińamica, etc. Entonces,
¿De d́onde proviene la dificultad de usarla en Relatividad Ge-
neral?

Los problemas con los que nos encontraremos en la teorı́a
perturbativa son varios. El primer problema proviene del ob-
jeto dińamico de la teorı́a. En Relatividad General, el espacio-
tiempo no es un escenario estático, absoluto, sobre el cual
se pueda estar sin afectarlo, modificarlo; al contrario, es un
ente dińamico que act́ua sobre y es actuado por los partici-
pantes. Por lo tanto, es necesario perturbar, además de los
campos de materia (los participantes) representados porTab,
al espacio-tiempo, representado porgab (el escenario)i.e.
gab = g0

ab + δgab; el segundo problema se observa al es-
cribir una cantidad fı́sica (i.e. representada por un tensor)Q
de manera perturbada (a primer orden):

Q = Q0 + λ δQ. (2)

Esta ecuación no es, en ninǵun sentido, precisa o correcta,
Q es un campo tensorial, el cual, para reflejar el número que
se va a medir u observar en un experimento [Sec. 4.1 de 4],
debe de estar evaluada en un punto del espacio-tiempo (i.e.
en uneventodel espacio-tiempo), luego de esta corrección la
ecuacíon es

Q(p) = Q0(p) + λ δQ(p). (3)

Aunque mejor, esta ecuación sigue siendo probleḿatica,
pues el puntop del lado izquierdo de la ecuación no es el mis-
mo puntop del lado derecho, ya que, estos puntos se encuen-
tran en diferentes variedadesM y M0. Cuando se está rea-
lizando teoŕıa de perturbaciones en Relatividad General, se
est́a trabajando con dos variedades, una fı́sica,M (la solu-
ción que intentaremos describir con perturbaciones), y otra
de fondo,M0, que es una variedad ficticia, preparada por
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nosotros para desarrollar el análisis perturbativo (la solución
exacta que conocemos). Al espacio-tiempo fı́sico lo denota-
remos de manera general por(M, gab), y al espacio-tiempo
de fondo por(M0, gab). Adeḿas, denotaremos a los campos
tensoriales que estén sobreM medianteQ y los definidos
sobreM0 porQ0. Aśı, la Ec. (3) deberı́a de escribirse como:

Q(“p”)︸ ︷︷ ︸
∈(M,gab)

= Q0(p) + λ δQ(p)︸ ︷︷ ︸
∈(M0,gab)

. (4)

La última ecuacíon nos muestra la aparición del proble-
ma relacionado con el principio de covariancia: la Ec. (4) nos
est́a dando la relación entre variables definidas en dos va-
riedades diferentes, y para lograrloimpl ı́citamente hemos
identificado los puntos en estas dos variedades. Es decir, asu-
mimos que∃M0 → M : p ∈ M0 7→ ”p” ∈ M. Esta
identificacíon no eśunica en la teorı́a de Relatividad General
debido a que está construida sobre el principio de covariancia
general (cf. II).

Siendo conscientes de estos problemas procederemos a
definir conceptos que permitirán formalizar su planteamien-
to y encontrar una solución. En teoŕıa de perturbaciones a la
eleccíon del mapa de identificación de puntos,i.e.χ : M0 7→
M se le nombra comogrado de libertad de normay esta li-
bertad siempre existe en teorı́as a las cuales se les imponga
el principio de covariancia general. Este grado de libertad no
es f́ısico, si no espurio,i.e. no trae informacíon relevante al
fenómeno estudiado. Por lo tanto, un enfoque correcto en la
teoŕıa perturbativa en Relatividad General debeeliminar es-
tos grados de libertad ficticios.

Es importante recalcar, que por la misma naturaleza del
ańalisis perturbativo (“desviaciones pequeñas de la solución
exacta conocida”, cf. arriba) los espacios-tiempo de fondo y
fı́sico deben de ser lo “suficientemente iguales”i.e. “cuasi-
isométricos” [32] y debido a los problemas con la obtención
de promedios de ḿetricas en Relatividad General, no existe
una maneráunica de hacer esta declaración más precisa [32].

Consideremos una variedadN = M × R con
dimN=dimM+dimR, que en el caso en particular de
Relatividad GeneraldimN = 5. El paŕametro infinitesi-
mal para la perturbación seŕa denotado porλ. Entonces,
M0 = N|λ=0 y M = Mλ = N|R=λ, conM0,M ⊂ N .
Además, denotemos los puntos enN por r, entonces, ca-
da r ∈ N seŕa identificado con(p, λ), dondep ∈ Mλ y
cada punto deM0 se identificaŕa mediante(p, 0). Esto im-
plica, que hemos construido un grupo uniparamétrico de di-
feomorfismos de identificación de puntos entre las hipersu-
perficiesMλ enN , φλ : N → N | M0 → Mλ, con
p ∈ M0 7→ q = φ(p) ∈ M. Si asignamos un sistema de
coordenadasxµ enM0, φλ(x) estableceŕa las coordenadas
xµ enMλ y enN , medianteφ : (p, 0) 7→ (p, λ). El genera-
dor de este difeomorfismoφ, es(∂/∂λ)a el cual es tangente
a lasórbitas deφ.

De esta manera hemos foliadoN mediante las subvarie-
dadesMλ para cadaλ, que son difeoḿorficas al espacio fı́si-
coM y al espacio de fondoM0. Es importante resaltar que

N tiene una estructura diferenciable ya que es el producto
tensorial directo deM y R y por construccíon las subva-
riedadesMλ tienen una estructura diferenciable. Es decir,
por construccíon, hemos requerido que los puntos en diferen-
tes subvariedades deN est́en unidas por una curva contı́nua
γ ∈ N . Podemos elegir entonces cartas con las coordenadas
xµ(µ = 0, 1, . . . , m − 1) , en cadaláminaMλ y que tienen
axm ≡ λ. Las ECE se pueden escribir formalmente como

E [Qλ] = 0 (5)

enMλ paraQλ definido enMλ. Es decir, cadaMλ tiene su
métricagλ y un conjunto de campos materialesTλ que satis-
facen la ecuación anterior. Si el campo tensorial está dado en
cadaMλ, Qλ es extendido a un campo tensorial enN me-
dianteQ(p, λ) ≡ Qλ(p) conp ∈Mλ. Con esta extensión, la
Ec. (5) se puede considerar una ecuación enN . Los campos
tensoriales enN , como el anterior, son por construcción tan-
gentesa cadaMλ, i.e. su componente normal a cadaMλ es
cero.

La base del espacio tangente deN , queda establecida
usando el generador del difeomorfismoφλ, (∂/∂λ)a y su
dualdλ que satisfacen

(dλ)a

(
∂

∂λ

)a

= 1.

Por su construcción, la uno-forma(dλ)a y su dual
(∂/∂λ)a son normales a cualquier tensor que es extendido
del espacio tangente a cadaMλ. El conjunto de(dλ)a y
(∂/∂λ)a y la base del espacio tangente a cadaMλ son con-
siderados como la base del espacio tangente deN .

Entonces podemos empezar a considerar a las pertur-
baciones del campoQ como las comparaciones deQ en
Mλ conQ0 enM0, por lo que es necesario identificar los
puntos deM con aquellos enM0. Con este fin, se ele-
girá un nuevo difeomorfismoϕλ. Por simplicidad ese ma-
peo se puede elegir como un mapeo exponencial [67]. Este
mapeo de identificación de puntos, está representada por el
mapeoϕλ : N → N , tal que,ϕλ : M0 →Mλ, y en general
φ(p) 6= ϕ(p), parap ∈ M0. El grado de libertad de norma
ϕλ, es un grupo uniparaḿetrico de difeomorfismos (e.g. un
mapeo exponencial) que satisface las propiedades

ϕλ1+λ2 = ϕλ1 ◦ ϕλ2 = ϕλ2 ◦ ϕλ1 , ϕ0 = identidad. (6)

Este grupo uniparaḿetrico de difeomorfismos es generado
por el campo vectorialϕXa

λ . A este campo vectorial se le
conoce comogeneradory es definido por la acción delpull-
backpara un campo tensorialQ enN :

£XQ ≡ ĺım
λ→0

ϕ∗λQ−Q
λ

, (7)

y puede ser descompuesto usando la base deN como sigue

ϕXa
λ =:

(
∂

∂λ

)a

+ θa, θa(dλ)a = 0, £ ∂
∂λ

θa = 0. (8)
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La segunda condición de esta relación se elige por simpli-
cidad, debido a que la elección deθa es arbitraria salvo la
condicíon de que sea tangente aMλ. El campo vectorialθa

est́a definido enMλ y exceptuando las condiciones anterio-
res es arbitrario,i.e. la arbitrariedad de la elección de norma
est́a contenida en la componente tangente del campo vecto-
rial X, es decir en el campo vectorialθa.

El pull-backϕ∗λQ mapea el campo tensorialQ enMλ

a un tensorϕ∗λQ enM0. Entonces elpull-backest́a repre-
sentado por la expansión de Taylor (ver aṕendice B) [68] a
segundo orden mediante

ϕ∗λQ(p)|M0 =
∞∑

k=0

λk

k!
£k

XQ|M0

= Q(p)|M0 + λ£XQ|M0

+
1
2
λ2£2

XQ|M0 + O(λ3). (9)

Obśervese que£X ≡ £ϕXλ
, pero estamos simplifican-

do la notacíon. Dado quep ∈ M0, podemos considerar esta
ecuacíon como

ϕ∗λQ(p) = Q0(p) + λ£XQ|M0(p)

+
1
2
λ2£2

XQ|M0(p) + O(λ3) (10)

i.e. una ecuacíon en el espacio-tiempo de fondoM0, con
Q0 = Q|M0 que es el valor de fondo de la variable fı́sica
Q. Armados con esta definición, la perturbacion∆ϕQλ del
campo tensorialQ bajo la eleccíon de normaϕλ es definida
mediante:

∆ϕQλ ≡ ϕ∗λQ|M0 −Q0. (11)

A diferencia de la Ec. 4, esta definición tiene todas sus varia-
bles definidas enM0. Sustituyendo (10) en estaúltima ecua-
ción, definimos las perturbaciones a primer y segundo orden
del campo tensorialQ bajo la eleccíon de normaϕλ mediante

δ ϕQ ≡ £XQ|M0 , δ2
ϕQ ≡ £2

XQ|M0 . (12)

Con las definiciones (12) y (11) podemos tratar de esta-
blecer de una manera más exacta a lo que nos referimos por
“desviaciones pequeñas” de las ḿetrica de fondo. La pertur-
bacíon debe de representar (intuitivamente) una pequeña adi-
ción al campo gravitacional de la métrica de fondo, entonces
esperamos que haya algunos difeomorfismos (ya que para el
caso general no hay razón obvia por la cual deba de ser cierto)
tales que estas “desviaciones pequeñas”δgab=(ϕ∗gab)−gab,
cumplan con|δgab| ¿ 1. Obviamente existen muchos di-
feomorfismos que no cumplen con esto, por lo que, toda la
discusíon desarrollada en este artı́culo est́a limitada a los di-
feomorfismos que satisfacen esta condición [33].

Giremos ahora nuestra atención ahora al problema de
transformaciones de norma. Sean dos campos vectoriales
X, Y enN . Sus curvas integrales definen dos flujosϕ y ψ,
respectivamente enN . EntoncesX y Y son transversales a
cualquierMλ y los puntos sobre la misma curva integral son

considerados el mismo puntorespecto a su norma. Enton-
cesϕ y ψ son mapeos de identificación puntuales. Si des-
componemos los campos vectorialesX y Y como lo hicimos
anteriormente tenemos,

ϕXa
λ =

(
∂

∂λ

)a

+ θa ψY a
λ =

(
∂

∂λ

)a

+ ιa (13)

Cuandoθa 6= ιa se dice que tenemosdos elecciones dis-
tintas de norma. Cada una de estas elecciones de norma de-
fine unpull-backde un campo tensorialQ enN a otros dos
campos tensoriales,ϕ∗λQ y ψ∗λQ para cualquier valor deλ.
Tomando en particular el espacio-tiempo de fondoM0 ve-
mos que tenemos tres campos tensoriales asociados conQ:
Q0, el valor de fondo deQ, y los dospull-backdeQ des-
deMλ por las dos elecciones de norma diferentes. Estos dos
últimos campos tensoriales pueden ser expandidos en series
de Taylor,

ϕQλ≡ϕ∗λQ|M0=
∞∑

k=0

λk

k!

(
δ(k)

ϕQ
)

=Q0+∆ϕQλ, (14a)

ψQλ≡ψ∗λQ|M0=
∞∑

k=0

λk

k!

(
δ(k)

ψQ
)

=Q0+∆ψQλ. (14b)

donde se ha usado las definición recíen dada (11). Comoϕλ

y ψλ son elecciones de norma que mapean el espacio-tiempo
M0 enMλ, ϕQλ y ψQλ son representaciones enM0 del
campo tensorialQ en dos diferentes normas. Las cantidades
δk
ϕQ y δk

ψQ son las perturbaciones de ordenk en las normasϕ
y ψ respectivamente. Es muy importante notar que el paráme-
tro λ usado para etiquetar las subvariedades deN (recúerde-
se que proviene del difeomorfismo originalφ) tambíen sirve
para realizar la expansión, estableciendo ası́ lo que significa
“perturbacíon a ordenk”, por lo que la divisíon de∆ϕQλ

en perturbaciones de primer, segundo, etc. orden no tiene un
significado absoluto, ya que una reparametrización deN (i.e.
eligiendo un nuevo mapeo primigenio) mezclará todos los or-
denes. Lóunico que est́a definido de manera invariante, es la
cantidad∆ϕQ. Es importante notar que si el campo tenso-
rial Q es invariante de norma, su representación enM0 no
cambiaŕa ante transformaciones de norma, por definición.

Definimos que un campo tensorialQ enN estotalmen-
te invariante de norma(TIN) si ϕQλ = ψQλ para cual-
quier par de elecciones de normaϕ y ψ, implicando aśı que
δ(k) ϕQ = δ(k) ψQ para todok. Podemos relajar este reque-
rimiento y definir invariante de norma(IN) a ordenn si y
sólo si para dos normas cualesquieraϕ y ψ

δ(k)
ϕQ = δ(k)

ψQ ∀ k, con k < n. (15)

Con esta definición es posible demostrar por induc-
ción [34] que el campo tensorialQ es invariante de norma
a ordenn ≥ 1 si y śolo si £ξ δ(k)Q = 0 , para cualquier
campo vectorialξa definido enM0 y ∀k < n. Esto gene-
raliza el lema de Stewart-Walker [expuesto por vez primera
en [32]:
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Lema de Stewart-Walker. La perturbacíon a ordenn del
campo tensorialQ es invariante de norma a ordenn si y solo
siQ0 y todas las perturbaciones de orden menor an, son, en
cualquier norma:

Cero

Escalar constantes

Combinaciones lineales de productos de deltas de Kro-
necker.

La prueba de este lema es directa usando las definiciones an-
teriores y se puede encontrar en Ref. 32.

El cambio de elección de norma desdeϕλ a ψλ est́a re-
presentado por el difeomorfismo

Φλ ≡ (ϕλ)−1 ◦ ψλ (16)

El difeomorfismoΦλ es un mapeoΦλ : M0 →M0 para
cada valorλ ∈ R. Este difeomorfismo cambia el punto de
identificacíon, por lo tantoΦλ se puede considerar comola
transformacíon de normaΦλ : ϕλ → ψλ. Debemos recalcar
queΦ : R ×M0 → M0 no esun grupo uniparaḿetrico de
difeomorfismos enM0 debido a que en general, los genera-
dores del difeomorfismo,ϕXa y ψY a, no conmutan. Como
consecuencia de esto, no se podrá expandir aΦλ en una serie
de Taylor usando la Ec. (9) debido a que esta sólo es v́alida
para grupos uniparaḿetricos, sin embargo, en el apéndice C
se muestra que, a ordenn enλ la familia uniparaḿetrica de
difeomorfismosΦ siempre puede ser aproximada por la fami-
lia de diferomorfismos de caballo de rangon (teorema C.2),
los cuales a su vez pueden ser expresados en una serie de
Taylor generalizada (lema C.1).

La transformacíon de normaΦλ induce unpull-backdes-
de la representaciónϕQλ del tensor perturbado en la elección
de normaϕλ a la representación ψQλ en la eleccíon de nor-
ma ψλ. De esta manera estos tensores están conectados por
el mapeo linealΦ∗λ mediante

ψQλ = ψ∗λQ|M0 =
(
ψ∗λ

(
ϕλϕ−1

λ

)∗Q
) ∣∣∣
M0

=
(
ϕ−1

λ ψλ

)∗
(ϕ∗λQ)

∣∣∣
M0

= Φ∗λ
ϕQλ (17)

Usando el lema C.1, se expresa la serie de Taylor de
Φ∗λ

ϕQλ, obteniendo

Φ∗λ
ϕQλ = ϕQ+ λ£ξ1

ϕQ

+
λ2

2
{
£ξ2 + £2

ξ1

}ϕQ

+
λ3

3!
{
£3

ξ1
+ 3£ξ1£ξ2 + £ξ3

}
+O(λ4). (18)

dondeξ1, ξ2 y ξ3 son los primeros tres generadores deΦλ.
Las expresiones de estos generadores en términos de la des-
composicíon (13) de los campos vectorialesX, Y se muestra
en la Ec. 20. Si sustituimos (14a) y (14b) en (18) e igualando

término a t́ermino llegamos a que las relaciones entre el pri-
mer, segundo y tercer orden de la perturbación del tensorQ
en dos normas diferentes es:

δ
(1)
ψ Q− δ(1)

ϕ Q = £ξ1Q0, (19a)

δ
(2)
ψ Q− δ(2)

ϕ Q = 2£ξ1δ
(1)
ϕ Q+

{
£ξ2 + £2

ξ1

}Q0, (19b)

Estas relaciones son consistentes con la definición de inva-
riante de norma de ordenn dada anteriormente.

Para finalizar esta sección mostraremos la manera de ob-
tener los generadores del difeomorfismoΦλ en t́ermino de
las elecciones de normaX y Y : sustituyendo (14a) y (14b),
en (18), igualando términos en ordenλ, usando propiedades
de la Derivada de Lie (ver 7) de un tensor y porúltimo consi-
derando queY m −Xm = 0 (ambos tienen la mismam-ési-
ma coordenada:λ) obtenemos las igualdades siguientes (ver
Ref. 34 para las demostraciones detalladas de estasúltimas
dos afirmaciones):

ξa
1 = Y a −Xa (20a)

ξa
2 = [X,Y ]a (20b)

ξa
3 = [2X − Y, [X, Y ]]a (20c)

4. Espacio-tiempo de ejemplo: el Universo
FLRW

4.1. Espacio-tiempo de fondo

Para ejemplificar las diferentes aproximaciones al análisis
perturbativo en Relatividad General usaremos el espacio-
tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Roberston-Walker (FLRW).
Los Universos FLRW describen la dinámica y la geometrı́a
de los universos con hipersuperficies espaciales máximamen-
te siḿetricas. En particular nos enfocaremos al caso espacial-
mente plano (i.e. Ω = 1) de FLRW. Usaremos este espacio-
tiempo por dos motivos, el primero es que debido a sus carac-
teŕısticas geoḿetricas (simetŕıas y platitud espacial) es fácil
de manipular mateḿaticamente; y segundo, en la actualidad,
debido a los grandes avances observacionales en la cosmo-
loǵıa es posible extraer y comparar los cálculos hechos con
la teoŕıa de perturbaciones aplicada a estos universos ideali-
zados con los datos proporcionados por el universo real, por
ejemplo con los datos extraı́dos del estudio del fondo de ra-
diación ćosmica [21].

Este espacio-tiempo idealizado es homogéneo e isotŕopi-
co espacialmente. Esto sólo se cumple -de una manera apro-
ximada y sin una clara justificación téorica- en el univer-
so real a una escala de aproximadamente100 Mpc. En este
art́ıculo supondremos que la geometrı́a de las hiper superfi-
cies espaciales es plana, por lo que su elemento de lı́nea sin
perturbar es

ds2 = a2(η)[−dη2 + δijdxidxj ], (21)

dondea(η) es el factor de escala expresado en el tiempo con-
forme η. La comilla,{}′, indica una derivación respecto al
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tiempo conforme,i.e. {}′ ≡ ∂/∂η. El tiempo conforme se
relaciona con el tiempo cosmológicot (el tiempo medido por
los observadores fijos en las coordenadas comóviles espacia-
lesxi), mediante

dη =
∫

dt

a
.

Los śımbolos de Christoffel están definidos por [4]:

Γa
bc ≡

1
2
gad(gd b,c + gc d,b − gbc,d). (22)

El inverso de la ḿetrica gab es usado para levantar
ı́ndices espacio-temporales, mientras que la 3-métrica δij

(δijδjk=δi
k) es usada para elevar losı́ndices de los3-vectores

y 3-tensores. Como el espacio es plano, la 3-derivada cova-
riante es∇i ≡ ∂i.

Para la ḿetrica (21) los śımbolos de Christoffel tienen una
forma particularmente, aquellos diferentes de cero son

Γη
η η = H, Γj

η i = δj
i H, Γη

i j = δijH, (23)

donde se ha introducido el parámetro de Hubble coḿovil,

H ≡ a′(η)
a(η)

,

que est́a relacionado con el parámtero de Hubble [69]H, me-
dianteH = aH. El tensor de Ricci se puede expresar en
términos de los śımbolos de Christoffel:

Rab = Γc
ab, c − Γc

a c,b + Γc
d cΓ

d
ab − Γc

d bΓ
d
a c, (24)

las componentes de este tensor en este espacio son

Rηη = 3

(
H − a

′′

a

)
, Rij =

(
H +

a
′′

a

)
. (25)

El escalar de Ricci,R, por su parte, está definido por la
contraccíon total del tensor de Ricci con la métricagµν , i.e.

R = gµνRµν , (26)

sustituyendo (25) en estaúltima fórmula tenemos

R =
6
a2

(
H
′ −H2

)
. (27)

El tensor de EinsteinGab, est́a definido por la ecuación

Gb
a = Rb

a − 1
2
gb

aR, (28)

usando (25) y (27) obtenemos que sus componentes son

Gη
η = − 3

a2
H2, (29a)

Gi
j = − 1

a2
δj
i

(
2H

′
+ H2

)
. (29b)

En este artı́culo śolo estamos interesados en el caso infla-
cionario, por lo que la materia en el universo estará represen-
tada por un campo escalar,ϕ = ϕ(η), descrito por el tensor
de enerǵıa-momento

Ta
b = ∇aϕ∇bϕ− 1

2
δa

b(∇cϕ∇cϕ + 2V (ϕ)), (30)

con componentes en las coordenadas definidas por (21)

Tη
η = −

(
1

2a2
(ϕ

′
)2 + V (ϕ)

)
, (31a)

Ti
j =

(
1

2a2
(ϕ

′
)2 − V (ϕ)

)
δi

j . (31b)

Comparando con el tensor de energı́a-momento de un
fluido perfecto podemos identificar aTη

η con la enerǵıa, ε,
y a Ti

j con la presíon, p. Entonces las ecuaciones de Eins-
tein para el espacio-tiempo de fondoM0 lleno con un campo
escalar,ϕ, es

H2=
8πG

3
a2ε=

8πG

3
a2

(
1

2a2
(ϕ

′
)2+V (ϕ)

)
, (32a)

2H
′
+ H2 = −8πGa2p

=−8πGa2

(
1

2a2
(ϕ

′
)2−V (ϕ)

)
, (32b)

en el trato perturbativo será útil la siguiente forma que se ob-
tiene sumando ambas ecuaciones

H2 −H
′
= 4πGa2(ε + p) = 4πG(ϕ

′
)2. (33)

4.2. Perturbaciones a primer orden en el espacio-
tiempo FLRW

Antes de introducir los esquemas desarrollados para lidiar
con los problemas de norma en la teorı́a de perturbaciones
en Relatividad General, perturbaremos de manera general a
primer orden la ḿetrica. Las perturbaciones a segundo orden
se veŕan ḿas adelante en el texto. Los componentes de la per-
turbacíon lineal de la ḿetrica (21)

δgab ≡ hab = a2(η)
(

hη η hη i

hi η hi j

)
. (34)

El elemento de lı́nea perturbado es entonces,

ds2 = a2(η)
[−(1 + hηη) dη2

+2hη idη dxi + (δij + hij)dxidxj
]
. (35)

Esta ecuación es completamente general:gµν tiene 10 com-
ponentes independientes y hemos introducido 10 campos in-
dependientes que caracterizan la perturbación (1 de la per-
turbacíon escalar + 3 de la perturbación vectorial + 6 de la
perturbacíon tensorial), pero téngase en cuenta que sólo 6 de
estos campos representan grados de libertad fı́sicos.

Debido a que la variedad
(
Σ(η), a2δi j

)
es maximamente

simétrica, es posible encontrar una descomposición diferente
ahη η, hη i, hij de la perturbación a primer orden que explote
estas simetrı́as [35]. Existen dos tipos de transformaciones de
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REVISIÓN DE LA TEOŔIA DE PERTURBACIONES EN RELATIVIDAD GENERAL 283

coordenadas en teorı́a de perturbaciones en Relatividad Ge-
neral: (a)Transformaciones de norma, que son las que han
sido el tema central de este artı́culo en las cuales, las coorde-
nadas deM0 se mantienen fijas, y, al elegir una correspon-
dencia de puntos diferente entreM0 yM las coordenadas de
esteúltimo cambian; y (b)Transformaciones enM0 que se
diferencian de las anteriores, en el hecho de que la norma se
mantiene fija y hacemos cambios de coordenadas enM0 que
induciŕa un cambio de coordenadas enM. Estaśultimas son
las que nos ayudarán a descomponer las perturbaciones de la
métrica. Como queremos preservar las simetrı́as deM0, las
transformaciones que podremos hacer en esta variedad están
restringidas a ser de dos tipos: (a) Reparametrizaciones del
Tiempo, (2) Transforamciones en coordenadas espaciales.i.e.
xi′ = Xi′

k xk. donde laśunicas que preservan la simetrı́a de
M0 son las rotaciones:

Xµ′
ν =

(
1 0
0 Ri′

k

)
, (36)

La matrizRi′
k es una matrizO(3) que representa las rotacio-

nes. Analizando como se transforman las perturbaciones de
la métrica antes estas transformaciones observamos quehη η

se transforma comoescalar, hη i como3-vectory hi j como
3-tensor, donde los t́erminosescalar, 3-vectory 3-tensorse
refieren a las propiedades de transformación ante rotaciones
en el espacio de fondo [70]. En particularescalaren este con-
texto NO significa que la perturbación es invariante antes las
transformaciones de norma, de hecho,las perturbaciones es-
calares no son invariantes de norma. Estas denominaciones
de escalary 3-vectorialdatan del artı́culo seminal de Lifs-
hitz [36].

Usando el teorema de Helmholtz podemos descomponer
a la perturbacíon vectorial en una parte potencial o libre de
rotacíon y en una parte libre de divergencia. Otras denomina-
ciones sonlongitudinalpara la libre de rotacional ysolenoi-
dal para indicar que la divergencia de este término es cero.

hη i = h
(rot−free)
i + h

(div−free)
i

= h
(SV )
, i + h

(V )
i , (37)

dondeδijh
(V )
i, j = 0; de manera similar, la perturbación tenso-

rial [71]:
hij = a2h(S)δij + a2h

(T )
ij , (38)

conh
(T )i
i ≡ δijh

(T )
ij = 0. A su vez,h(T )

ij se puede descom-
poner en,

h
(T )
ij =

(
∂i∂j − 1

3
δij∇2

)
h(ST )

− 1
2

(
h

(V T )
i, j + h

(V T )
j, i

)
+ h

(TT )
ij , (39)

dondeδijh
(V T )
i, j = 0, δikhTT

ij, k = 0, y δijhTT
ij = 0. En la

literatura al primer t́ermino entre paréntesis del lado derecho
de la Ec. (39) se le conoce como “operador sin traza de doble
gradiente”.

Tenemos entonces que la perturbación lineal de la
métrica se puede descomponer en tres conjuntos de va-
riables, cada conjunto definido por como se transforman
sus elementos [72]: los que transforman como escalar{
hη η, h(S), h(SV ), h(ST )

}
que son aquellas que se pueden

construir a partir de otros escalares, sus derivadas y cantida-
des de la ḿetrica de fondo; aquellos que transforman como
3-vectores,

{
h

(V )
i , h

(V T )
i

}
, que tienen como caracterı́stica

que su divergencia es cero y finalmente un término que trans-
forma como3-tensorcon divergencia cero (o transverso) y
con traza cero:

{
h(TT )

}
.

Esta descomposición tiene relaciones inversas que se es-
criben a continuación:

h(SV ) = 4−1δijhη j, i (40a)

h
(V )
i = hη i −

(4−1hη j ,i

) ,j
(40b)

h(S) =
1

3a2
hi

i (40c)

h
(T )
ij =

1
a2

(
hij − 1

3
hk

kδij

)
(40d)

h(ST ) =
3
2
4−14−1h

(T )
ij

,i ,j (40e)

h
(V T )
i = 4−1h

(T )
ik

,k −4−1
(
4−1h

(T )
kl

, k, l
)

, i
(40f)

h
(TT )
ij =h

(T )
ij −3

2

(
∂i∂j−1

3
δij4

)
4−14−1h

(T ),k,l
kl

−2∂(i4−1∂kh
(T )
j)k +2∂(i4−1∂j)4−1h

(T ),k,l
kl (40g)

donde4 ≡ ∇2, es el laplaciano de la hipersuperficie espacial
y estamos suponiendo que existe una función de Green inver-
sa del operador4, 4−1, que garantice la correspondencia
uno a uno entre{hηη, hη i, hij} y
{{

hη η, h(S), h(SV ), h(ST )
}

,
{

h
(V )
i , h

(V T )
i

}
,
{

h(TT )
}}

.

Estas funciones de Green existen si especificamos el dominio
de las perturbaciones (por ejemplo,L2 en el espacioΣ(η))
con las condiciones apropiadas de frontera. Nótese que la su-
posicíon de la existencia de estas funciones excluye alkernel
de los operadores4, por ejemplo, los campos vectoriales de
Killing, vi [20] enΣ(η). El estudio de las perturbaciones que
pertenezcan alkernelde4 queda excluido del alcance de es-
ta revisíon [73].

Una caracterı́stica importante de esta descomposición, es
que las ecuaciones fı́sicas construidas en esta métrica no mez-
claŕan, a primer orden, los elementos de un conjunto con los
de otro, de tal manera que pueden ser estudiados por sepa-
rado [74]. La clasificacíon en escalares, vectores y tensores,
es importante ya que cada uno de ellos representan diferentes
fenómenos: la gravitación descrita por Newton es un fenóme-
no escalar, pero los efectos relativistas se ven claramente (ya
que est́an ausentes en las ecuaciones gravitacionales de New-
ton) en los comportamientos gravitomagnéticos (el conjunto
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vectorial de las perturbaciones) y de ondas gravitacionales
(las pertubaciones tensoriales) [37]. La métrica en esta nueva
descomposición se puede escribir como

ds2 = g(0)
µν + δg(S)

µν + δg(V )
µν + δg(T )

µν ,

donde la perturbación lineal escalar (δg(S)
µν ), vectorial (δg(V )

µν )
y tensorial (δg(T )

µν ) son respectivamente:

δg(S)
µν = a2(η)

[
−hηηdη2 + 2h

(SV )
,i dηdxi

+
(
h(S)δij + h

(ST )
,i,j

)
dxidxj

]
, (41a)

δg(V )
µν = a2(η)

[
−2h

(V )
i dηdxi

+
(
h

(V T )
i,j + h

(V T )
j,i

)
dxidxj

]
, (41b)

δg(T )
µν = h

(TT )
ij dxidxj . (41c)

La regla de transformación de norma (19a), en el caso de
FLRW es

ϕhab −ψ hab = £ξgab = 2∇(aξb). (42)

El generadorξa de la transformación de norma es un
campo vectorial en el espacio-tiempo de fondoM0. Este vec-
tor puede descomponerse de una manera 3+1:

ξa = ξη (dη)a + ξi(dxi)a, (43)

De esta manera la transformación de norma para las per-
turbaciones originales,{hηη, hη i, hij} , es

ϕhηη −ψ hηη = 2(∂η −H)ξη (44a)

ϕhη i −ψ hη i = ξη, i + (∂η − 2H)ξi (44b)

ϕhi j −ψ hi j = 2ξ(i, j) − 2Hδijξη (44c)

Procedemos de la misma manera que con las perturbacio-
nes a primer orden y descomponemos aξi en sus partes lon-
gitudinales y solenoidales usando el teorema de Helmholtz:

ξi = ξ
(SV )
, i + ξ

(V )
i con ξi

, i = 0, (45)

entonces la descomposición (44) ahora se escribe,

ϕhηη −ψ hηη = 2(∂η −H)ξη (46a)

ϕhη i −ψ hη i =
(
(∂η − 2H)ξ(SV ) + ξη

)
,i

+ (∂η − 2H) ξ
(V )
i (46b)

ϕhi j −ψ hi j = 2ξ
(V )
(i, j) + 2

(
∂i∂j − 1

3
δij∇2

)
ξ(SV )

+ 2
(

1
3
∇2ξ(SV ) −Hξη

)
δij (46c)

donde laúltima expresíon se escribe de esa manera para faci-
litar cálculos posteriores.

Utilizando las relaciones (40), las reglas de transforma-
ción de norma para la descomposición
{{

hη η, h(S), h(SV ), h(ST )
}

,
{

h
(V )
i , h

(V T )
i

}
,
{

h(TT )
}}

son para el conjunto escalar:

ϕhηη −ψ hηη = 2(∂η −H)ξη, (47a)

ϕh(SV ) −ψ h(SV ) = ξη + (∂η − 2H)ξ(SV ), (47b)

a2
ϕh(S) − a2

ψh(S) = −2Hξη +
2
3
∇2ξ(SV ), (47c)

a2
ϕh(ST ) − a2

ψh(ST ) = 2ξ(SV ), (47d)

por su parte, para el conjunto de perturbaciones vectoriales,

ϕh
(V )
i −ψ h

(V )
i = (∂η − 2H)ξ(V )

i , (48a)

a2
ϕh

(V T )
i − a2

ψh
(V T )
i = ξ

(V )
i , (48b)

y para la parte tensorial,

a2
ϕh

(TT )
ij − a2

ψh
(TT )
ij = 0. (49)

Sentadas las ecuaciones básicas de las perturbaciones de
la métrica de FLRW, podemos estudiar las diferentes alter-
nativas para tratar las perturbaciones en Relatividad General,
utilizándola como ejemplo.

5. Enfoques en el tratamiento perturbativo

Otra forma de expresar el contenido del principio de cova-
riancia es diciendo que los observables fı́sicos no pueden de-
pender de la elección de coordenadas, por lo tanto, una carac-
teŕıstica deseable de una teorı́a perturbativa es que especifi-
que de una manera no ambigua tales observables, es decir, los
observables deben de ser invariantes de norma. Básicamente
existen dos maneras de extraer la fı́sica (i.e. eliminar los gra-
dos de libertad espurios) en el tratamiento perturbativo: (a)
fijar los grados de libertad de norma (opción conocida como
eligir una norma, o (b)extraer las partes invariantes de nor-
ma de las perturbaciones. La opcíon (b) se puede dividir a su
vez en (b1) formalismo 1+3 covariante invariante de norma y
en (b2) formalismo invariante de norma. Las opciones (a) y
(b1) se mostraŕan a grandes rasgos en esta sección y la opcíon
(b2) seŕa el tema por el resto de este reporte.

5.1. Fijando la norma

La eleccíon más sencilla para eliminar los problemas de li-
bertad de norma, es elegir o fijar una norma, procedimiento
conocido en ingĺes comogauge fixing. Esto significa simple-
mente que se escogerá una foliacíon particular espacial del
espacio-tiempo. Esta ha sido una de las opciones más popu-
lares de las d́ecadas pasadas y fué iniciada por Lifshitz en
1946 [36], cuando empezó a estudiar la estabilidad (usando
perturbaciones) en espacios-tiempos de FLRW.
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Los principales problemas de esta aproximación son dos:
(1) el eliminar verdaderamente los grados de libertad espu-
rios; y (2) la interpretación f́ısica de los resultados obtenidos
en una norma en particular. Estos problemas fueron resueltos
de manera sisteḿatica en cosmologı́a por Bardeen [38]. El
procedimiento de Bardeen es el siguiente: empezando en una
norma, es posible definir cantidades invariantes de norma me-
diante combinaciones algebraicas o diferenciales de variables
dependientes de la norma. Esta ha sido la manera de resolver
las ambig̈uedades de la norma estándar en cosmologı́a [15].

A continuacíon, mencionaremos algunas de las normas
favoritas elegidas por la comunidad cosmológica.

5.1.1. Śıncrona

La norma śıncrona (synchronous gauge) fue introducida por
Lifshitz en 1946 [36]. La norma sı́ncrona est́a definida por
hηη = 0, h(V ) = 0 y h(SV ) = 0, i.e. dejamos sin perturbar a
g00 y ag0i. La métrica en la norma sı́ncrona tiene la siguiente
forma:

ds2 = a2(η)
[−dη2 + (δij + hij) dxidxj

]
. (50)

Nótese que para ser compatible con las métricas expresadas
en la literatura [36,39] en esta norma hemos regresado al uso
dehij .

La norma śıncrona es muy popular para los estudios
numéricos y es la norma usada en CMBFAST [40]. Su prin-
cipal problema es que no elimina completamente la libertad
de norma. Este problema, aunado a su popularidad ha sido
fuente de confusión en el pasado [15,38].

Esta norma permite la existencia de un conjunto de
observadores que caen libremente –i.e. se mueven sobre
geod́esicas– sin cambiar sus coordenadas espaciales, llama-
dos en la literatura “observadores fundamentales comóvi-
les” [75]. Cada observador está equipado con un reloj que
mide el tiempo conformeη y permanece fijo en la coordena-
daxi. Los observadores junto con sus relojes y etiquetas que
identifican su geod́esica definen las coordenadas en todo el
espacio-tiempo. El grado de libertad de norma residual (es-
purio) se debe a que hay libertad para ajustar las condiciones
iniciales de los relojes y coordenadas espaciales. Otro proble-
ma de esta norma aparece cuando las perturbaciones son muy
grandes, si es ası́, estas coordenadas pueden deformarse mu-
cho e inclusive llegar a intersectarse [37] causando singulari-
dades coordenadas. Las ecuaciones de Einstein y su relación
con otra norma, se pueden obtener de las relaciones derivadas
en la Sec. 3 y se invita al lector a verlas en [15,37,39].

5.1.2. Newtoniana conforme o longitudinal

En la norma newtoniana solo son diferentes de cero las per-
turbaciones escalareshηη y h(S). De esta definicíon se puede
ver que se eliminan todas las perturbaciones de carácter vec-

torial y tensorial [15], entonces la ḿetrica en esta norma es

ds2=a2(η)
[− (1+hηη) dη2

+
(
1+h(S)

)
δijdxidxj

]
. (51)

Otra forma en la que esta norma es presentada en la lite-
ratura esta norma es mediantehη i = h(T ) = 0 [37].

Las condiciones que dan pie a esta norma sólo pueden ser
establecidas si el tensor de energı́a momento no contiene par-
tes vectoriales o tensoriales y no existen ondas gravitaciona-
les libres [76]. La norma newtoniana solo tiene aplicabilidad
a orden lineal perturbativo. Si se ignorara esta limitante se es-
taŕıan eliminando [77] grados de libertad fı́sicos y no grados
de libertad de norma [37].

Esta norma se puede ver como una generalización cos-
mológica relativista de las ecuaciones de gravitación new-
toniana. Permitiendo ası́ una interpretación sencilla de las
perturbaciones:hηη es el ańalogo del potencial gravitacional
newtonianoΦ.

Uno de sus atractivos es que las variables invariantes de
norma de primer orden [15,37,38], corresponden en esta nor-
ma ahηη y h(S) lo cual permite dar una interpretación f́ısica
sencilla a las variables invariantes de norma. Debido a esta
propiedad en [15] se sugiere calcular las ecuaciones en esta
norma (debido a su sencillez relativa respecto al cálculo inva-
riante de norma) y luego hacer las sustituciones dehηη, h(S)

por las variables escalares invariantes de norma para tener las
ecuaciones invariantes de norma.

La norma newtoniana o longitudinal es un caso especial
de una norma ḿas completa conocida como denorma de
Poisson[37], la cual no tiene las restricciones mencionadas
arriba y que queda definida porh ,i

η i = 0 y h ,j
ij = 0.

5.1.3. Otros

Existen otras normas populares en la literatura cos-
mológica, como la (a) norma espacialmente plana(
hηη = h(ST ) = h

(V T )
i = 0

)
en esta norma las hipersuper-

ficies espaciales no son perturbadas escalar o vectorialmente.
En esta norma la perturbación del campo escalar coincide
con la variable de Mukhanov-Sasaki [41]; (b) lanorma or-
togonal coḿovil en las cual la 3-velocidad del fluido se hace
cero y (c) lanorma de densidad uniformeque como nombre
indica en sus hipersuperficies espaciales la perturbación de la
densidad es nula [42].

5.2. 1+3 Covariante-invariante de norma

Hasta el momento hemos considerado foliar el espacio-
tiempo en hipersuperficies espaciales etiquetadas por el tiem-
po η, esta divisíon se conoce como división 3+1 y recibe el
nombre deslicingen ingĺes. La divisíon 3+1 es la usada en la
formulacíon hamiltoniana de Relatividad General [4]. Exis-
ten otras formas de hacer la separación espacio-temporal, en
1971 G.F.R. Ellis [43] y otros autores después deél, han de-
sarrollado un formalismo basado en una divisón 1+3 de las
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identidades de Bianchi y Ricci [44-49] llamado formalismo
1+3 Covariante-Invariante de Norma.

En el formalismo 1+3 Covariante-Invariante de Norma
se ejecuta una operación diferente alslicing, llamada en in-
glésthreading(literalmente “hilado”). Los objetos geoḿetri-
cos usados son una serie de lı́neas de mundo temporaloides
xµ(τ, q) dondeτ es el paŕametro af́ın que mide el tiempo
propio sobre la lı́nea de mundo yq es una etiquetáunica para
distinguir las diferentes lı́neas de mundo. Los observadores
en este formalismo se mueven a lo largo de estas lı́neas [37].

La herremienta principal en la construcción de este for-
malismo, es el vector temporal (uµuµ = −1) tangente a la
lı́nea de mundouµ ≡ dxµ/dτ . Los tensores se descompo-
nen en una parte paralela al vectoruµ y otra normal a este,
usando el operador de proyecciónPµν ≡ gµν +uµuν , que es
la métrica espacial de los observadores moviéndose conuµ.
Las ecuaciones a las que se les aplicará este procedimiento de
descomposición no son las ECE, si no ecuaciones definidas
para el tensor de Riemann o el tensor de Weyl y las ecuacio-
nes de Raychaudhuri [ver 43, 45, y referencias dadas arriba].

Usando el Lemma de Stewart-Walker se escogen las va-
riables invariantes de norma, es decir se eligen las variables
que son cero de manera natural en el espacio-tiempo de fon-
do FLRW (por ejemplo el tensor de Weyl –sus partes eléctrica
Eab y magńeticaHab [47] –, la presíon anisotŕopicaπab del
fluido, el corte de las congruencias de geodésicasσab, u̇a,
etc [ver 45, para una lista exhaustiva]), por lo tanto las ecua-
ciones de evolución 1+3 del universo perturbado no poseen
ambig̈uedades de norma. Además las variables elegidas pa-
ra caracterizar la evolución tienen una interpretación f́ısica
directa, a diferencia de las variables definidas en el enfoque
Invariante de Norma (cf. VI).

En este formalismo es fácil aplicar t́ecnicas de sistemas
dinámicos a la cosmologı́a [47].

6. Formalismo Invariante de Norma

En el formalismo Invariante de Norma –presentado en los tra-
bajos de J.M. Stewart y M. Walker [35], M. Bruniet al. [50]
y luego desarrollado extensamente en los trabajos de Kou-
ji Nakamura [20,51-55])– se busca eliminar desde el inicio,
cualquier posible elemento no fı́sico de los grados de libertad.
Entre las ventajas de este formalismo, se pueden mencionar
que (a) no hace ninguna suposición acerca del espacio-tiempo
de fondo (a diferencia, por ejemplo, del método de elección
de norma, cf. Sec. 5.1); (b) no sólo se aplica a la teorı́a de
Relatividad General sino a toda teorı́a en la cual se exija la
validez del principio de covariancia general [para un ejemplo
de esto ver 51 y las referencias ahı́ dadas], y poŕultimo (c)
si se cumple cierta condición de separabilidad de la métrica
perturbada a primer orden propone un algoritmo para encon-
trar perturbaciones invariantes de norma a cualquier orden
superior al primero.

6.1. Algoritmo

El procedimiento para encontrar invariantes de norma a un
orden perturbativo arbitrario es el siguiente:

1. Se expande mediante la serie de Taylor (B1) a la métri-
ca ¯gab deMλ luego de aplicarle unpull-backusando
la eleccíon de normaϕλ aM0, i.e.

ϕ∗λgab = gab + λ ϕhab +
λ2

2 ϕlab +O3(λ), (52)

dondegab es la ḿetrica deM0 y hemos definido a
δgab ≡ hab y a δ2gab ≡ lab como las perturbaciones
de la ḿetrica a primer y segundo orden respectivamen-
te. Las transformaciones de norma (19a) y (19b) de la
métrica a primer y segundo orden son

ϕhab − ψhab = £ξ1gab, (53a)

ϕlab − ψlab = 2£ξ1hab +
{
£ξ2 + £2

ξ1

}
gab. (53b)

2. Inspeccionando las reglas de transformación de nor-
ma (53) se procede a separar, en partes invariantes de
norma y variantes de norma, a la primera perturbación
de la ḿetrica,hab.

hab ≡ Hab + 2∇(a Xb). (54)

dondeHab es la parte que es invariante de norma yXa

es la parte variable. Es decir, ante transformaciones de
normaΦ = ϕ−1 ◦ ψ,

ψHab − ϕHab = 0, (55a)

ψ Xa − ϕ Xa = ξa
1 . (55b)

Este procedimiento de separación se supone que se co-
noce y es la condición de entrada del algoritmo. Es-
ta condicíon puede parecer muy restrictiva, ya que no
existe una manera canónica de realizar esta descompo-
sición. En nuestro espacio-tiempo de ejemploi.e. Uni-
versos FLRW, está descomposición se mostŕo en IV B,
a partir de esta primera descomposición se manipulan
algebŕaicamente los elementos para llegar a (54) como
se mostraŕa adelante.

Al no existir una manera canónica de realizar la des-
composicíon a primer orden (54) se pueden intentar al-
gunas estrategias para lograrla, por ejemplo, si existen
algunas simetrı́as de Killing en el espacio-tiempo de
fondo, se puede intentar una descomposición arḿonica
de las variables [78].

3. Realice la misma descomposición en partes variantes
e invariantes de norma para perturbaciones de orden
superior de la ḿetrica. El art́ıculo [51] mostŕo que es-
to se puede hacer siempre con algunas manipulaciones
algebraicas que resultan de inspeccionar la reglas de
transformacíon de norma a ordenes mayores que el se-
gundo (que se vuelven ḿas complicadas cada vez que
aumentamos el orden perturbativo). A segundo orden,
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por ejemplo, definimos la variable basándonos en la
forma de la Ec. (53b) para la elección de normaϕ,

ϕL̂ab ≡ϕ lab − 2£
ϕX ϕhab + £

ϕXgab, (56)

y para la normaψ,

ψL̂ab ≡ψ lab − 2£
ψX ψhab + £

ψXgab. (57)

Esta variable se transforma como mostraremos, prime-
ro restamos ambas variables,

ψL̂ab −ϕ L̂ab =ψ lab − ϕlab

− 2£
ψX ψhab + 2£

ϕX ϕhab

+ £2
ψX gab −£2

ϕX gab, (58)

luego, usando la linealidad de la derivada de Lie 7 y las
reglas de transformación de norma a primer orden (53)
y (55b)

ψL̂ab −ϕ L̂ab = −2£ξ1(£ξ1gab) + £ξ2gab + £2
ξ1

gab

− 2£
ϕX (£ξ1gab) + £2

ψX gab −£2
ϕX gab

= £ξ2 gab +
(
£ξ1£ϕX −£ϕX£ξ1

)
gab

= £σ2gab (59)

dondeσa
2 ≡ ξa

2 + [ξ1, ϕX]a.

Entonces, la transformación deL̂ tiene la misma for-
ma que la transformación de primer orden (53a). Por
lo tanto, como suponemos que existe un procedimien-
to para descomponer un campo tensorial de rango dos
que se transforma como (53a) en (54), podemos des-
componer al tensor̂Lab en un campo tensorialLab y
un campo vectorialϕY b de la siguiente manera:

ϕL̂ab =: Lab +∇(a ϕYb) (60)

dondeLab se transforma como la parte invariante de
norma deL̂ab

ψLab −ϕ Lab = 0, (61)

y el campo vectorialY b como la parte variable de nor-
ma

ψY a −ϕ Y a = ξa
2 + [ξ1, ϕX]a . (62)

Usando este campo tensorial y la definición (53b), la
perturbacíon a segundo orden de la métrica es posible
descomponerla en

lab = Lab + 2£Xhab +
(
£Y −£2

X

)
gab, (63)

dondeLab es la parte invariante de norma yY a es la
parte variante de la perturbación a segundo orden. El
caso para ordenes superiores es completamente análo-
go al mostrado para el segundo orden, por ejemplo para
tercer orden, el lector puede consultar [51].

4. Se pueden definir los invariantes de norma a orden
n < k de cualquier campo tensorial (excluyendo la
métrica) usando las perturbaciones de la métrica. Las
partes variantes de norma de la métrica (Xa, Y b a pri-
mer y segundo orden) no poseen nada de contenido
fı́sico, mas sin embargo, son importantes para definir
las variables invariantes de norma de los campos ten-
soriales. Las partes invariantes de normaQ de un cam-
po tensorial arbitrarioQ (sin incluir la ḿetrica) est́an
dadas por (a segundo orden)

(1)Q ≡(1) Q−£XQ0, (64a)

(2)Q ≡(2) Q− 2£X
(1)Q− {

£Y −£2
X

}Q0 (64b)

Es f́acil ver que estas variables son invariantes de nor-
ma si se usan las Ecs. (19), (55b) y (62).

En este momento podemos resolver la pregunta acerca
de la generalidad de las Ecs. (64), esta pregunta es váli-
da debido a que nuestras elecciones de norma eran ma-
peos exponenciales, si esto no fuese ası́, las ecuaciones
afectadas serı́an (10) (la serie de Taylor delpull-back
deQλ), las definiciones de las perturbaciones (12) y
las relaciones entre generadores de los mapeos y los
generadores de la transformación de norma (20), pero
las ecuaciones ḿas importantes (64) no se ven cambia-
das, ya que son consecuencia directa de la expansión en
serie de Taylor del difeomorfismo que define la trans-
formaciones de norma,Φλ [20].

En lo que resta de la sección se seguiŕa el esquema si-
guiente, se presentan los cálculos y conceptos de manera ge-
neral en un apartado y luego se aplican en el apartado si-
guiente al caso de FLRW. Entonces, el apartado siguiente
trataŕa sobre la descomposición de las partes invariantes de
norma de las perturbaciones de la métrica.

6.2. Perturbaciones de la ḿetrica invariantes de norma
en el Universo FLRW

En esta sección procederemos a aplicar el algoritmo recién
dado (Sec. 6.1) al espacio-tiempo de FLRW presentado en la
Sec. 4. Empezando por descomponer la perturbación lineal
de la ḿetrica como en (54).

Analizando las transformaciones de norma (47), (48)
y (49) podemos encontrar las variables invariantes y varian-
tes de norma a primer orden en la perturbación de una manera
sencilla. De la Ec. (49) se ve que la parte transversa y sin tra-
za de la perturbación tensorial, es invariante de norma, a la
cual llamaremosχ(1)

ij , donde el superı́ndice indica que es la
variable invariante de norma a primer orden,

χ
(1)
ij ≡ h

(TT )
ij , χ

(1)
ij = χ

(1)
ij ,

χ(1) i
i = 0, χ

(1) ,i
ij = 0, (65)
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podemos ver queχ(1)
ij tiene dos componentes y es llama-

do modo tensorialen el contexto de las perturbaciones cos-
mológicas. Usando ahora (48a) y (48b) podemos definir la
variable

a2ν
(1)
i ≡ h

(V )
i − (∂η − 2H)

(
a2h

(V T )
i

)

= h
(V )
i − a2∂h

(V T )
i . (66)

Esta variable también es invariante de norma y se le conoce
comomodo vectorialy es libre de divergencia,i.e.

ν
(1),i
i = 0, (67)

esta propiedad nos indica que el modo vectorial,ν
(1)
i , tiene

dos variables independientes.
Por último, para obtener losmodos escalares, podemos

definir la variableX̄η, a partir de las Ecs. (47b) y (47d) me-
diante

X̄η ≡ h(SV ) − 1
2
(∂η − 2H)(a2h(ST ))

= h(SV ) − 1
2
a2∂ηh(ST ), (68)

esta variable transforma de la manera siguiente (i.e.es varian-
te de norma)

ϕX̄η −ψ X̄η = ξη, (69)

Observando a (47a) es fácil definir al invariante de nor-
maΦ,

−2a2Φ(1) ≡ hηη − 2(∂η −H)X̄η. (70)

Además, de las transformaciones de norma (47c), (47d) y
de la transformación deX̄η definimos al invariante de norma
Ψ,

−2a2Ψ(1) ≡ a2

(
h(S) − 1

3
∇2h(ST )

)
+ 2HX̄η. (71)

Tenemos entonces seis componentes invariantes de nor-
ma: 2 escalares(Φ(1), Ψ(1)), 2 vectorialesν(1)

i y 2 tenso-
rialesχ

(1)
ij . Como la parte perturbada de la métricahab, tie-

ne 10 componentes independientes las cuatro componentes
restantes son la parte variable de norma de la métrica. Pa-
ra encontrar sus expresiones, escribamos la descomposición
3+1 de la ḿetrica en t́erminos de los invariantes de norma
{Φ, Ψ, νi, χij}:

hηη = −2a2Φ(1) + 2(∂η −H)X̄η, (72a)

hη i = a2ν
(1)
i + a2∂ηh

(V T )
i + h

(SV )
,i , (72b)

hij = −2a2Ψ(1)δij + a2χ
(1)
ij + a2h

(ST )
,i ,j

− 2HX̄ηδij + 2a2h
(V T )
(j ,i) , (72c)

comparando estas ecuaciones con la descomposición en
términos de la separación (54)

hηη = Hηη + 2(∂η −H)Xη (73a)

hη i = Hη i + Xη ,i + Xi η − 2HXi (73b)

hij = Hij + 2X(i ,j) − 2HδijXη (73c)

de aqúı se sigue f́acilmente que las partes invariantes de nor-
ma de la perturbación a primer orden de la ḿetrica son

Hηη ≡ −2a2Φ(1), Hη i ≡ a2ν(1),

Hij ≡ −2a2Ψ(1)∂ij + a2χ
(1)
ij . (74)

Igualando las partes variantes de norma de los conjuntos
de Ecs. (72) y (73) obtenemos las siguientes ecuaciones que
hay que resolver para obtener la parte variable de norma

2(∂η −H)Xη = 2(∂η −H)X̄η (75a)

Xi η − 2HXi = a2∂ηh
(V T )
i + h

(SV )
,i (75b)

2X(i ,j) − 2HδijXη = a2χ
(1)
ij + a2h

(ST )
,i ,j

− 2HX̄ηδij + 2a2h
(V T )
(j ,i) (75c)

De la Ec. (75a) obtenemosXη = X̄η + aC̄η, dondeC̄η

es una funcíon escalar que satisface∂ηC̄η = 0. Usando esta
solucíon, (68) en (75b)

Xi=a2

(
h

(V T )
i +

1
2
h

(ST )
,i

)
−∂iC̄ηa2

∫
dη

a
+a2C̄i, (76)

con∂C̄i = 0. La última Ec. (75c) da la siguiente relación de
constriccíon

a2∂(iC̄j) − ∂i∂jC̄ηa2

∫
dη

a
−HγijaC̄η = 0 (77)

definiendoCη ≡ aC̄η y

Ci ≡ ∂iC̄ηa2

∫
dη

a
+ a2C̄i,

podemos construir el vectorCa ≡ Cη(η)(dη)a + Ci(dxi)a,
el cual es un vector de Killing en el espacio-tiempo de fon-
doM0 como se puede verificar fácilmente. Por lo tanto la
parte variante de la perturbación de la ḿetrica y su relacíon
con las perturbacionesh(SV ), h(ST ), h

(V T )
i esúnica salvo el

grado de libertad proveniente del campo vectorial de Killing.
Además, como la parte variante contribuye a la perturbación
de la ḿetrica mediante (54), el campo vectorial de Killing
Ca no contribuye a las perturbaciones de la métrica. Final-
mente, para satisfacer la constricción (77), tenemos̄Cη = 0,
∂(iC̄j) = 0, con lo queC̄j es un vector de Killing enΣ(η)
y como se menciońo antes estos vectores perteneces alker-
nel de4 y quedan fuera del dominio de las perturbaciones,
entoncesC̄j = 0. Claro que serı́a posible incluir estekernel
en nuestras discusión al extender el dominio de las pertur-
baciones, pero esto queda fuera del alcance de este artı́cu-
lo [20,52]. Es f́acil comprobar que la parte variante de la nor-
maXa transforma mediante (55b), como era de esperarse.
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Las perturbaciones de la métrica a segundo orden se pue-
den encontrar siguiendo los mismos argumentos y pasos alge-
braicos que para el orden lineal, pero usando la variableL̂ab,
definida por (56). Repitiendo todos los pasos con esta varia-
ble (i.e. descomponiendola en su parte variable e invariante
de norma, descomponiendola de manera armónica, etc) lle-
gamos a esta expresión para la parte invariante de norma de
la perturbacíon a segundo orden de la métrica (63),Lab,

Lab = −2a2Φ(2)(dη)a(dη)b + 2a2ν
(2)
i (dη)(a(dxi)b)

+ a2
(
−2Ψ(2)δij + χ

(2)
ij

)
(dxi)a(dxj)b (78)

dondeν(2) y χ
(2)
ij satisfacen las ecuaciones

ν
(2)
i

,i = δijν
(2)
j ,i = 0, χ

(2)
i

i = 0, χ
(2)
ij

,i = 0. (79)

Los invariantes de normaΦ(2), Ψ(2) son losmodos escala-
resde la perturbación a segundo orden, yν(2)

i y χ
(2)
ij son los

modosvectorialesy tensorialesa segundo orden respectiva-
mente.

6.3. Invariantes de norma de variables geoḿetricas

Luego de realizar los primeros tres pasos (encontrar las partes
invariantes de norma a primer y segundo orden delpull-back
de la ḿetrica del universo fı́sico) del algoritmo presentado en
la Sec. 6.1, el siguiente paso (el cuatro) es encontrar las partes
invariantes de norma de las cantidad geométricas de inteŕes.

6.3.1. Tensor de curvatura

La definicíon del tensor de curvaturāRabc
d [4] en el espacio-

tiempo f́ısico(M, ḡab) es

(∇̄a∇̄b − ∇̄b∇̄a

)
ω̄c = ω̄dR̄abc

d (80)

donde∇̄a es la derivada covariante compatible conḡab y ω̄c

es una uno-forma en el espacio fı́sicoM. Por otra parte, en
el espacio-tiempo de fondoM0, Rabc

d esta definido por

(∇a∇b −∇b∇a)ωc = ωdRabc
d (81)

con∇a la derivada compatible congab y ωc una una-forma
enM0. Introducimos el operadorϕ∗∇̄a(ϕ−1)∗ enM0, que
podemos identificar con elpull-back de la derivada∇̄a en
M. Este operador depende de la elección de normaϕ.

La propiedad de que este operador derivada sea compati-
ble con la ḿetrica est́a dada por

ϕ∗∇̄a

((
ϕ−1

)∗
ϕ∗ḡab

)
= 0 (82)

dondeϕ∗ḡab espull-backde la ḿetrica enM. Dado que el
pull-backϕ∗∇̄a(ϕ−1)∗ enMo de la∇̄a enM es lineal, sa-
tisface la regla de Leibnitz, conmuta con la contracción y es
libre de torsíon se puede considerar como operador derivada
enM0.

Aunque es obvio que lospull-backsde las cantidades
geoḿetricas del espacio-tiempoM dependen de la elección
de norma, (e.g.deϕ), a partir de este momento obviaremos a
ϕ en las f́ormulas, es decir, con el fin de no complicar la no-
tación expresaremos aϕ∗∇̄a(ϕ−1)∗ simplemente comō∇a,
ϕR̄abc

d, comoR̄abc
d etc.

Como el operador̄∇a se puede considerar como un ope-
rador derivada enM0, existe entonces, un campo tensorial
Ca

bc enM0 tal que,

∇̄aωb = ∇aωb − Cc
abωc, (83)

donde ωc es una uno-forma arbitraria enM0. Usando
∇̄aḡbc = 0 enM el Ca

bc enM0 est́a dado por

Cc
ab =

1
2
ḡcd (∇aḡdb +∇bgda −∇dḡab) . (84)

Debemos notar que toda la dependencia de la elección
de norma del operador̄∇a enM0 est́a incluidaúnicamente
enCc

ab.
Usando la definicíon del tensor de Riemann, (80) y la

Ec. (83), por un lado tenemos,

R̄d
abc =

(∇̄a∇̄b − ∇̄b∇̄a

)

= ∇̄a(∇b − Cd
bc)− ∇̄b(∇a − Cd

ac)

= ∇a∇b − Ce
ab∇e − ∇̄aCd

bc

−∇b∇a + Ce
ba∇e − ∇̄bC

d
ac, (85)

pero aplicando la definición de∇̄ (83)

∇̄aCd
bcωd = ∇aCd

bcωd − Cd
ecC

e
abωd − Cd

beC
e
acωd,

obtenemos entonces,

R̄abc
d = Rabc

d − 2∇[aCd
b]c + 2Cd

e[aCe
b]c. (86)

Aśı, hemos obtenido el tensor de curvatura en el espacio-
tiempo f́ısico M, en t́erminos del tensor de curvatura del
espacio-tiempo de fondoM0.

Para obtener la expresión perturbada de la curvatura
R̄abc

d, es necesario calcular las expansiones perturbativas de
la inversa de la ḿetrica,ḡab y Cc

ab.
a. Perturbacíon de la inversa de la ḿetrica Expandamos

en serie de Taylor la inversa de la métrica

ḡab =
∞∑

k=0

λ

k!
δ(k)

ϕḡab = gab + λDab +
λ2

2
Eab + O(λ3),

usandōgabḡbc = δa
c tenemos

δa
c =

(
gab + λCab +

λ2

2
Eab

)(
gbc + λhbc +

λ2

2
lab

)

= δa
c + λ (ha

c + Ca
c ) +

λ2

2
(
lac + 2hbcC

ab + Da
c

)

de aqúı se ve queCab = −hab. En el segundo orden

Da
c = −2hbc

(−hab
)− lac = 2hech

ae − lac
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obteniendo finalmenteDab = 2haehb
c − lab.

Entonces, las perturbaciones a primer y segundo orden
del inverso de la ḿetrica son

δḡab ≡ −hab (87a)

δ(2)ḡab ≡ 2haehc
b − lab (87b)

b. Perturbacíones deCa
bc Sustituyendo en (84) las expan-

siones de la ḿetrica y la ḿetrica inversa a segundo orden. Se
pueden obtener las expresiones perturbadas deCa

bc a primer y
segundo orden

δCc
ab = ∇(ahc

b) −
1
2
∇chab, (88a)

δ(2)Cc
ab =

[
∇(al c

b) −
1
2
∇clab

]

− 2hcd
[∇(ahb)d −∇dhab

]
(88b)

Definimos la variableHab
c[A] dondeA = {h, l},

Hab
c[A] ≡ ∇(a Ab)

c − 1
2
∇cAab, (89)

Hab
c[A] estaŕa apareciendo repetidamente en los cálculos

que siguen con varios acomodos deı́ndices, que son definidos
como

Habc[A] ≡ gcdHab
d[A],

Ha
bc[A] ≡ gbdHad

c[A],

Ha
b

c[A] ≡ gcdHa
bd[A].

escritas en estas nuevas variables las ecuaciones (88) son

δCc
ab = Hab

c[h], (90a)

δ(2)Cc
ab = Hab

c[l]− 2hcdHabd[h]. (90b)

Ahora podemos expandir en serie de Taylor el tensor de
Riemann a segundo orden

R̄abc
d = Rabc

d + λ (1)Rabc
d +

λ2

2
(2)Rabc

d. (91)

Comparando estáultima ecuacíon con (86), luego de sustituir
(90a) y (90b),

δR̄d
abc = −2∇[aHb]c

d[h] (92a)

δ(2)R̄d
abc = −2∇[aHb]c

d[l] + 4hde∇[aHb]ce[h]

+ 4Hc[a
e[h]Hb]e

d[h] (92b)

Para descomponer el tensor de Riemann en sus partes
invariante y variante de norma debemos escribir primero
Hc

ab[∗] en t́erminos de variables invariantes de norma, esto
seŕa sencillo ya que hemos descompuesto ahab como (54),

2Habc[h] = [∇ahbc +∇bhac −∇chab] ,

derivandohab,

∇ahbc = ∇aHbc +∇a∇bXc +∇a∇cXb

∇bhac = ∇bHac +∇b∇aXc +∇b∇cXc

−∇chab = −∇cHab −∇c∇aXb −∇c∇bXa

entonces, sumando estas expresiones,

2Habc[h] = 2∇(aHb)c −∇cHab + Rd
acbXd + Rbca

dXx

+ (∇a∇b +∇b∇a)Xc +∇b∇aXc −∇b∇aXc

en estáultima ecuacíon hemos sumando y restando∇b∇aXc.
Ahora sumemos y restemosRcab

dXd

2Habc[h] = 2∇(aHb)c −∇cHab + Rd
acbXd + Rd

bcaXx

+ Rd
abcXd + 2∇b∇aXc + Rcab

dXd −Rcab
dXd,

usando la primera identidad de Bianchi,Ra[bcd] = 0,

2Habc[h] = 2∇(aHb)c −∇cHab + 2∇b∇aXc

+ Racb
dXd −Rcab

dXd.

recordando las simetrı́as del tensor de Riemann
Rd

acb=−Rd
cab, y usando por segunda vez la primera iden-

tidad de Bianchi, obtenemos finalmente

Habc[h] = ∇(aHb)c −
1
2
∇cHab +∇a∇bXc + Rbca

dXd

= Habc[H] +∇a∇bXc + Rbca
dXd

Derivando estáultima expresíon obtenemos,

∇bHacd[h] = ∇bHacd[H] +∇b∇a∇cXd

+ Xe∇bRcda
e + Rcda

e∇bXe (93)

y sustituýendola en (92a)

δR̄abcd = −2∇[aHb]cd[H] + (∇b∇a

−∇a∇b)∇cXd + Xe (∇bRcda
e −∇aRcdb

e)

+ Rcda
e∇bXe −Rcdb

e∇aXe,

usando(∇a∇b − ∇b∇a)Qcd = Rabc
eQed + Rabd

eQce en
estaúltima ecuacíon

δR̄abcd = −2∇[aHb]cd[H] + Rbac
e∇eXd

+ Rbad
e∇cXe + Xe (∇bRcda

e −∇aRcdb
e)

+ Rcda
e∇bXe −Rcdb

e∇aXe

= −2∇[aHb]cd[H] + Rbac
e∇eXd + Rbad

e∇cXe

+ Rcda
e∇bXe −Rcdb

e∇aXe

+ gfeXe (∇bRcdaf −∇aRcdbf ) ,
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una vez ḿas aplicamos las simetrı́as del tensor de Riemann,

δR̄abcd = −2∇[aHb]cd[H]−Rabc
e∇eXd

+ Rabed∇cX
e + Raecd∇bX

e −Rebcd∇aXe

+ Xe (∇bRcdae −∇aRcdbe) = −2∇[aHb]cd[H]

+ ghd

(
Rebc

h∇aXe + Raec
h∇bX

e + Rabe
h∇cX

e

−Rabc
e∇eX

h
)

+ Xe(∇bRaecd +∇aRebcd),

luego, empleando la segunda identidad de Bianchi,
∇[aRbc]de = 0

δR̄abcd = −2∇[aHb]cd[H] + ghd

(
Rebc

h∇aXe

+Raec
h∇bX

e + Rabe
h∇cX

e −Rabc
e∇eX

h
)

+ Xe(−∇aRebcd −∇eRbacd +∇aRebcd),

y utilizando la definicíon de la derivada de Lie (A1d) sobre
un campo tensorial de rango(1, 3)

δR̄abcd=−2∇[aHb]cd[H]

+ghd

(
£XRabc

h−Xe∇eRabc
h
)
+Xe∇eRabcd,

llegamos finalmente a la perturbación lineal del tensor de Rie-
mann escrita en sus partes invariantes y variantes de norma,

δR̄abc
d = −2∇[aHb]c

d[H] + £XRabc
d. (94)

Para la perturbación a segundo orden, usamos la variable
definida en (56), y calculamosHab

c[L̂],

Hc
ab[L̂] = Hc

ab[l]−£X (Hc
ab[h] + Hc

ab[H])

+ (Habd[h] + Habd[H])£Xgcd

− (
hd

c +Hd
c

) (∇a∇bX
d −Rd

eabX
e
)
, (95)

despejandoHab
c[l] y sustituyendo en (92b), llegamos a

δ(2)R̄d
abc = −2∇[aHd

b]c[L̂] + 4Hde
[a [H]Hb]ce[H]

+ 2Hd
e

(
£XRe

abc − δR̄e
abc

)

+ 2£X

(
δR̄d

abc −
1
2
£XRd

abc

)
, (96)

usando las f́ormulas (60) y (92a),

δ(2)R̄d
abc = −2∇[aHd

b]c[L] + 4Hde
[a [H]Hb]ce[H]

+ 4Hd
e∇[aHe

b]c[H] + 2£(1)
X R̄d

abc

+ (£Y −£2
X)Rd

abc. (97)

Usando (94) y (97) podemos definir los tensores de cur-
vatura invariantes de norma de la siguiente manera

δRd
abc ≡ δR̄d

abc −£XRabc
d (98a)

δ(2)Rd
abc ≡ δ(2)R̄d

abc − 2£XδR̄d
abc

− (
£Y −£2

X

)
Rd

abc. (98b)

6.3.2. Perturbacíones del tensor de Ricci

Contrayendo lośındicesb y d en las ecuaciones (94) y (97),
podemos derivar las fórmulas perturbativas de la curvatura de
Ricci,

δR̄ab = −2∇[aHc]b
c [H] + £XRab (99a)

δ(2)R̄ab = −2∇[aHc
c]b[L] + 4Hcd

[a [H]Hc]bd[H]

+ 4Hc
d∇[aHd

b]c[H] + 2£XδR̄ab

+
(
£Y −£2

X

)
Rab, (99b)

de estas ecuaciones definimos los invariantes de norma del
tensor de Ricci:

δRab = δR̄ab −£XRab (100a)

δ(2)Rab = δ(2)R̄ab − 2£XδR̄ab

− (
£Y −£2

X

)
Rab. (100b)

6.3.3. Perturbaciones del escalar de Ricci

El escalar de Ricci en el espacio-tiempo fı́sicoM est́a dado
por

R̄ ≡ ḡabR̄ab (101)

Expandiendo a primer orden ambas cantidades, usando (87a)
y (99a)

R̄ = R + λ(1)R̄ =
(
gab − λhab

)

× (
Rab + λ£XRab − 2λ∇[aHc]b

c[H]
)

(102)

Reconociendo términos a primer orden

δR̄ = gab£XRab − habRab − 2∇[aHac
c] [H] (103)

usando la regla de Leibnitz de la derivada de Lie,

δR̄ = £X

(
gabRab

)

−Rab£Xgab − habRab − 2∇[aHac
c] [H] (104)

calculando la derivada de Lie de la métrica y usando la des-
composicíon dehab (54), llegamos a

δR̄ = £XR−HabRab − 2∇[aHc]
ac[H] (105)

Similarmente, usando (87a), (87b), (99a) y (99b) llega-
mos a

δ(2)R̄ = −2∇[aHc]
ac[L] + Rab (2HcaHb

c − Lab)

+ 4H[a
cd[H]Hc]

a
d[H] + 4Hc

b∇[aHb]
ac[H]

+ 4Hab∇[aHd]b
d[H]

+ 2£XδR̄ +
(
£Y −£2

X

)
R, (106)

que es la perturbación a segundo orden del escalar de Ricci.
La definicíon de los escalares de Ricci invariantes de norma
es trivial:

δR ≡ δR̄−£XR (107a)

δ(2)R ≡ δ(2)R̄− 2£XδR̄− (
£Y −£2

X

)
R. (107b)
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6.3.4. Perturbacíones del tensor de Einstein

La perturbacíon a primer orden el tensor de Einstein es

δḠab = −2∇[aHd]b
d [H] + gab∇[cHd]

cd [H]− 1
2
HabR+

1
2
gabRcdHcd + £XGab (108)

y a segundo orden

δ(2)Ḡab = −2∇[aHc
c]b [L] + 4Hcd

[a [H]Hc]bd[H] + 4Ld
c∇[aHc

d]b[H]− 1
2
gab

(
− 2∇[cH

cd
d] [L] + Rde

(
2Hd

cHec − Lde
)

+ 4Hde
[c [H]Hc

d]e[H] + 4Hd
e∇[cH

ce
d] [H] + 4Hce∇[cH

d
d]e[H]

)
+ 2Hab∇[cH

cd
d] [H] +HabRcdHcd

− 1
2
LabR+ 2£XδḠab +

(
£Y −£2

X

)
Gab. (109)

Es conveniente usar āGa
b ≡ ḡbcḠac, en lugar deḠab. Entonces levantamos elı́ndice en las Ecs. (108) y (109) con ayuda

de (87):

δḠb
a = δGa

b[H] + £XGb
a, (110a)

δ(2)Ḡb
a = δGb

a[L] + δ(2)Gb
a[H,H] + 2£XδḠb

a +
(
£Y −£2

X

)
Gb

a, (110b)

donde se introdujeron las variables

δG[A]ba ≡(1) Σb
a[A]− 1

2
δb(1)
a Σc

c[A], (111)

δ(2)G[A]ba ≡(2) Σb
a[A, B]− 1

2
δb(2)
a Σc

c[A,B], (112)

(1)Σb
a[A] ≡ −2∇[aHd]

bd[A]−AcbRac +
1
2

(
2∇[eH

ed
d] [A] + RedA

ed
)

, (113)

(2)Σa
b[A,B] ≡ 2RadB

(b
c Ad)c + 2H[a

de[A]Hd]
b

e[B] + 2Hde
[a [B]Hd]

b
e[A]

+ 2Ae
d∇[aHd]

be[B] + 2Be
d∇[aHd]

be[A] + 2Ac
b∇[aHd]

cd[B] + 2Bc
b∇[aHd]

cd[A]. (114)

dondeδG[A]ba, δ(2)G[A]ba son las partes invariantes de norma del tensor de Einstein a primer y segundo orden, respectivamente.

6.3.5. Perturbacíones de la divergencia de un tensor(1, 1)

Debido a la importancia de la identidad de Bianchi∇bḠb
a = 0, en esta sección la perturbacíon a primer y segundo orden de la

divergencia de un tensor(1, 1) se calculaŕa para un campo tensorial arbitrariōTa
b. Luego de obtener las expresiones generales

se mostraŕa que las identidades de Bianchi se cumplen orden a orden.
La divergencia dēTa

b se define como

∇̄aT̄b
a = ∇aT̄b

a + Ca
ceT̄b

c − Cc
baT̄c

a. (115)

Expandiendo en una serie de Taylor estaúltima ecuacíon,

∇̄aT̄b
a =

∞∑

k=0

λk

k!

[
δ(k)

(∇̄aT̄b
a
)]

. (116)

A orden lineal encontramos

δ(∇̄aT̄b
a)=∇aT̄b

a+(Hca
a[H]+∇c∇aXa)Tb

c−(Hbac[H]+∇b∇aXc+Rabc
eXe)T ca, (117)

Expandimos ahora a el campo tensorialT̄a
b usando (10). Siguiendo las definiciones (64), definimos las perturbaciones inva-

riantes de norma,Tb
a, como sigue

δTb
a ≡ δT̄b

a−£XTb
a, (118)

δ(2)Tb
a ≡ δ(2)T̄b

a−2£X δT̄b
a− (

£Y−£2
X

)
Tb

a, (119)
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REVISIÓN DE LA TEOŔIA DE PERTURBACIONES EN RELATIVIDAD GENERAL 293

luego, usando (118) y la fórmula del aṕendice (A2d), obtenemos la división de la parte invariante de norma de la divergencia
de un tensor(1, 1):

δ(∇̄aT̄b
a) = ∇aδTb

a + (Hca
a[H] +∇c∇aXa)Tb

c − (Hba
c[H]Tc

a + £X∇aTb
a) . (120)

Podemos verificar la validez de la identidad de Bianchi del tensor de Einstein a orden lineal perturbativo usando la Ec. (120)
conT̄b

a → Ḡb
a:

δ(∇̄aḠb
a) = ∇aδGb

a + (Hca
a[H] +∇c∇aXa)Gb

c − (Hba
c[H]Gc

a + £X∇aGb
a) , (121)

necesitamos la derivada de la parte invariante del tensor de Einstein (111)

∇aδGb
a = −Hca

a[H]Gb
c + Hba

c[H]Gc
a (122)

y sustituýendola en (121) obtenemos la divergencia del tensor de Einstein a primer orden

δ(∇̄aḠb
a) = £X∇aGb

a, (123)

pero∇aGb
a = 0 en un espacio-tiempo arbitrario, entonces a primer ordenδ∇̄aGb

a = 0.
La perturbacíon a segundo orden de la divergencia del tensorT̄b

a se obtiene de manera similar que la divergencia a orden
lineal,

δ(2)(∇̄aT̄b
a) = ∇aδ(2)Tb

a − (2Hcad[H]Hda −Hca
a[L])Tb

c + (2Hbad[H]Hdc

−Hba
c[L])Tc

a − 2Hba
c[H]δTc

a + 2Hca
a[H]δTb

c + 2£X(∇̄aT̄b
a) + (£Y −£2

X)(∇aTb
b). (124)

Con esta expresión comprobaremos la identidad de Bianchi a segundo orden del tensor perturbado de Einstein

δ(2)(∇̄aḠb
a) = ∇a

(
δGb

a[L] + δ(2)Gb
a[H,H]

)
− (

2Hcad[H]Hda −Hca
a[L]

)
Gb

c

+
(
2Hbad[H]Hdc −Hba

c[L]
)
Gc

a−2Hba
c[H]δGc

a[H]+2Hca
a[H]δGb

c[H]

+ 2£X(∇̄aḠb
a) + (£Y −£2

X)(∇aGb
a). (125)

Usando la Ec. (122) con el reemplazoH → L y calculando la divergencia del invariante de norma a segundo orden

∇aδ(2)Gb
a[H,H] = −2Hca

a[H]δGb
c[H] + 2Hba

e[H]δGe
a[H]− 2Hbad[H]HdcGc

a − 2Hcad[H]HadGb
c, (126)

observamos que la identidad de Bianchi se cumple a segundo orden también ya quē∇aḠb
a = 0 y ∇aGb

a = 0.

6.3.6. Ecuaciones de Einstein perturbadas invariantes de norma

Por último escribiremos las ecuaciones de Einstein perturbadasδ(k)Ga
b = 8πGδ(k)Ta

b. Usando las definiciones (118) y
(119) se puede mostrar que las ecuaciones de Einstein se pueden expresar orden por orden .en términos de variables invariantes
de normáunicamente,

δGa
b[H] = 8πG δTa

b, (127a)

δGa
b[L] + δ(2)Ga

b[H,H] = 8πG δ(2)Ta
b. (127b)

6.4. Ecuaciones de Einstein invariantes de norma en el Universo FLRW

En esta sección aplicaremos las fórmulas recíen deducidas al espacio-tiempo de ejemplo IV.
a. Tensor de energı́a-momento de un campo escalar.El tensor de energı́a momento de un campo escalar está dado por la

fórmula (30), para obtener la ecuación perturbada debemos expandir al campo escalar en series de Taylor

ϕ̄ = ϕ + λδϕ +
1
2
λ2δ(2)ϕ +O(λ3), (128)

dondeϕ ≡ ϕ(η) es una funcíon homoǵenea en un universo homogéneo e isotŕopico. El tensor de energı́a momento también
debe de ser descompuesto en la variadad de fondo

T̄a
b = Ta

b + λδTa
b +

1
2
λ2δ(2)Ta

b +O(λ3), (129)
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dondeδTa
b es lineal enδϕ y hab y δ(2)Ta

b incluye las perturbaciones de segundo ordenδ(2)ϕ, lab y los productos cuadráticos
deδϕ y hab. Sustituyendo (128) en (129) y preservando sólo los t́erminos hasta orden cuadrático,

δTa
b≡∇aϕ∇bδϕ−∇aϕ hbc∇cϕ+∇aδϕ∇bϕ−1

2
δa

b

(
∇cϕ∇cδϕ−∇cϕhdc∇dϕ +∇cδϕ∇cϕ+2δϕ

∂V

∂ϕ

)
, (130a)

δ(2)Ta
b ≡ ∇aϕ∇bδ(2)ϕ− 2∇aϕhbc∇cδϕ +∇aϕ

(
2hbdhd

c − lbc
)∇cϕ + 2∇aδϕ∇bδϕ− 2∇aδϕhbc∇cϕ

+∇aδ(2)ϕgbc∇cϕ− 1
2
δa

b

(
∇cϕ∇cδ(2)ϕ− 2∇cϕhdc∇dδϕ +∇cϕ

(
2hdehe

c − ldc
)∇dϕ

+ 2∇cδϕ∇cδϕ− 2∇cδϕhdc∇dϕ +∇cδ
(2)ϕ∇cϕ + 2δ(2)ϕ

∂V

∂ϕ
+ 2(δϕ)2

∂2V

∂ϕ2

)
. (130b)

Siguiendo (64), se puede descomponer las perturbaciones del campo en su parte invariante y variable de norma:

δϕ =: ϕ(1) + £Xϕ, (131)

δ(2)ϕ =: ϕ(2) + 2£Xδϕ + (£Y −£2
X)ϕ, (132)

dondeϕ(1) y ϕ(2) son las partes invariantes de norma a primer y segundo orden respectivamente.
Sustituyendo estas ecuaciones en las perturbaciones del tensor de energı́a-momento (130), y usando las descomposiciones

de la ḿetrica (54) y (63), llegamos a

δTa
b = ∇aϕ∇bϕ(1) −∇aϕHbc∇cϕ +∇aϕ(1)∇bϕ

− 1
2
δa

b

(
∇cϕ∇cϕ(1) −∇cϕHdc∇dϕ +∇cϕ

(1)∇cϕ + 2ϕ(1) ∂V

∂ϕ

)
, (133a)

δ(2)Ta
b=∇aϕ∇bϕ(2)−2∇aϕHbc∇cϕ

(1)+2∇aϕHbdHdc∇cϕ−∇aϕgbdLdc∇cϕ+2∇aϕ(1)∇bϕ(1)−2∇aϕ(1)∇bϕ(1)

− 2∇aϕ(1)Hbc∇cϕ +∇aϕ(2)∇bϕ− 1
2

(
∇cϕ∇cϕ(2) − 2∇cϕHdc∇dϕ

(1) + 2∇cϕHdeHec∇dϕ−∇cϕLdc∇dϕ

+ 2∇cϕ
(1)∇cϕ(1) − 2∇cϕ

(1)Hdc∇dϕ+∇cϕ
(2)∇cϕ+2ϕ(2) ∂V

∂ϕ
+2(ϕ(1))2

∂2V

∂ϕ2

)
. (133b)

Entonces, las componentes del tensor de energı́a-momento invariantes de norma del campo escalar a primer orden son:

δTη
η=− 1

a2

(
∂ηϕ(1)∂ηϕ−Φ(1)(∂ηϕ)2+a2 dV

dϕ
ϕ(1)

)
, (134a)

δTi
η=− 1

a2
∂iϕ

(1)∂ηϕ, (134b)

δTη
i=

1
a2

∂ηϕ
(
∂iϕ(1)+(∂ηϕ)νi (1)

)
, (134c)

δTi
j=

1
a2

δi
j

(
∂ηϕ(1)∂ηϕ−Φ(1)(∂ηϕ)2−a2 dV

dϕ
ϕ(1)

)
, (134d)

y a segundo orden,

δ(2)Tη
η = − 1

a2

(
∂ηϕ∂ηϕ(2) − 4∂ηϕΦ(1)∂ηϕ(1) + 4(∂ηϕ)2

(
Φ(1)

)2

− (∂ηϕ)2 Φ(2)

+ (∂ηϕ(1))2 + ∂iϕ
(1)∂iϕ(1) + a2ϕ(2) ∂V

∂ϕ
+ a2(ϕ(1))2

∂2V

∂ϕ2

)
, (135a)
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δ(2)Ti
η = − 1

a2

(
∂iϕ

(2)∂ηϕ + 2∂iϕ
(1)∂ηϕ(1) − 4∂iϕ

(1)Φ(1)∂ηϕ

)
, (135b)

δ(2)Tη
i =

1
a2

(
∂ηϕ∂iϕ(2) + 4∂ηΦ(1)∂iϕ(1) + (∂ηϕ)2 νi (2) + 2∂ηϕ(1)∂iϕ(1)

)
, (135c)

δ(2)Ti
j = 2

1
a2

∂iϕ
(1)∂jϕ(1) +

1
a2

δi
j

(
∂ηϕ∂ηϕ(2) − 4∂ηϕΦ(1)∂ηϕ(1) + 4 (∂ηϕ)2

(
Φ(1)

)2

− (∂ηϕ)2 Φ(2) +
(
∂ηϕ(1)

)2

− ∂kϕ(1)∂kϕ(1) − a2ϕ(2) ∂V

∂ϕ
− a2(ϕ(1))2

∂2V

∂ϕ2

)
. (135d)

6.4.1. Ecuaciones de Einstein a primer orden

Antes de poder escribir las componentes de la ecuación (111) a primer orden debemos expresar las componentes deHab
c

dadas por la expresión (89):

Hη η
η[H] = ∂ηΦ(1) (136)

Hi η
η[H] = ∂iΦ(1) + Hν

(1)
i (137)

Hi j
η[H] = −

(
2H

(
Ψ(1) + Φ(1)

)
+ ∂ηΨ(1)

)
δij − ∂(iν

(1)
j) +

1
2

(∂η + 2H) χ
(1)
ij (138)

Hη η
i[H] = ∂iΦ(1) + (∂η + H) νi (1) (139)

Hj η
i[H] = −∂ηΨ(1)δj

i +
1
2

(
∂jν

i (1) − ∂iνj
(1)

)
+

1
2
∂ηχj

i (1) (140)

Hj k
i[H] = ∂iΨ(1)δkj − 2δi

(k∂j)Ψ(1) −Hδkjν
i (1) + ∂(jχk)

i (1) − 1
2
∂iχkj

(1) (141)

Usando estas ecuaciones y la Ec. (111), las componentes del tensor de Einstein invariante de norma a primer orden serán

(1)Gη
η[H] = − 1

a2

{
(−6H∂η + 24)Ψ(1) − 6H2Φ(1)

}
, (142a)

(1)Gi
η[H] = − 1

a2

(
2∂η∂iΨ(1) + 2H∂iΦ(1) − 1

2
4ν

(1)
i

)
, (142b)

(1)Gη
i[H] =

1
a2

{
2∂η∂iΨ(1) + 2H∂iΦ(1) +

1
2
(−4+ 4H2 − 4∂ηH)νi (1)

}
, (142c)

(1)Gi
j [H] =

1
a2

[
∂i∂

j
(
Ψ(1) − Φ(1)

)
+

{
(−4+ 2∂2

η + 4H∂η)Ψ(1) + (2H∂η + 4∂ηH + 2H2 +4)Φ(1)

}
δi

j

− 1
2a2

∂η

{
a2

(
∂iν

j (1) + ∂jν
(1)
i

)}
+

1
2
(∂2

η + 2H∂η −4)χi
j (1)

]
. (142d)

A continuacíon escribimos las componentes de las ecuaciones de Einstein linearizadas (127a) de FLRW lleno con un campo
escalar (con perturbaciones lineales dadas por (134)), la componenteη − η

(−3H∂η +4)Ψ(1) − 3H2Φ(1) = 4π G

(
∂ηϕ(1)∂ηϕ− Φ(1)(∂ηϕ)2 + a2 dV

dϕ
ϕ(1)

)
, (143)

las componentesi− η y η − i son iguales en virtud de (33)

∂η∂iΨ(1) + H∂iΦ(1) − 1
4
4ν

(1)
i = 4π G∂iϕ

(1)∂ηϕ, (144)
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y por último la componente espacial-espacial es
[
∂i∂

j
(
Ψ(1) − Φ(1)

)
+

{
(−4+ 2∂2

η + 4H∂η)Ψ(1) + (2H∂η + 4∂ηH + 2H2 +4)Φ(1)
}

δi
j

− 1
2a2

∂η

{
a2

(
∂iν

j (1) + ∂jν
(1)
i

)}
+

1
2
(∂2

η + 2H∂η −4)χi
j (1)

]
= 8π G

× δi
j

(
∂ηϕ(1)∂ηϕ− Φ(1)(∂ηϕ)2 − a2 dV

dϕ
ϕ(1)

)
. (145)

Podemos descomponer estas ecuaciones en sus modos escalares, vectoriales y tensoriales, siguiendo los mismos pasos que en
la Sec. 4.2. Los modos escalares son

(−3H∂η +4)Ψ(1) − 3H2Φ(1) = 4π G

(
∂ηϕ(1)∂ηϕ− Φ(1)(∂ηϕ)2 + a2 dV

dϕ
ϕ(1)

)
, (146)

∂η∂iΨ(1) + H∂iΦ(1) = 4π G∂iϕ
(1)∂ηϕ, (147)

(−4+ 2∂2
η + 4H∂η)Ψ(1) + (2H∂η + 4∂ηH + 2H2 +4)Φ(1)=8π G

(
∂ηϕ(1)∂ηϕ−Φ(1)(∂ηϕ)2−a2 dV

dϕ
ϕ(1)

)
, (148)

∂i∂
j
(
Ψ(1) − Φ(1)

)
= 0, (149)

de estáultima ecuacíon vemos que
Ψ(1) = Φ(1). (150)

Usando las ecuaciones de Einstein de fondo, integrando con las apropiadas condiciones de frontera y usando repetidamen-
te (32) y (33) llegamos a

(4− 3H∂η − ∂ηH − 2H2)Φ(1) = 4π G

(
∂ηϕ(1)∂ϕ + a2 dV

dϕ
ϕ(1)

)
, (151)

∂ηΦ(1) + HΦ(1) = 4π Gϕ(1)∂ηϕ, (152)

(∂2
η + 3H∂η + ∂ηH + 2H2)Φ(1) = 4π G

(
∂ηϕ(1)∂ηϕ− a2 dV

dϕ
ϕ(1)

)
, (153)

es importante notar que sólo dos de estas ecuaciones son independientes. Para los modos vectoriales tenemos

4νi (1) = 0 (154)

∂η

{
a2

(
∂iν

j (1) + ∂jν
(1)
i

)}
= 0, (155)

de donde podemos deducir que el campo escalarno produceperturbaciones vectoriales si la condición inicial no los incluye y
finalmente, para los modos tensoriales

(∂2
η + 2H∂η −4)χij

(1) = 0. (156)

Tomando las ecuaciones (151) y (153) podemos eliminar el término potencial del campo escalar

(∂2
η +4)Φ(1) = 8π G∂ηϕ(1)∂ηϕ, (157)

y si usamos (152) para eliminar∂ηϕ(1) de esta ecuación llegamos a
(

∂2
η + 2

(
H − ∂2

ηϕ

∂ηϕ

)
∂η −4+ 2

(
∂ηH −H

∂2
ηϕ

∂ηϕ

))
Φ(1) = 0, (158)

ecuacíon que es conocida como laecuacíon maestrapara la perturbación del modo escalar de las perturbaciones cosmológicas
en un universo lleno con uńunico campo escalar.
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6.4.2. Ecuaciones de Einstein a segundo orden

Para derivar las ecuaciones invariantes de norma de Einstein a segundo orden, (127b), es necesario contar conLab, (78), y luego
calcularHab

c[L], (89),δGa
b[L], (111),δ(2)Ga

b[H,H], (127b), y poŕultimo δ(2)Ta
b , (135). Todos estos cálculos algebraicos

son largos y tediosos, por eso, se creó una hoja de ćalculo de Maple que se puede descargar en la dirección URL dada en el
Apéndice D.

En el caso cosmológico regularmente se supone que las condiciones iniciales de las perturbaciones vectoriales y tensoriales
a primer orden son cero,i.e.

νi (1) = 0, χij
(1) = 0, (159)

esto se puede justificar recordando (cf. 154) que a primer orden no hay generación de perturbaciones vectoriales, además,
las perturbaciones vectoriales están suprimidas por un factor dea−2 (segunda ecuación (154)). Para justificar el despreciar
el modo tensorial a primer orden usaremos el hecho que las observaciones del CMB indican que la relación escalar-tensor
es mucho menor que la unidad. Esto simplificará mucho nuestras expresiones. Si se quisieran las expresiones completas (i.e.
sin despreciar a primer orden los modos vectoriales y tensoriales), la hoja de cálculo de Maple del aṕendice 6.4.2, se puede
modificar f́acilmente para obtenerlas.

Las expresiones paraHab
c[L] y δGa

b[L] se obtienen de (136) y de (142) con los siguientes reemplazos:

Φ(1) → Φ(2), Ψ(1) → Ψ(2), νi (1) → νi (2), χij
(1) → χij

(2), (160)

entonces tenemos paraδGa
b[L]

δGη
η[L] = − 1

a2

{
(−6H∂η + 24)Ψ(2) − 6H2Φ(2)

}
, (161a)

δGi
η[L] = − 1

a2

(
2∂η∂iΨ(2) + 2H∂iΦ(2) − 1

2
4ν

(2)
i

)
, (161b)

δGη
i[L] =

1
a2

{
2∂η∂iΨ(2) + 2H∂iΦ(2) +

1
2
(−4+ 4H2 − 4∂ηH)νi (2)

}
, (161c)

δGi
j [L] =

1
a2

[
∂i∂

j
(
Ψ(2) − Φ(2)

)
+

{
(−4+ 2∂2

η + 4H∂η)Ψ(2) + (2H∂η + 4∂ηH + 2H2 +4)Φ(2)
}

δi
j

− 1
2a2

∂η

{
a2

(
∂iν

j (2) + ∂jν
(2)
i

)}
+

1
2
(∂2

η + 2H∂η −4)χi
j (2)

]
. (161d)

Las componentes del tensor invariante de normaδ(2)Ga
b[H,H] son

δ(2)Gη
η = − 2

a2

{
3∂kΦ(1)∂kΦ(1) + 3(∂ηΦ(1))2 + 8Φ(1)4Φ(1) + 12H2(Φ(1))2

}
, (162a)

δ(2)Gi
η =

4
a2

(
4HΦ(1)∂iΦ(1) − ∂ηΦ(1)∂iΦ(1)

)
, (162b)

δ(2)Gη
i =

4
a2

(
∂ηΦ(1)∂iΦ(1) + 4Φ(1)∂η∂iΦ(1)

)
, (162c)

δ(2)Gi
j =

2
a2

[
2∂iΦ(1)∂jΦ(1) + 4Φ(1)∂i∂

jΦ(1)

−
(

3∂kΦ(1)∂kΦ(1) + 4Φ(1)4Φ(1) +
(
∂ηΦ(1)

)2

+ 8HΦ(1)∂ηΦ(1) + 4(2∂ηH + H2)(Φ(1))2
)

δi
j

]
, (162d)

donde se uśo Ψ(1) = Φ(1). Con las Ecs. (33) y (152) las ecuaciones de EinsteinδGη
i[L] + δ(2)Gη

i[H,H] = 8πG δ(2)Tη
i y

δGi
η[L] + δ(2)Gi

η[H,H] = 8πG δ(2)Ti
η se reducen a la ecuación

2∂η∂iΨ(2) + 2H∂iΦ(2) − 1
2
4νi

(2) − 8π G∂iϕ
(2)∂ηϕ = Γi, (163)

donde
Γi ≡ −4∂ηΦ(1)∂iΦ(1) + 8HΦ(1)∂iΦ(1) − 8Φ(1)∂η∂iΦ(1) + 16π G∂iϕ

(1)∂ηϕ(1). (164)
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De la misma manera usando (33) y (157) pero ahora conδGη
η[L] + δ(2)Gη

η[H,H] = 8πG δ(2)Tη
η, obtenemos

(−3H∂η +4)Ψ(2) + (−∂ηH − 2H2)Φ(2) − 4π G

(
∂ηϕ∂ηϕ(2) + a2ϕ(2) ∂V

∂ϕ

)
= Γ0, (165)

dondeΓ0 es

Γ0 ≡ −2Φ(1)∂2
ηΦ(1) − 3

(
∂ηΦ(1)

)2

− 3∂kΦ(1)∂kΦ(1) − 10Φ(1)4Φ(1) − 4(∂ηH + 2H2)
(
Φ(1)

)2

+ 4π G

((
∂ηϕ(1)

)2

+ ∂kϕ(1)∂kϕ(1) + a2(ϕ(1))2
∂2V

∂ϕ2

)
. (166)

Porúltimo con (33) y (157) pero ahora conδGi
j [L] + δ(2)Gi

j [H,H] = 8πG δ(2)Ti
j , llegamos a

∂i∂j

(
Ψ(2) − Φ(2)

)
+

{
(−4+ 2∂2

η + 4H∂η)Ψ(2) + (2H∂η + 2∂ηH + 4H2 +4)Φ(2)

}
δij

− 1
a2

∂η

(
a2∂(iνj)

(2)
)

+
1
2
(∂2

η + 2H∂η −4)χij
(2) − 8π G

(
∂η∂ηϕ(2) − a2ϕ(2) ∂V

∂ϕ

)
δij = Γij , (167)

donde

Γij≡−4∂iΦ(1)∂jΦ(1)

−8Φ(1)∂i∂jΦ(1)+16π G∂iϕ
(1)∂jϕ

(1)+2

(
8HΦ(1)∂ηΦ(1)−2Φ(1)∂2

ηΦ(1)+
(
∂ηΦ(1)

)2

+3∂kΦ(1)∂kΦ(1)

+2Φ(1)4Φ(1)+4(∂ηH+2H2)
(
Φ(1)

)2

+4π G

(
(∂ηϕ(1))2−∂kϕ(1)∂kϕ(1)−a2(ϕ(1))2

∂2V

∂φ2

) )
δij . (168)

Tomando la divergencia de (163) obtenemos su parte escalar

2∂ηΨ(2) + 2HΦ(2) − 8π Gϕ(2)∂ηϕ = 4−1∂kΓk , (169)

rest́andole esta ecuación a (163) obtenemos su parte vectorial

νi
(2) = 24−1

{
∂i4−1∂kΓk − Γi

}
. (170)

Podemos dividir la ecuación (167) en la parte de traza (escalar), sin traza (escalar), vectorial y tensorial como sigue. Tomando
la traza de (167) llegamos a

(
∂2

η + 2H∂η − 1
3
4

)
Ψ(2) +

(
H∂η + ∂ηH + 2H2 +

1
3
4

)
Φ(2) − 4π G

(
∂ηϕ∂ηϕ(2) − a2ϕ(2) ∂V

∂ϕ

)
=

1
6
Γk

k, (171)

dondeΓk
k ≡ δijΓij . La parte sin traza de (167) es

Ψ(2) − Φ(2) =
3
2
4−1

{
4−1∂i∂jΓi

j − 1
3
Γk

k

}
, (172)

conΓi
j ≡ δkjΓik. La parte vectorial de (167)

∂η(a2ν
(2)
i ) = 2a24−1

{
∂i4−1∂k∂lΓk

l − ∂kΓi
k
}

. (173)

Nótese de las ecuaciones (173), (170) que aún estableciendo como las condiciones iniciales para las perturbaciones vectoriales
iguales a cero, estas se generarán debido a las perturbaciones escalares a primer orden.

Finalmente, obtenemos la parte tensorial

(∂2
η + 2H∂η −4)χij

(2) = 2Γij − 2
3
δijΓk

k − 3
(

∂i∂j − 1
3
δij4

)

×4−1

(
4−1∂k∂lΓk

l − 1
3
Γk

k

)
+ 4

{
∂(i4−1∂j)4−1∂l∂kΓl

k − ∂(i4−1∂kΓj)k

}
. (174)
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Es posible llegar a unaecuacíon maestrapara el modo escalar de perturbación cosmoĺogica de segundo orden para un
universo lleno con uńunico campo escalar. Para lograrlo empezamos combinando (165) con (171), obteniendo

(
∂2

η −H∂η +
2
3
4

)
Ψ(2) +

(
H∂η +

1
3
4

)
Φ(2) − 8π G∂ηϕ∂ηϕ(2) = Γ0 +

1
6
Γk

k, (175)

y (
−∂2

η − 5H∂η +
4
3
4

)
Ψ(2) −

(
2∂ηH + H∂η + 4H2 +

1
3
4

)
Φ(2) − 8π Ga2ϕ(2) ∂V

∂ϕ
= Γ0 − 1

6
Γk

k. (176)

Manipulando (169), (171), (172), (175) y (176), se puede llegar a laecuacíon maestraa segundo orden:
{

∂2
η + 2

(
H − ∂2

ηϕ

∂ηϕ

)
∂η −4+ 2

(
∂ηH − ∂2

ηϕ

∂ηϕ
H

)}
Φ(2) = −Γ0 − 1

2
Γk

k +4−1∂i∂jΓi
j

+

(
∂η −

∂2
ηϕ

∂ηϕ

)
4−1∂kΓk − 3

2

{
∂2

η −
(

2
∂2

ηϕ

∂ηϕ
−H

)
∂η

}
4−1

{
4−1∂i∂jΓi

j − 1
3
Γk

k

}
. (177)

El sistema final de 10 ecuaciones para la perturbación de se-
gundo orden cosmológica para un Universo FLRW con cam-
po escalar está compuesto por (169), (170), (172), (173),
(174), (176) y (177). Se puede observar en este conjunto de
ecuaciones que a pesar de que a primer orden las diferentes
ecuaciones para los modos escalares, vectoriales y tensoriales
no est́an acoplados, se acoplarán a segundo orden; además, a
pesar de hacer las perturbaciones vectoriales y tensoriales a
primer orden iguales a cero, el acople entre diferentes gene-
raŕa estas perturbaciones.

7. Conclusiones

En este artı́culo se discutieron las dificultades que aparecen
en el ańalisis perturbativo de Relatividad General. En la dis-
cusíon se identifićo la ráız de este problema: el principio de
covariancia general. Debido al principio de covariancia, es
posible perturbar los ejes coordenados sin perturbar las va-
riables f́ısicas, y esta “perturbación coordenada” nublará los
efectos f́ısicos que se están buscando. Por lo tanto, un buen
método perturbativo en Relatividad General elimina comple-
tamente estos grados de libertad espurios.

Una vez identificado el problema se presentó un lengua-
je geoḿetrico que permite plantear de una manera correcta
el ańalisis perturbativo. Se mostraron tres métodos diferentes
para eliminar los grados de libertad ficticios de la teorı́a per-
turbativa de Relatividad General: (a) eligiendo o fijando una
norma, (b) el formalismo 1+3 covariante-invariante y (c) el
formalismo invariante de norma. De los tres enfoques mostra-
dos, se desarrolló en detalle el formalismo invariante de nor-
ma [51,53,54]. Se eligió desarrollar este formalismo por ser
el más general de los tres ya que puede aplicar en espacios-
tiempos generales y a teorı́as covariantes sin restringirse a
Relatividad General si se cuenta con un procedimiento pa-
ra extraer la parte invariante de la perturbación de la ḿetrica
a primer orden. Adeḿas, el formalismo invariante de norma
cuenta con un algoritmo para generar perturbaciones inva-
riantes de norma a cualquier orden superior al primero. Este
formalismo fue aplicado como ejemplo al espacio-tiempo

de Friedmann-Lemaı̂tre-Roberston-Walker (FLRW) con un
campo escalar.

Se incluye una hoja de cálculo en Maple para calcular
las ECE invariantes de norma a primer y segundo orden pa-
ra la ḿetrica de FLRW usando el formalismo invariante de
norma. Debido a la generalidad del formalismo invariante de
norma, con pequẽnas modificaciones se espera que pueda ge-
nerar ecuaciones invariantes en otras métricas, suponiendo
claro, que se tiene la descomposición de la perturbación de
orden lineal de la ḿetrica de fondo.
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Apéndices

A. Fórmulas útiles

1.Derivada de Lie

£t+uW a = £tw
a + £uwa. (A1a)

£[v,w]w
a = −£2

vwa. (A1b)

£2
v+wua =

{
£2

v + 2£v£w + £2
w

}
ua. (A1c)

£XTabc
d = Xe∇eTabc

d +∇aXeTebc
d +∇bX

eTaec
d

+∇cX
eTabe

d −∇eX
dTabc

e. (A1d)
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2. Conmutacíon entre la derivada covariente y la derivada de Lie

∇a£Xtb = £X∇atb + XcRacb
dtd + tc∇a∇bX

c. (A2a)

∇a£Xtbc = £X∇atbc + XdRadb
etec + XdRadc

etbe + tdc∇a∇bX
d + tbd∇a∇cX

d. (A2b)

∇a£Xtb
c = £X∇atb

c + XdRadb
ete

c −XdRade
ctb

e + td
c∇a∇bX

d − tb
d∇a∇dX

c. (A2c)

∇a£Xtbcd = £X∇atbcd

+ XeRaeb
f tfcd + XeRaec

f tbfd + XeRaed
f tbcf + tecd∇a∇bX

e + tbed∇a∇cX
e + tbce∇a∇dX

e. (A2d)

∇a£Xtbc
d = £X∇atbc

d

+ XeRaeb
f tfc

d + XeRaec
f tbf

d −XeRaef
f tbc

f + tec
d∇a∇bX

e + tbe
d∇a∇cX

e + tbc
e∇a∇eX

d. (A2e)

B. Series de Taylor de Campos Tensoriales

Este aṕendice y el siguiente están basados en el trabajo de
Marco Bruni et al. [34].

Para funciones enRm, una expansión en series de Taylor
es esencialmente una manera conveniente de expresar el va-
lor de la funcíon en un punto dado en términos de su valor
y el valor de todas sus derivadas en otro punto. Por supues-
to esta definicíon, tomada al pie de la letra, es imposible de
llevar a cabo para un campo tensorialT en una variedadM,
simplemente por queT (p) y T (q) enp, q ∈ M, conp 6= q
pertenecen a diferentes espacios y no pueden ser comparados
directamente.

Una expansíon de Taylor, por lo tanto, sólo puede ser es-
crita si se es dado un mapeo entre dos campos tensoriales
en diferentes puntos deM. El mapeoφλ : M → M es
en general unafamilia uniparaḿetrica de difeomorfismos ge-
nerados por el campo vectorialva. Un caso especial se da
cuando el mapeo es ungrupouniparaḿetrico de difeomorfis-
mos. En este apéndice consideremos la expansión de Taylor
del pull-backde un tensor debido a ungrupo uniparaḿetri-
co de difeomorfismos, como podrı́a ser por ejemplo el mapeo
exponencial. En el siguiente apéndice se tratará el caso ḿas
general de una familia uniparamétrica.

SeaM una variedad diferenciable y seaξ un campo vec-
torial enM, que genera un flujoφ : R ×M → M donde
φ(0, p) = p, ∀p ∈ M. Para cualquierλ ∈ R escribiremos
φλ(p) ≡ φ(λ, p) ∀p ∈ M. SeaT un campo vectorial en
M. El mapeoφ∗λ define un nuevo campoφ∗λT llamadopull-
backdeT , que es funcíon deλ. Entonces en Ref. 34 se de-
muestra que

Lema B.1El campoφ∗λT admite la expansión alrededor
deλ = 0

φ∗λT =
∞∑

k=0

λk

k!
£k

ξT . (B1)

C. Difeomorfismos de caballo

Suṕongaseξ(1) y ξ(2) enM. Cada uno de ellos generan los
flujosφ(1) y φ(2). Al combinarlos podemos formar la familia
uniparaḿetrica de difeomorfismosΨ : R ×M → M, cuya
accíon est́a dada mediante

Ψλ ≡ φ
(2)
λ2/2 ◦ φ

(1)
λ (C1)

Es decir,Ψλ desplaza un punto enM un intervaloλ a lo lar-
go de las curva integralξ(1) y un intervaloλ2/2 a lo largo de
la curva integralξ(2). Por su similitud con el movimiento de
la pieza de ajedrez se le llamadifeomorfismo de caballo.

Esta definicíon se puede generalizar an campos vectoria-
lesξ(1), ..., ξ(n) enM, con flujosφ(1), ..., φ(n), de la siguien-
te manera

Ψλ ≡ φ
(n)
λn/n! ◦ ... ◦ φ

(2)
λ2/2 ◦ φ

(1)
λ . (C2)

A los campos vectorialesξ(1), ..., ξ(n) se les denominan como
losgeneradoresdeΨ.

Una cosa muy importante de notar es queΨσ ◦ Ψλ 6=
Ψσ+λ, ya que los generadores no forman un grupo. Esto im-
pide que podamos aplicar el lema B.1,,i.e. no podemos ex-
pandir elpull-backΨ∗λT del tensorM definidoT . Pero co-
mo veremos en el siguiente lema, el resultado B.1 puede ser
generalizado.

Lema C.1El pull-back Ψ∗λT del campo tensorialT de la fa-
milia uniparaḿetrica de difeomorfismos de caballoΨ con ge-
neradoresξ(1), ..., ξ(n) se puede expandir alrededor deλ = 0
como

Ψ∗λT =
∞∑

l1=0

∞∑

l2=0

· · ·
∞∑

lk=0

· · · λl1+2l2+...+klk+...

2l2 · · · (k!)lk · · · l1!l2! · · · lk! · · ·£
l1
ξ(1)

£l2
ξ(2)

· · ·£lk
ξ(k)

· · · T . (C3)
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Los difeomorfismos de caballo parecen ser ejemplos muy
artificiales y de poca utilidad, pero como mostraremos en el
siguiente teorema, cualquier familia uniparamétrica de difeo-
morfismos, puede siempre ser transformada o considerada
como una familia uniparaḿetrica de difeomorfismos de ca-
ballo, de rango infinito en el caso general.
Teorema C.2 Sea Ψ : R × M → M una familia de
difeomorfismos. Entonces∃φ(1), . . . φ(k), . . ., grupos unipa-
ramétricos de difeomorfismos enM, tales que

Ψλ = · · · ◦ φ
(k)
λ2/k! ◦ · · · ◦ φ

(2)
λ2/2 ◦ φ

(1)
λ .

La demostracíon de este teorema se encuentra en Ref. 34.

D. Código

El código que acompãna a este artı́culo ayuda a recuperar
todos las expresiones presentadas en el caso de FLRW. Se
proveen dos versiones ambas basadas en el lenguaje Ma-
ple, una es directa,i.e. sin utilizar ninguna paqueterı́a ex-
tra y la segunda utilizando el paquete GRTensor II [56].
El código en ambas versiones se pueden encontrar en
http://code.google.com/p/perturbacionesrelatividadgeneral/.
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Feb 2005).

18. N. Straumann,Annalen Phys.15 (2006) 701. hep-ph/0505249.

19. E. Bertschinger,Cosmological Perturbation Theory and Struc-
ture Formation(2001) astro-ph/0101009.

20. K. Nakamura,Second-order gauge invariant cosmological per-
turbation theory -einstein equations in terms of gauge invariant
variables-(May 2006). arXiv:gr-qc 0605108 v1

21. M.R. Noltaet al., The Astrophysical Journal Supplement Series
180(2009) 296.

22. X. Dupac, Cosmology from Cosmic Microwave Background
fluctuations with Planck(2007). astro-ph/0701523.

23. C.W. Misner, K.S. Thorne, and J.A. Wheeler,Gravitation
(W.H. Freeman & Company, 1973).

24. R. d’Iverno,Introducing Einstein’s Relativity(Oxford Univer-
sity Press, 1992).

25. J.D. Norton,Rep. Prog. Phys.56 (1993) 791.

26. A. Macdonald,American Journal of Physics69 (2001) 223.

27. M. Iftime and J. Stachel,Gen. Rel. Grav. 38 (2005)
1241.grqc/0512021v2.

28. M. Iftime, Gauge and the hole argument(2006). gr-
qc/0612141.

29. J. Norton,The hole argument(In Edward N. Zalta, editor, The
Stanford Encyclopedia of Philosophy. Winter 2008).

30. A. Einstein, Relativity: The Special and the General Theory
(Methuen, 1952).

31. G.F.R. Ellis and D.R. Matravers,General Relativity and Gravi-
tation27 (1995) 777.

32. J.M. Stewart and M. Walker,Proc. Roy. Soc. Series A341
(1974) 49.

33. S. Carroll,Spacetime and Geometry - An Introduction to Gene-
ral Relativity.(Addison Wesley, 2004).

34. M. Bruni, S. Matarrese, S. Mollerach, and S. Sonego,Class.
Quantum Grav.14 (1997) 2585.

35. N. Straumann,Proof of a decomposition theorem for sym-
metric tensors on spaces with constant curvature(2008).
0805.4500v1.

36. E. Lifshitz, J. Phys. (USSR)10 (1946) 116.

37. E. Bertschinger,Cosmological dynamics: Course 1(1993).
astro-ph/9503125.

38. J.M. Bardeen,Physical Review D22 (1980) 1882.

39. P.J.E. Peebles,Principles of Physical Cosmology(Princeton
University Press, 1993).

Rev. Mex. F́ıs. 57 (4) (2011) 276–303



302 ADOLFO DE UNÁNUE
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gravitacionales de la fı́sica, obedecen las leyes de la relativi-
dad especial”. Si cambiamos en estaúltima expresíon “todas
las leyes no gravitacionales” por “todas las leyes de la fı́sica”
obtenemos elprincipio de equivalencia fuerte. Ver Ref. 57.

61. Este principio es identificado en la literatura con la regla
heuŕıstica “comma-goes-to-semicolon”, es decir, de las ecua-
ciones no relativistas sustituir las derivadas (representadas con

comas) por derivadas covariantes (representadas por puntos y
comas) para obtener la versión relativista, adeḿas de sustituir
ηµν congµν .

62. Por ejemplo, en Ref 24 menciona elprincipio de Mach–en
realidad el principio de Mach está determinado por tres enun-
ciados: (1) La distribución de materia determina la geometrı́a,
(2) Si no hay materia no hay geometrı́a y (3) Un cuerpo en
un universo vaćıo, no posee propiedades inerciales– dentro de
los principios fundamentales, aunque reconoce que quizá śolo
sirva como principio gúıa para la formulación de Relatividad
General.

63. Como ejemplo, la expresión delprincipio de equivalenciaes
diferente en Refs. 4, 23 y 24; en [57 pags. 13-15] se mencionan
tres variantes distintas de este principio.

64. Originalmente, Einstein expresó este argumento usando siste-
mas de coordenadas, de la siguiente manera, SeaG(x) el ten-
sor ḿetrico que satisface las ECE en el sistema de coordena-
dasx y G′(x′) representa el mismo campo gravitacional en el
sist. coordenadox′. Si suponemos covariancia general, enton-
cesG(x′) (piénsese este cambio de coordenadas,únicamente
en el sentido mateḿatico, i.e. el cambio dex → x′ no cam-
bia el significado funcional deG, pero podŕıamos interpretarlo
como un nuevo campo enx′). A partir de esto, se puede de-
mostrar que no hay manera de especificar la métrica afuera y
en la frontera de un “agujero” pude determinar el campo den-
tro del agujero. Invalidando ası́, la utilidad de las ECE. Aunque
Einstein plantéo este argumento, como un problema de frontera,
Hilbert lo plantéo, como un problema de valores iniciales [25],
relaciońandolo aśı con elProblema de Cauchyde Relatividad
General [4].

65. El problema de valores iniciales en Relatividad General es un
tema de alta complejidad matemática, el lector interesado pue-
de introducirse al tema en [4, cap. 10].

66. Einstein se defendió diciendo que el argumento de Kretsch-
mann era falso, poniendo como ejemplo la teorı́a gravitacional
de Newton ya que no podı́a escribirse de manera covariante.
Poco tiempo después Cartan, escribió la teoŕıa newtoniana en
forma covariante [23].

67. Esta restriccíon no afectaŕa las ecuaciones importantes del for-
malismo invariante de norma, ver Sec. 7

68. Nótese queδ(0)Q ≡ Q0 y δ(1)Q = δQ
69. El nombre –claramente inapropiado– deconstante de Hubble

se reserva para el valor del parámetro de Hubble evaluado en
este evento espacio-temporal (hoy, ahora),H0 ≡ H(t).

70. A veces en la literatura se denominan como variables de espı́n-
0, esṕın-1 y esṕın-2, respectivamente.

71. Se agreǵo el factor dea2 para simplificar ćalculos ḿas adelante.

72. Es conveniente decir en este punto que lanomenclaturade los
śımbolos con los cuales identificamos las perturbaciones dista
de ser la estándar (salvo en el caso del3−tensor,hTT ), de he-
cho no hay acuerdo en la literatura sobre como nombrar a las
variables. En este artı́culo sigue las de [53].

73. Para mayor claridad sobre este punto y las condiciones de fron-
tera apropiadas véase la discusión abajo de la Ec. (77).

74. Esta caracterı́sticaes cierta solo a primer ordenya que a se-
gundo orden todas las cantidades estarán acopladas, ver ḿas
adelante.
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75. El que los observadores comóviles sigan geod́esicas se puede
comprobar usando la ecuación geod́esica [la f́ormula est́a en 4,
pags. 46-47] con las condiciones de esta norma, llegando a que
ui = 0 es una geod́esica.

76. Ignorar las perturbaciones vectoriales y tensoriales a segundo
orden es inconsistente ya que, aún haciendo las perturbaciones
vectoriales y tensoriales iniciales iguales a cero a primer orden,
las perturbaciones a segundo orden servirán como fuente de es-
tas perturbaciones lineales.

77. Esta situacíon es ańaloga a hacer en electrodinámica ~A = 0.

78. Es importante mencionar que la expansión arḿonica depende
fuertemente no solamente de las simetrı́as locales del espacio-
tiempo de fondo, si no también en la topoloǵıa global de la
subvariedad en la cual los armónicos escalares, vectoriales y
tensoriales son definidos [51].
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