REVISION REVISTA MEXICANA DE FISICA 57 (4) 276-303 AGOSTO 2011

Revision de la teofia de perturbaciones en Relatividad General

Adolfo De Uranue
Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacionaldatma de Mxico
México, D.F. 04510, Mxico,
C3 Centro de Ciencias de la Complejidad, Universidad NacionabAaina de Mxico,
Torre de Ingenidia, Circuito Exterior S/N Ciudad Universitaria, &ico D.F. 04510, Mxico,
e-mail: adolfo@nucleares.unam.mx

Recibido el 4 de febrero de 2011; aceptado el 19 de mayo de 2011

Se inicia el afitulo con una discuéh sobre el porque de la dificultad de aplicar la teate perturbaciones a la Relatividad General. Se
presenta una revisn de los diversos enfoques sobre lateale perturbaciones en Relatividad General, a saber: el formalismo Invariante de
Norma Gauge Invariany, la teofa 1+3 Covariante-Invariante de Normia-@ Covariant Gauge Invarianty el enfoque esindar de fijar una

norma Gauge Fixing. Se desarrolla a detalle el enfoque Invariante de Norma, debido a que a diferencia de los otros dos enfoques, ya que
cuenta con varias ventajas, entre las cuales se pueden mencionar que permite hacer desarrollos a ordenes perturbativos mayores al primero
de una maneralgoritmica, que aplica a ted@as a las cuales se les exija que cumplan con el principio de covariancia general, y que puede
aplicarse ras de un pametro perturbativo. Aunque esté&tado es muy general, a manera de ejemplo se aplica a Cosmolog

Descriptores: Relatividad general; tet@ perturbativa; cosmolaa.

This work presents a review of the different approaches for perturbation theory in General Relativity: the Gauge Invariant formalism, the
1+3 Covariant Gauge Invariant theory and the traditional gauge fixing method. In particular, this review focuses in the Gauge Invariant
formalism, due to it has a broader applicability (it applies not only to General Relativity but, to any theory that must fulfill the principle

of general covariance) than the other two formalisms and because it has an algorithmic method for calculate the invariant variables to
perturbation orders larger than the linear one. The article includes too, a brief discussion about the root of the problem of gauge-invariance
in the perturbation theory in General Relativity. To help the reader, this last approach is applied to the cosmological scenario.
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1. Introduccion propuestas hechas en la literatura para establecer ufia teor

perturbativa de Relatividad General que permita solucionar
La teoiia de Relatividad General es conceptualmente sencillgroblemas de una manera confiable.

y particularmente elegante, pero presenta endatma difi-
cultades que tienen suizaen que las ecuaciones de campo
de Einstein (ECE) forman un sistema no-lineal acoplado d
10 ecuaciones diferenciales parciales en cuatro dimension
por lo tanto, la mayda de los problemas que se estudian en
la teoiia de Relatividad General sonidifes o imposibles de
solucionar de manera exacta.

Una de las estrategias populares endah para resolver
problemas complicados es utilizar uréisis perturbativo al-
rededor de una solumi conocida. En la tet de Relatividad
General, sin embargo, elalisis perturbativo posee varias su-
tilezas que no comparten otraeas de lai§ica. Estas sutile-
zas surgen en Relatividad General debido al principio de co*
variancia general y al cacter diramico del espacio-tiempo: En esta revidin se estudi@n las diferencias que existen
en Relatividad General adém de perturbar los campos de en el arlisis perturbativo de Relatividad General respecto al
materia es necesario perturbar latnica del espacio-tiempo; de otras disciplinas de lasica y el origen de esta discrepan-
pero, debido a la covariancia imseca de la te@, es posi- cia (Sec. 2) y se expond@ide una manera formal el problema
ble, perturbar las componentes de latrita de una manera y su tratamiento para el desarrollo de unaf@ale pertur-
en la que se deforme el sistema de coordenadas sin afectadaciones en Relatividad General (Sec. 3). Finalmente se pre-
fisica subyacente al espacio-tiempo, esto farmbmo conse- sentaan los tres principales enfoques conocidos para hacer el
cuencia la apariéin de informadn ficticia (debida a la de- arélisis perturbativo (Sec. 5) athdoleénfasis a la teda inva-
formacibn del sistema coordenado y no al &emeno en § riante de norma expuesta principalmente por Kouji Nakamu-
sobre el fedbmeno fsico estudiado. En este @tlo tratare- ra, [por ejemplo ver Ref. 20] (Sec. 6). A lo largo del ensayo se
mos de elucidar el papel de este principio y revisaremos tresstad usando como ejemplo laatrica de Roberston-Walker

La teoiia perturbativa de Relatividad General se apli-
ga actualmente en diferentes problemas como lo son Rela-
gndad Nurrérica (aparece por ejemplo en el planteamien-
to' de las condiciones de frontera perturbadBsrturbative
Boundary Condition$1,2], un ejemplo de estagédnicas es
el Cauchy-perturbative matching]) , el estudio de ondas
gravitacionales [4], el alisis de la didmica en espacios-
tiempos (cuerpos extendidos, movimiento cerca de agujeros
negros [5,6], auto-fuerzas [7-9], problema de los tres cuer-
pos [10,11], etc.), el estudio del problema de los prome-
dios [12-14] o el adlisis de la formadin de estructura en
cosmoloda [15-19].
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de los Universos de Friedmann-Leitna con un campo es- ecuaciones que sean iguales en todos los sistemas de coorde-
calar (presentada en la Sec. 4). La elenade un modelo nadas, esto es, que semvariantexon respecto a sustitucio-
cosmobgico para el estudio de téarde perturbaciones se nes cualesquierag. ecuaciones tensoriales. Aparte de estos
debe a dos motivos, el primero es una conveniencialie€ principios, se podan mencionar dos as de soporte o da:
lo, ya que las simeias de este espacio-tiempo simplifican losel principio de acople gravitacional mimo—una vergn de
calculos que se mosti@m, segundo, la Cosmoli@gde preci- la navaja de Occani,e. una exigencia de simplicidad, en la
sion [21,22] es actualmente un tema candente eisieefpor  cual se supone que no hay acoples directos entre los cam-
lo cual este trabajo podrservir de apoyo o referencia al lec- pos y la curvatura [61]- y gbrincipio de correspondencia
tor al revisar la bibliogrdah cosmabgica. —las ecuaciones de Relatividad General deben de coincidir en
En esta revigin se eleg@n unidades en las que= 1, la el limite apropiado con Relatividad Especial y con la Taor
métrica tend la signaturd— + + +)y se seguitilanota-  Gravitacional Newtoniana—[4,24].
cibn abstracta dandices y las definiciones del tensor de Rie-
mann dadas por Wald en Ref. 4. Limglices latinos, j, k,
etc). Indican componentes espaciales mientras que los gri
gos (u, v, etc.) representan las cuatro componentes espaci
temporales.

El establecimiento de cual es el significadkido, la im-
ortancia, el aimero [62] o simplemente que es lo que dicen
gkactamente estos principios [63] ha sido objeto de debate a
% largo de @cadas, debate cuyo inicio se puede remontar al

mismo Einstein y su lucha para establecer laitetal como
la conocemos actualmente [ver 25, para una clara y extensa
2. Relatividad General y el principio de cova- discusén].

riancia general El principio de relatividad o covariancia general es el que
mas problemas causacuando abordemos la cuéstide la
foiia perturbativa, por lo que, le dedicaremos un estudio un
co s extenso para poder alcanzar a ver todas las sutilezas
ue encierra.

La teoiia de Relatividad General es conceptualmente sencill
y se puede resumir en pocas palabras citando [23] el famo
adagio “El espacio le dice a la materia como moverse y |
materia le dice al espacio como curvarse [58]", o de una ma-

nera nas formal: “El espacio_tiempo es una Varieda:d en Este prinCipiO, intuitivamente establece que todos los ob-
la cual ek definida una etrica Lorentziang,,. La curvatu- ~ Servadores son equivalentes, o expresado de otra manera: no
ra deg,, esh relacionada con la distribwgi de materia en el €Xiste un sistema coordenado privilegiado en la naturaleza.
espacio-tiempo mediante las ecuaciones de Einstein (ECEfSto se puede entender de la siguiente manera: los sistemas
[4, pag. 73]. La matricag,, no Hlo representa las propieda- de coordenadas son simple etiquetas puestas a los puntos del
des crono-geoatricas del espacio-tiempo, adasdefine los ~ espacio-tiempo y de ninguna manera esta colocade eti-

potenciales del campo gravitacional. quetas afecta al fémeno natural. El principio de covariancia
Las ecuaciones de Relatividad General, referidas en @#au$y causa acaloradas discusiones en la literaturaifigent
parrafo anterior como las ECE son y en un principio motid que A. Einstein y D. Hilbert lo dese-
charan como fundamento de la teodebido al siguiente ar-
Gup = Rup — %gabgg = kT, (1)  9gumento conocido como atgumento del agujerf64] (para

la versbn original de este argumento caitese [25,26], pa-

donde los Bnbolos representan lo que sigdg;, es el tensor  ra la versbn moderna &ase [27-29]): Seg—por el momento
de Einstein,R,; es el tensor de Ricci que astelacionado eliminaremos los suhdices para no complicar la notaoi-
con el tensor de Riemanr,,, ; mediante una contradi de  una soluddn de las ECE, entonces,milll-back ¢*(g), indu-
indices,R,. = R, > y R es el escalar de curvatura o escalarcido por el difeomorfisma enM tambgén satisface las ECE.
de Ricci, que se obtiene de la trazaHg,, i.e. R = R,“. La pregunta a responder es ¢ Todas lésricaso*(g) des-
En el lado derecho de la ecuanitenemos a la constante de criben el mismo campo gravitacional? Si suponemos el prin-
Einsteinx que esh relacionada con la constante gravitacio-cipio de covariancia general comalido, la respuesta es si.
nal de Newton mediante = 87G y para finalizarT,;, el ~ Supngase ahora que el espacio-tientp, g) contiene una
tensor de enefg-momento que representa la distriiucde  region abiertaH (el “agujero”) vada, es decirfinicamente el
materia en el espacio-tiempo y cuya expesexacta depen- campog esé presente y es soluri a las ECE en vég. De-
de de la tedm con la que se astescribiendo la materia. La bido a la covariancia general{im cuando encontremos una
informacibn geongtrica de la teda esta codificada en el lado solucbng fuera deH y especifiquemos las derivadas a un or-
izquierdo de la Ec. (1) debido a sus relaciones con el tensaten finito en la frontera dé&/, para conectar la @irica fuera
de curvaturaR ;. con la de adentro d€ de una manera suave, létrica den-

Conceptualmente, Relatividad General,aebaisada en tro deH no se puede determinar de mani@néca, no importa
dos principios importantes: (a) ptincipio de equivalencia que tan pequ# sea el “agujero”, dspareciera que las ECE
el movimiento de los cuerpos [59] en un campo gravitaciono poseen un problema de valores de frontera (o iniciales [65]
nal es independiente de su compdsicd su masa [60]; y (b) en la versbn del argumento del agujero de Hilbert [25]) bien
el principio de relatividad o covariancia generdlas leyes planteado si se sostiene como verdadero el principio de cova-
de la naturaleza son expresadas de manera natural mediarigncia general.
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El argumento del agujeroAsicamente nos enfrenta ala 3. Teoria de perturbacibnes en Relatividad
decisbn de declarar al espacio-tiempo como entidad “real” y General
con esto sacrificar la covariancia general, o, eliminar la cali-
dad de ente al espacio-tiempo y mantener la covariancia géa teofia de perturbaciones de manera general —sin restrin-
neral. girla a Relatividad General- es uretndo materatico usado

Tiempo despés, Einstein resolbiesta aparente paradoja Para encontrar la solumn a ecuaciones complejas en las cua-
quitandole “realidad aénoma” al espacio-tiempo si no exis- €S N0 Se conoce la respuesta o que no puede ser resuelto de
te materia erl: manera exacta, el cual propone —de una manera intuitiva— que

si se conoce la solun exacta de un problema, la sokuti

de un nuevo problema ligeramente diferente es una “geque
En la base de la tetr de relatividad general modificacbn” de la soludbn conocida.
...espacio y “lo que llena el espacio” no tienen Los métodos perturbativoio podian ser aplicados si es
una existencia separada ... No hay tal cosa como posible agregar un&tmino “pequéo” a la solucbn exacta
el espacio vao i.e. un espacio sin campo [gravi- del problema conocida.e. la nueva soludn estad expresa-
tacional] .. .[EIl] espacio-tiempo no reclama una da en érminos de una serie de potencias en ehpeatro “pe-
existencia porismismo, si nalnicamente como qudio”, \. El pailametro) cuantifica la desviadin del nuevo
cualidad estructural del campo [30]. problema respecto a el problema que se sabe solucionar de

manera exacta. Por ejemplo si queremos obtener la cantidad
F a partir de la soluéin exactaF, de un problema simila#’

esto se puede entender, si se recuerda que toda la experiengiaa expresada a segundo ordemeromo sigue:

que obtenemos del espacio-tiempdeakida por “coinciden-

cias” entre nuestros aparatos de meitigi otros campos.e. F = Fy+ AFy + X’F + 0(\%).

la “realidad” del espacio-tiempo @stn loseventosio en los 3 L. L.
puntos de la variedad. Otra forma de verlo, es que la variedag  EStoS nétodos son usados con gréito en Meanica
sin la especificadin de una ratrica, con la cual se obten- Cléasica, Meéanica Ciéntica, Electrodiamica, etc. Entonces,

gan las cantidades observables, no es un espacio-tiempo, 'Qe dnde proviene la dificultad de usarla en Relatividad Ge-

: ) . ?
que los puntos de la variedad no tienen propiedades gra- eril. bl | ¢ tat
vitacionales o crono-gecgiricasper se Lo que conforma OS probiémas con [0S que nos encontraremos en feateor

al espacio-tiempo es el p&M, g.;). Asumiendo esta postu- perturbativa son varios. El primer problema proviene del ob-
ra, lospull-backsde la netrica no difierenisicamente de la jeto dinamico de lateda. En Relatividad General, el espacio-
meétrica original. Dos ratricasg; y g» soluciones de las ECE tiempo no es un escenario asto, _a_bsoluto, sobre E?l cual
representan la misma soloai si sonisorétricasentre § i.e se pueda estar sin afectarlo, modificarlo; al contrario, es un
todas ellas forman una clase de equivalencia. Este argumeﬁme; d'mg'c? qtue taa:ta sobre y es actutadt()) po;é%;ﬁ?rt'c"
to puede extenderse con facilidad al caso de que hasa mpPantes. For 1o tanto, €s necesario perturbar, 0S
campos dentro dél. Esto resuelve el argumento del aguje- campos de materia (los participantes) representado.por

ro, recuperando la covariancia general y permite plantear @I espacio-tiempo, representado pag (el escenario).e.

— 40 . -
problema de condiciones iniciales en Relatividad General dée> = Jab 1 99av; €l segundo problema se observa al es
uha manera satisfactoria. cribir una cantidadisica {.e. representada por un tensa@p)

. de manera perturbada (a primer orden):
A pesar de haberse resuelto el argumento del agujero, los

problemas no acabaron para el principio de covariancia, tan Q=Qu+\6Q. 2
pronto como Einstein publicen 1916 la soluéin al argu-

mento del agujero y retomaba como principio fundacional a Estaecuaéin no es, en ningn sentido, precisa o correcta,

la covariancia general, Kretschmann en 1917 [25], @iék < €s un campo tensorial, el cual, para reflejar(ehero que
argumento de solugh de Einstein y lo vohd en su contra, S€ va a medir u observar en un experimento [Sec. 4.1 de 4],
estableciendo que el principio de covariancigidesignifi- ~ debe de estar evaluada en un punto del espacio-tiengpo (
cado fsico vaéo, argumentando que cualquier feopuede €N uneventodel espacio-tiempo), luego de esta corrénda

ser puesta de manera covariante si es formulada correctgcuacon €s

mente [66]. Esta objeth, a la fecha, es tema de dis@rsi Q(p) = Qo(p) + A6Q(p). ()

acadmica, como atestiguan amlos como [31]. Aungue mejor, esta ecudai sigue siendo probleftica,
Ademas de lo dicho, el principio de covariancia y su in- pues el punt@ del lado izquierdo de la ecudci no es el mis-
terpretaddn esé ligado con el significado de “promediar” en mo puntop del lado derecho, ya que, estos puntos se encuen-
la teofia de Relatividad General [31] ver taréhi Refs. 13 tran en diferentes variedaddd y M,. Cuando se eatrea-
and 14, y como se muestra en la siguiente $eces el cau- lizando teora de perturbaciones en Relatividad General, se
sante de las complicaciones en la taate perturbaciones en est trabajando con dos variedades, uisich, M (la solu-
Relatividad General. Se invita al lector interesado en estasion que intentaremos describir con perturbaciones), y otra
sutilizas a consultar las referencias hastd agpuestas. de fondo, M, que es una variedad ficticia, preparada por
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nosotros para desarrollar eldisis perturbativo (la soluoh N tiene una estructura diferenciable ya que es el producto
exacta que conocemos). Al espacio-tiemsicb lo denota- tensorial directo deM y R y por construcén las subva-
remos de manera general da¥1,g,,), y al espacio-tiempo riedadesM, tienen una estructura diferenciable. Es decir,
de fondo por{ My, g.1). Ademas, denotaremos a los campos por construcdn, hemos requerido que los puntos en diferen-
tensoriales que & sobreM medianteQ y los definidos tes subvariedades d€ esén unidas por una curva comaa
sobreM por Q. Asi, la Ec. (3) debéa de escribirse como: ~ € N. Podemos elegir entonces cartas con las coordenadas

a#(p=0,1,...,m — 1), en caddamina M, y que tienen
Q(“p”) = Qo(p) +A3Q(p). (4)  az™ = \. Las ECE se pueden escribir formalmente como
—_——  N———
€(M,Gqs) €(Mo,gab) 8[Q,\] —0 (5)

La Gltima ecuadn nos muestra la apariei del proble- o . ]
ma relacionado con el principio de covariancia: la Ec. (4) no§NMx paraQ, definido enM,,. Es decir, cada\1,, tiene su
est dando la relan entre variables definidas en dos va-Métricag, y un conjunto de campos materialBs que satis-
riedades diferentes, y para lograitaplicitamente hemos facen la ecuaéin anterlor. Si el campo tensorial gstado en
identificado los puntos en estas dos variedades. Es decir, aggdaM, Qx es extendido a un campo tensonalﬂefnme—
mimos queI M, — M : p € My +— "p” € M. Esta dianteQ(p, \) = QA(p)_conp € M. pon esta extensn, la
identificacbn no einica en la teda de Relatividad General EC- (5) se puede considerar una ecoa@n)\V. Los campos
debido a que eatconstruida sobre el principio de covariancia tensoriales en', como el anterior, son por construgaitan-

general (cf. II). gentesa cadaM,, i.e. su componente normal a cadd, es
Siendo conscientes de estos problemas procederemo<&©- _ _
definir conceptos que permiin formalizar su planteamien- L& base del espacio tangente & queda establecida

to y encontrar una solusi. En teoka de perturbaciones a la Usando el generador del difeomorfismeg, (0/0N)" y su

eleccbn del mapa de identificami de puntos,e.y : M, —  dualdA que satisfacen

M se le nombra comgrado de libertad de normyg esta li- o\°

bertad siempre existe en téas a las cuales se les imponga (dX) () =1

el principio de covariancia general. Este grado de libertad no OA

es fisico, si no espuria,e. no trae informadn relevante al Por su construcoh, la uno-forma(d)), y su dual

fenbmeno estudiado. Por lo tanto, un enfoque correcto en I?a/a)\)a son normales a cualquier tensor que es extendido

teofia perturbat_iva en R_el_at_ividad General deftininares- 4 espacio tangente a cadd,. El conjunto de(d\), y

tos grados de libertad ficticios. _ (8/0)\) y la base del espacio tangente a cada son con-

Es importante recalcar, que por la misma naturaleza deligerados como la base del espacio tangente de

analisis perturbativo (“desviaciones pedjias de la soludin Entonces podemos empezar a considerar a las pertur-

exacta conocida”, cf. arriba) los espacios-tiempo de fondo Y, iones del camp@ como las comparaciones d2 en

fisico deben de ser lo “suficientemente iguales’ “cuasi- My, con Q, en Mo, por lo que es necesario identificar los

isométricos” [32] y debido a los problemas con la obtémci puntos deM con aquellos enM,. Con este fin, se ele-
giréd un nuevo difeomorfisme,. Por simplicidad ese ma-

de promedios de atricas en Relatividad General, no existe

una manerdinica de hacer esta decla@uimas precisa [32].  eq se puede elegir como un mapeo exponencial [67]. Este
Consideremos una variedad = M x R con  aneq de identificadh de puntos, eatrepresentada por el

dimj\[; dim M+dimR, que en el caso en pgm_cglar_ de mapeopy : N — N, tal queps : My — M.,y en general

Relatividad GeneraﬁimN = 5. El paé@metro infinitesi- o(p) £ o(p), parap € M. El grado de libertad de norma

mal para la perturbagh sed denotado por\. Entonces, ¥, €S UN grupo uniparagtrico de difeomorfismose(g un

Mo = Nx=oy M = My = Nlg=y, cONMo, M C N.  mapeq exponencial) que satisface las propiedades
Ademas, denotemos los puntos énh por r, entonces, ca-

dar € N seéa identificadt_).co,r(p, >‘)3 dondep € MA. y Oritre = Px, 0 Pxy = P, ©Pr,, @0 = identidad (6)

cada punto deM,, se identificad mediante(p, 0). Esto im-

plica, que hemos construido un grupo unipagaioo de di-  Este grupo uniparagétrico de difeomorfismos es generado

feomorfismos de identificaon de puntos entre las hipersu- por el campo vectoriaf X{. A este campo vectorial se le

perficiesMy enN, ¢ : N — N | My — M,, con  conoce commeneradory es definido por la acén delpull-

p € My — q = ¢(p) € M. Si asignamos un sistema de backpara un campo tensorig@ en/\:

coordenadas* en My, ¢,(x) establecex las coordenadas

z* enM, y enN, mediantep : (p,0) — (p, \). El genera- 3R —Q

dor de este difeomorfismg, es(9/9))” el cual es tangente A

a lasorbitas dep. , , ~ y puede ser descompuesto usando la base¢ demo sigue
De esta manera hemos foliadd mediante las subvarie-

dadesM , para cada, que son difeorrficas al espaciddgi-

co M y al espacio de fondd1,. Es importante resaltar que

Q)

£xQ = lim
A—0

a 8 “ a a a
= (30 +0°, 0°(dN)a =0, £40°=0. (8)
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La segunda condioh de esta relahn se elige por simpli- considerados el mismo puntagespecto a su norma. Enton-

cidad, debido a que la eleéci def” es arbitraria salvo la cesy y ¥ son mapeos de identificéci puntuales. Si des-

condicbn de que sea tangenteMd . El campo vectoriah® componemos los campos vectorialey Y como lo hicimos

esh definido enM, y exceptuando las condiciones anterio- anteriormente tenemos,

res es arbitrarioi,e. la arbitrariedad de la eledmn de norma 5\ 5\

e_sé contenldg en la componente tangente del campo vecto- ¢ yo — () + 6 vyp = <> +.0 (13)

rial X, es decir en el campo vectori. OA OA
El pull-back 3 Q@ mapea el campo tensori@ en M

a un tensorp; Q en M. Entonces epull-back est repre-

sentado por la exparisi de Taylor (ver agndice B) [68] a

segundo orden mediante

Cuandod® # * se dice que tenemaos elecciones dis-
tintas de normaCada una de estas elecciones de norma de-
fine unpull-backde un campo tensorig en A a otros dos
campos tensoriales; Q y 1 Q para cualquier valor da.

Ak Tomando en particular el espacio-tiempo de foudip ve-
03 9(p)| o = i £5 9| m, mos que tenemos tres campos tensoriales asociado@:con
k=0 Qp, €l valor de fondo de, y los dospull-backde Q des-
= O(p)|my + A xQl e deM,, por las dos elecciones de norma diferentes. Estos dos
) Ultimos campos tensoriales pueden ser expandidos en series
+ A £5 QLo + O(V). (9)  deTaylor,

o K
Ob<rvese quel x = Leox,, pero estamos simplifican- Y0\ =0t Ol = )‘7 6 _0) =0,+A¥Q,. (14a
do la notaddn. Dado que € M, podemos considerar esta A=23Qlao kz=o k! ( e ) 0 » (143)
ecuacbn como -
A\
YO, =y* N2 (s - Y
Q) = Qo(p) + A£x Qs () O=viQlu=3 3y (1% 1@) =@ At (14

k=0

+ %A?’E%{ Q| m, (p) + O(N?) (10)  donde se ha usado las defidigirecen dada (11). Comg,
y 1, son elecciones de norma que mapean el espacio-tiempo
i.e. una ecuadin en el espacio-tiempo de fondely, con  Aq, en M,, ¥Q, y “Q, son representaciones e, del
Qo = Q|m, que es el valor de fondo de la variabisifa  campo tensoria® en dos diferentes normas. Las cantidades
Q. Armados con esta definam, la perturbaciod\*Q, del 55}Q y 51129 son las perturbaciones de ordeen las normag
campo tensoria@ bajo la elecdn de normap, es definida y 1 respectivamente. Es muy importante notar que eélpar
mediante: tro )\ usado para etiquetar las subvariedades/dgeclérde-
A¥Qx = 93 Qlm, — Qo (11)  se que proviene del difeomorfismo origingltambin sirve
A diferencia de la Ec. 4, esta defirbei tiene todas sus varia- Para realizar la expara, estableciendo &b que significa
bles definidas em,. Sustituyendo (10) en esidtima ecua-  Perturbacon a ordenk”, por lo que la divison de A¥Q,
cion, definimos las perturbaciones a primer y segundo ordefn perturbaciones de primer, segundo, etc. orden no tiene un

del campo tensoria bajo la elecdn de normap, mediante  Significado absoluto, ya que una reparametrizadie)" (i.e.
eligiendo un nuevo mapeo primigenio) mezéalsydos los or-

0,9 = £x9Q| My 62,9 = £% Q| m,- (12)  denes. Ldinico que est definido de manera invariante, es la
cantidadA¥ Q. Es importante notar que si el campo tenso-
Con las definiciones (12) y (11) podemos tratar de estayia| 0 es invariante de norma, su represeriagn. M, no
blecer de una maneraas exacta a lo que nos referimos por campiaga ante transformaciones de norma, por defamici
“desviaciones peqiias” de las ratrica de fondo. La pertur- Definimos que un campo tensori@ en A\ estotalmen-
bacibn debe de representar (intuitivamente) una peg@gi- e invariante de normdTIN) si ¥Q, = YQ, para cual-
cion al campo gravitacional de la&ica de fondo, entonces qyier par de elecciones de norma ), implicando asque
esperamos que haya algunos difeomorfismos (ya que paragh) » g — 5() ¥ Q para toddk. Podemos relajar este reque-
caso general no hay réz obvia por la cual deba de ser cierto) (imiento y definirinvariante de normgIN) a ordenn si y

tales que estas “desviaciones pEtAE iga, = (9" gab) —Jab»  sblo si para dos normas cualesquiergt ¢
cumplan conjdg.s| < 1. Obviamente existen muchos di-

feomorfismos que no cumplen con esto, por lo que, toda la 5k ,Q = 5,0 Vk, con k<n. (15)
discusbn desarrollada en esteiarilo esé limitada a los di-
feomorfismos que satisfacen esta cor@idi33]. Con esta definiéin es posible demostrar por induc-

Giremos ahora nuestra atemci ahora al problema de cion [34] que el campo tensorig es invariante de norma
transformaciones de norma. Sean dos campos vectorialesordenn > 1 siy solo si £¢ §WQ = 0, para cualquier
X,Y enN. Sus curvas integrales definen dos flujog v, campo vectoriak® definido enM, y Yk < n. Esto gene-
respectivamente eV. EntoncesX y Y son transversales a raliza el lema de Stewart-Walker [expuesto por vez primera
cualquierM y y los puntos sobre la misma curva integral sonen [32]:
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REVISION DE LA TEORA DE PERTURBACIONES EN RELATIVIDAD GENERAL 281

Lema de Stewart-Walker. La perturbaddn a ordenn del  término a &rmino llegamos a que las relaciones entre el pri-
campo tensorial es invariante de norma a ordersiy solo  mer, segundo y tercer orden de la perturbadlel tensoiQ
si Qp y todas las perturbaciones de orden menoy son, en  en dos normas diferentes es:

cualquier norma:
q 50— 61 Q = £, o, (19a)

070~ 62 Q =2£6,61Q + {£e, + £2} Qo, (19b)

Estas relaciones son consistentes con la defimide inva-
= Combinaciones lineales de productos de deltas de Kradante de norma de ordendada anteriormente.
necker. Para finalizar esta seéti mostraremos la manera de ob-
) o tener los generadores del difeomorfiskhg en £rmino de
La prueba de este lema es directa usando las definiciones 85z elecciones de norms y Y': sustituyendo (14a) y (14b),
teriores y se puede encontrar en Ref. 32. en (18), igualando&rminos en orden, usando propiedades
El cambio de elecon de norma desdg, a» estre-  ge | Derivada de Lie (ver 7) de un tensor y pitiimo consi-
presentado por el difeomorfismo derando qu&™ — X™ = ( (ambos tienen la misma-ési-
ma coordenadat) obtenemos las igualdades siguientes (ver

= Cero

» Escalar constantes

— —1
CA=(pa)7 o9 (16)  Ref. 34 para las demostraciones detalladas de éktams
El difeomorfismod, es un mape@®, : My — M, para dos afirmaciones):
cada valorA € R. Este difeomorfismo cambia el punto de g =Y"— X (20a)
identificacbn, por lo tanto®, se puede considerar conte
transformacbn de normad, : oy — 1. Debemos recalcar &=[XY]" (20b)
qued : R x My — M no esun grupo uniparaktrico de €= [2X — Y, [X,Y])° (20c)

difeomorfismos en\, debido a que en general, los genera-

dores del difeomorfism, X* y *Y ¢, no conmutan. Como o ) ]

consecuencia de esto, no se goexpandir @, enunaserie 4. [Espacio-tiempo de ejemplo: el Universo

de Taylor usando la Ec. (9) debido a que eéia s \alida FLRW

para grupos uniparagiricos, sin embargo, en el@pdice C o

se muestra que, a ordenen \ la familia unipararétrica de  4-1.  Espacio-tiempo de fondo

difeomorfismogp siempre puede ser aproximada por la fami- . o . . . -
Para ejemplificar las diferentes aproximaciones dllisis

lia de diferomorfismos de caballo de ranggteorema C.2), rturbativo en Relatividad General usaremos el espacio-

.. P
los cuales a s.u vez pueden ser expresados en una serletpgempo de Friedmann-Leritee-Roberston-Walker (FLRW).
Taylor generalizada (lema C.1).

La transforman de normab, induce urpull-backdes- Los Universos FLRW describen la dimica y la geometa

de la representati © O, del tensor perturbado en la eletoi de los universos con hipersuperficies espaciakeamamen-
P 2 T P . W te simétricas. En particular nos enfocaremos al caso espacial-
de normayp, a la representagn ¥ Q, en la elecdn de nor-

, mente planoi(e. 2 = 1) de FLRW. Usaremos este espacio-
ma1),. De esta manera estos tensoreamesbnectados por .. . . .
. N : tiempo por dos motivos, el primero es que debido a sus carac-
el mapeo lineal; mediante

teristicas georétricas (simefas y platitud espacial) eadil

YO\ = i Qla, = (1/)* (SDMP_l)* Q) ’ de manipular mateéticamente; ysegund(_), en la actualidad,
A=IMo A A Mo debido a los grandes avances observacionales en la cosmo-
logia es posible extraer y comparar I@daulos hechos con
= (p3'n) (93Q)| =@ (A7) i i i i ideali
Px Pa) P Mo AT la teoiia de perturbaciones aplicada a estos universos ideali-

_ zados con los datos proporcionados por el universo real, por
Usando el lema C.1, se expresa la serie de Taylor dgjemplo con los datos exidos del estudio del fondo de ra-

3 “Q,, obteniendo diacion dsmica [21].
con o . Este espacio-tiempo idealizado es hogwgp e isotipi-
PR =R+ AL, FQ co espacialmente. Estéls se cumple -de una manera apro-
22 ) o ximada y sin una clara justificam tedrica- en el univer-
+ ) {£52 +£ 1} Q so real a una escala de aproximadaménteMpc. En este

\3 arficulo supondremos que la geomatde las hiper superfi-
+ 3 {£3 +3£¢, £e, + £6, +OOY). (18)  cies espaciales es plana, por lo que su elementnda kin
perturbar es
donde¢, 52. y &3 son los primeros tres'ger)eradoresqde ds? = a®(n)[—dn? + 5ijdxidxj]’ (1)
Las expresiones de estos generadore€mninos de la des-
composicdn (13) de los campos vectorial®s Y se muestra dondea(n) es el factor de escala expresado en el tiempo con-
en la Ec. 20. Si sustituimos (14a) y (14b) en (18) e igualanddorme ». La comilla, {}’, indica una derivaéin respecto al
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tiempo conformej.e. {}' = 9/9n. El tiempo conforme se
relaciona con el tiempo cosnaglicot (el tiempo medido por
los observadores fijos en las coordenadastsdlies espacia-
lesz?), mediante

dt
dn= [ —.
a
Los dmbolos de Christoffel eagh definidos por [4]:
a 1 ad
be = 59 (9abv,e + Gedp — Gbe,d)- (22)

ADOLFO DE UNANUE

con componentes en las coordenadas definidas por (21)

7= (5@ V), G
1,7 = (222@')2 - V(@) 5; 7. (31b)

Comparando con el tensor de eriargnomento de un
fluido perfecto podemos identificarZg " con la enert, e,

El inverso de la ratrica ¢°® es usado para levantar y a7;7 con la preshn, p. Entonces las ecuaciones de Eins-

indices espacio-temporales, mientras que laé®dica 5%
(6" 6,;,=0},) es usada para elevar lpslices de lo8-vectores

tein para el espacio-tiempo de fondd, lleno con un campo
escalaryp, es

y 3-tensoresComo el espacio es plano, la 3-derivada cova-

riante esvV,; = 0;.

Para la ngtrica (21) los Bnbolos de Christoffel tienen una

forma particularmente, aguellos diferentes de cero son

ry, =%, T/ (23)

_ 57 no_ 5.
=600, TT =80,

donde se ha introducido el [@ametro de Hubble coavil,
_a(n)

~a(n)’
que esh relacionado con el pamtero de Hubble [69}, me-

diante X = aH. El tensor de Ricci se puede expresar en

terminos de losismbolos de Christoffel:

Ruy=Tg, . — TG .p+ rg Id, —15,1d

ac)

(24)

,C

las componentes de este tensor en este espacio son

a// a/l
-a(-5). e (). m

El escalar de RicciR, por su parte, eatdefinido por la
contracobn total del tensor de Ricci con laéticag,,,, i.e.

R= glem/v (26)
sustituyendo (25) en estdtima formula tenemos
6 ! 2
R:afz(}c_&c). 27)

El tensor de Einsteitt,;,, est definido por la ecuaon

1
Gy =Ry* — §gbaﬂ7

usando (25) y (27) obtenemos que sus componentes son

(28)

.3

G," = _ﬁ}(?’ (29a)
. 1 . ' 2

G = =3l (20¢ +3¢7). (29b)

281G , 881G o (1
- 3 a €= 3 a 20/2(@) +V((p) ’ (328)

2K + K2 = —8rGa’p

—snGe* (P (0) . (320)

2a2

en el trato perturbativo s&titil la siguiente forma que se ob-
tiene sumando ambas ecuaciones

H? — H = 4ArGa®(e + p) = 4rG(p)2.  (33)

4.2.  Perturbaciones a primer orden en el espacio-

tiempo FLRW

Antes de introducir los esquemas desarrollados para lidiar
con los problemas de norma en la feode perturbaciones

en Relatividad General, perturbaremos de manera general a
primer orden la rétrica. Las perturbaciones a segundo orden
se vean nmas adelante en el texto. Los componentes de la per-
turbacbdn lineal de la ratrica (21)

h P i
Sgap = hap = a?(n ( "" m)_ (34)
b b (n) hiv  his
El elemento deihea perturbado es entonces,
ds? = a*(n) [~ (1 + hyy) dn?
+2h,, idn dz’ + (8;5 + hij)dz'dz’] . (35)

Esta ecuaéin es completamente genergl; tiene 10 com-
ponentes independientes y hemos introducido 10 campos in-
dependientes que caracterizan la pertudra¢ll de la per-
turbacbn escalar + 3 de la perturbéai vectorial + 6 de la

En este aitulo $lo estamos interesados en el caso inflaferturbaddn tensorial), percéngase en cuenta quas 6 de

cionario, por lo que la materia en el universo estapresen-

tada por un campo escalar,= ¢(n), descrito por el tensor

de energa-momento

1 )
T, b — Vagovb@ - 5511 b(Vc<PV°<P + 2V(<p)), (30)

estos campos representan grados de libersacbs.

Debido a que la variedad(n), a?d; ;) es maximamente
simétrica, es posible encontrar una descomposidiferente
ahy .y, hyi, hij de la perturbadin a primer orden que explote
estas simetas [35]. Existen dos tipos de transformaciones de
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coordenadas en tdarde perturbaciones en Relatividad Ge- Tenemos entonces que la perturbacilineal de la
neral: (a)Transformaciones de normgue son las que han métrica se puede descomponer en tres conjuntos de va-
sido el tema central de esteiarttlo en las cuales, las coorde- riables, cada conjunto definido por como se transforman
nadas deM, se mantienen fijas, y, al elegir una correspon-sus elementos [72]: los que transforman como escalar
dencia de puntos diferente entk¢, y M las coordenadas de {h,,,,, A, h(5V) h(ST)} que son aquellas que se pueden
estelltimo cambian; y (b)Transformaciones eMM que se construir a partir de otros escalares, sus derivadas y cantida-
diferencian de las anteriores, en el hecho de que la norma sles de la rétrica de fondo; aquellos que transforman como
mantiene fija y hacemos cambios de coordenadaglgmjue  3-vectores h§V>7 hEVT)}, que tienen como caractstica
inducira un cambio de coordenadas.gf Estasiitimas son  gue su divergencia es cero y finalmente@mtino que trans-

las que nos ayudan a descomponer las perturbaciones de I3orma como3-tensorcon divergencia cero (o transverso) y
métrica. Como queremos preservar las siiastdeM,, las  con traza cero{ h(TT)}.

transformaciones que podremos hacer en esta variedat est  Esta descomposiai tiene relaciones inversas que se es-
restringidas a ser de dos tipos: (a) Reparametrizaciones dglipen a continuaéin:

Tiempo, (2) Transforamciones en coordenadas espadiales.

o = X} z*. donde ladinicas que preservan la sinfatde ~ p(SV) = A~15%p, (40a)

M son las rotaciones:

v - y

o WY = hyi — (87 Ry 0) 7 (40b)

Xt =y mr)e (36) -
La matrizRg es una matrif)(3) que representa las rotacio- 1 1
. . T) k
nes. Analizando como se transforman las perturbaciones de %;;* = ol (hm - ghk 5ij) (40d)
la métrica antes estas transformaciones observamos,gue
se transforma comescalar h,,; como3-vectory h; ; COMO B(ST) — 3 A-IA-IRT) ig (40e)
3-tensor donde losé&rminosescalar 3-vectory 3-tensorse 2 *
refieren a las propiedades de transforrdante rotaciones (VT) —1,(T) & —1 ( —1,.(T) & z)
i . h; =A""h; "= A A" hy 40

en el espacio de fondo [70]. En particuéscalaren este con- : ik kit i (400)
texto NO significa que la perturbd@ci es invariante antes las Ty, (1) 3 1 1 (T
transformaciones de norma, de hedas,perturbaciones es-  7i;  "=hy; —5 (31:3j—§5m' A) ATTAT hyy
calares no son invariantes de norniastas denominaciones A ) L (T
de escalary 3-vectorialdatan del aftulo seminal de Lifs- —20GA7 0%y 20 A7 0 A7 hy 7 (40Q)

hitz [36].

Usando el teorema de Helmholtz podemos descomponélondeA = V2, es el laplaciano de la hipersuperficie espacial
a la perturbadin vectorial en una parte potencial o libre de Y €stamos suponiendo que existe una fancle Green inver-
rotachn y en una parte libre de divergencia. Otras denominaS@ del operador\, A~', que garantice la correspondencia
ciones sorongitudinal para la libre de rotacional olenoi- ~ UNO & uno entrghy,,, hy;, hij}y

dal para indicar que la divergencia de e&aino es cero.
{{hnn’ B V) h(ST)}’ {hz(-V), thVT)} 7 {h(TT)}}.

(sV) W) Estas funciones de Green existen si especificamos el dominio
=hi+h B7)  delas perturbaciones (por ejempl, en el espacid(n))
ijp (V) . - L. con las condiciones apropiadas de frontergtede que la su-
donde)*h; ;" = 0; de manera similar, la perturbaeitenso-  qjcin de la existencia de estas funciones excluyeaiel
rial [71]: 2 (3) 2, (T) de los operadore4, por ejemplo, los campos vectoriales de
hij = a”h'>0ij + a”hy; 7, (38) Killing, v; [20] enX(n). El estudio de las perturbaciones que
pertenezcan &ernelde A queda excluido del alcance de es-
ta revisbn [73].
Una caractédstica importante de esta descompdsicies
(D — (8-8- _ }5, -V2> p(ST) gue las ecuacionessfcas construidas en est&trica no mez-
i g claran, a primer orden, los elementos de un conjunto con los
1/, v W) @) de otro, de tal manera que pueden ser estudiados por sepa-
-3 (hi,j +h;; ) +hi; (39)  rado [74]. La clasificaéin en escalares, vectores y tensores,
es importante ya que cada uno de ellos representan diferentes
dondeéijh,E}/jT) =0, 0"nlT, =0,y 6Yh]" = 0.Enla fendbmenos:la gravitadn descrita por Newton es un feme-
literatura al primer&rmino entre pd@ntesis del lado derecho no escalar, pero los efectos relativistas se ven claramente (ya
de la Ec. (39) se le conoce como “operador sin traza de doblgue esin ausentes en las ecuaciones gravitacionales de New-
gradiente”. ton) en los comportamientos gravitoma&gnos (el conjunto

(3

hni _ h(rot—free) + hl(div—free)

conn{"" = 69n{") = 0. A suvez,h!!’ se puede descom-
poner en,
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vectorial de las perturbaciones) y de ondas gravitacionales Utilizando las relaciones (40), las reglas de transforma-
(las pertubaciones tensoriales) [37]. Latnita en esta nueva cibn de norma para la descompo8iti

descomposiéin se puede escribir como
ds® = g\) + 095 + 39l + 69l

nv

donde la perturbaén lineal escalaré@ﬁﬁ)), vectorial 69,()5))
y tensorial 69,(5)) son respectivamente:

69(5) = a*(n) [~hyndn® + 205 dndar

+ (h(s)(;ij 4 hff]T)) dxidx]} ) (41a)
b9y = a*(n) |2 dnda’

) was]
39\ = h{I D daidad . (41c)

La regla de transforman de norma (19a), en el caso de

FLRW es

ohab =y hab = Legab = 2V (,&p)- (42)

El generador® de la transformaéin de norma es un

campo vectorial en el espacio-tiempo de forldg. Este vec-
tor puede descomponerse de una manera 3+1:

§a = 517 (dn)a + fi(dxi)a» (43)

De esta manera la transform@aide norma para las per-

turbaciones originales/,,,, hyi, hij} , €S

ol — v by = 2(0n — H)&y (44a)
sahni — hni = fﬁ,i + (8,, — 29‘(:)& (44b)
Lphij — hij = 25(2*’]-) — 29‘C(Sijfn (44C)

{{hnn7h(5)7h(SV)7h(ST)} 7 {hEV)7h§VT)} 7 {h(TT)} }

son para el conjunto escalar:

whnn Y hnn = 2(877 - ﬂ{)gm
Sljh(sv) — BSV) &+ (8, — Qg{)g(sv)’

(47a)

(47b)
2

a? ,h —a? yhS) = —23¢, + gv%wv), (47¢)

a® Jh5T) — a? yh(5T) = 2¢(SV), (47d)

por su parte, para el conjunto de perturbaciones vectoriales,

S~ Y = (9, — 200", (48a)
a® b —a? 1" = "), (48b)

y para la parte tensorial,
a® h] " —a? yhil " =0 (49)

Sentadas las ecuacionessitas de las perturbaciones de
la métrica de FLRW, podemos estudiar las diferentes alter-
nativas para tratar las perturbaciones en Relatividad General,
utilizandola como ejemplo.

5. Enfoques en el tratamiento perturbativo

Otra forma de expresar el contenido del principio de cova-
riancia es diciendo que los observablisicbs no pueden de-
pender de la elecon de coordenadas, por lo tanto, una carac-
teristica deseable de una temperturbativa es que especifi-
que de una manera no ambigua tales observables, es decir, los
observables deben de ser invariantes de norrasicBmente

Procedemos de la misma manera que con las perturbacigyisten dos maneras de extraeritida {.e. eliminar los gra-

nes a primer orden y descomponemds an sus partes lon-

dos de libertad espurios) en el tratamiento perturbativo: (a)

gitudinales y solenoidales usando el teorema de Helmholtz:ﬁjar los grados de libertad de norma (ofeiconocida como

G=¢0"+¢" con ¢;=0, (45
entonces la descomposgiai (44) ahora se escribe,
P =y by = 2(0, — H)E, (46a)
ohni =y hni = ((&, — 2005V + fn) ;
+ (9, - 200 " (46b)
1
ohig =y hij =26 ) +2 (8107 - 35i,jv2> oY)
1

eligir una norma o (b) extraer las partes invariantes de nor-
ma de las perturbacioneka opcbn (b) se puede dividir a su
vez en (b1l) formalismo 1+3 covariante invariante de normay
en (b2) formalismo invariante de norma. Las opciones (a) y
(b1) se mostram a grandes rasgos en esta satyila opcon

(b2) sea el tema por el resto de este reporte.

5.1. Fijando la norma

La eleccon mas sencilla para eliminar los problemas de Ii-
bertad de norma, es elegir o fijar una norma, procedimiento
conocido en indds comagauge fixing Esto significa simple-
mente que se escogeuna foliacbn particular espacial del
espacio-tiempo. Esta ha sido una de las opciorEs popu-
lares de las &cadas pasadas y&uniciada por Lifshitz en

donde lalltima expredin se escribe de esa manera para faci1946 [36], cuando empéza estudiar la estabilidad (usando

litar calculos posteriores.

perturbaciones) en espacios-tiempos de FLRW.
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Los principales problemas de esta aproxiraagon dos:  torial y tensorial [15], entonces laétrica en esta norma es
(1) el eliminar verdaderamente los grados de libertad espu-

rios; y (2) la interpretadin fisica de los resultados obtenidos ds*=a*(n) [— (1+hyy) dn?
en una norma en particular. Estos problemas fueron resueltos (s) i
de manera sistettica en cosmoldg por Bardeen [38]. El + <1+h ) 05jda’dx } : (51)

procedimiento de Bardeen es el siguiente: empezando en una Otra forma en la que esta norma es presentada en la lite
norma, es posible definir cantidades invariantes de norma Me-  ura esta norma. esqmed'ah _ (D) —pO [37]
diante combinaciones algebraicas o diferenciales de variabld&™ lantg; = — '

. . L ndicion npi norg nser
dependientes de la norma. Esta ha sido la manera de resolvgsrtagllz;céai ZioeITansuoer 32 eg’ae agr‘;t:n tg r?lac?)l#teigie Sear
las ambigiedades de la norma astlar en cosmoldg [15]. o P

A continuachn. mencionarem launas de las norm tes vectoriales o tensoriales y no existen ondas gravitaciona-
conlinuacon, mencionaremos agl,J as de fas NorMagyg jipres [76]. La norma newtoniana solo tiene aplicabilidad
favoritas elegidas por la comunidad cosbogita.

a orden lineal perturbativo. Si se ignorara esta limitante se es-
tarian eliminando [77] grados de libertaiditos y no grados
51.1. Sncrona de libertad de norma [37].

Esta norma se puede ver como una generabracos-
mologica relativista de las ecuaciones de gravitaanew-
toniana. Permitiendo asina interpretaéin sencilla de las
perturbacionesh,,, es el a@logo del potencial gravitacional
newtonianad.

Uno de sus atractivos es que las variables invariantes de
norma de primer orden [15,37,38], corresponden en esta nor-
ma ah,,,, y h(5) lo cual permite dar una interpretadifisica
sencilla a las variables invariantes de norma. Debido a esta
propiedad en [15] se sugiere calcular las ecuaciones en esta
norma (debido a su sencillez relativa respectakdudo inva-

La norma #ncrona éynchronous gaugdue introducida por
Lifshitz en 1946 [36]. La normaiscrona est definida por
By =0, RY) =0y h(SV) = 0, i.e. dejamos sin perturbar a
goo Y @go;. La métrica en la normaiscrona tiene la siguiente
forma:

ds* = a*(n) [—dn® + (6ij + hij) dz'dz’] . (50)

Notese que para ser compatible con latnnas expresadas
en la literatura [36,39] en esta norma hemos regresado al U$Rnte de norma) y luego hacer las sustitucioneh@eh(s)

dehi;. ] _ por las variables escalares invariantes de norma para tener las
La norma #crona es muy popular para los estudiosgqaciones invariantes de norma.

numericos y es la norma usada en CMBFAST [40]. Su prin- | 3 norma newtoniana o longitudinal es un caso especial
cipal problema es que no elimina completamente la libertadle yna norma #s completa conocida como derma de
de norma. Este problema, aunado a su popularidad ha sig&isson[37], la cual no tiene las restricciones mencionadas
fuente de confusin en el pasado [15,38]. arriba y que queda definida poy S=0y hy; o

Esta norma permite la existencia de un conjunto de '
observadores que caen libremeniee—se mueven sobre 5.1.3. Otros
geodesicas— sin cambiar sus coordenadas espaciales, llama-
dos en la literatura “observadores fundamentaleséspm Existen otras normas populares en la literatura cos-
les” [75]. Cada observador ésequipado con un reloj que Mologica, como la (a) norma espacialmente plana
mide el tiempo conforme y permanece fijo en la coordena- ( h,, = RST) = hf.VT) = 0) en esta norma las hipersuper-
daz’. Los observadores junto con sus relojes y etiquetas quiicies espaciales no son perturbadas escalar o vectorialmente.
identifican su geogsica definen las coordenadas en todo eEn esta norma la perturbaci del campo escalar coincide
espacio-tiempo. El grado de libertad de norma residual (esson la variable de Mukhanov-Sasaki [41]; (b)rdarma or-
purio) se debe a que hay libertad para ajustar las condiciongsgonal condvil en las cual la 3-velocidad del fluido se hace
iniciales de los relojes y coordenadas espaciales. Otro probleero y (c) lanorma de densidad uniforntgie como nombre
ma de esta norma aparece cuando las perturbaciones son ninglica en sus hipersuperficies espaciales la pertushatg la
grandes, si es gsstas coordenadas pueden deformarse mwensidad es nula [42].
cho e inclusive llegar a intersectarse [37] causando singulari-
dades coordenadas. Las ecuaciones de Einstein y siorelaci5.2.  1+3 Covariante-invariante de norma

con otra norma, se pueden obtener de las relaciones derivadas ) ] ]
en la Sec. 3y se invita al lector a verlas en [15,37,39]. Hasta el momento hemos considerado foliar el espacio-

tiempo en hipersuperficies espaciales etiquetadas por el tiem-
po 7, esta divisbn se conoce como divian 3+1 y recibe el
5.1.2. Newtoniana conforme o longitudinal nombre deslicingen ingks. La divisbn 3+1 es la usada en la
formulacbn hamiltoniana de Relatividad General [4]. Exis-
En la norma newtoniana solo son diferentes de cero las peten otras formas de hacer la sepabacspacio-temporal, en
turbaciones escalarég,, y h(%). De esta definiéin se puede 1971 G.F.R. Ellis [43] y otros autores de&suleél, han de-
ver que se eliminan todas las perturbaciones dactarvec- sarrollado un formalismo basado en una divid+3 de las
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identidades de Bianchi y Ricci [44-49] llamado formalismo 6.1.
1+3 Covariante-Invariante de Norma.

En el formalismo 1+3 Covariante-Invariante de Norma
se ejecuta una operaci diferente aklicing, llamada en in-

glésthreading(literalmente “hilado”). Los objetos gedtri- 1.

cos usados son una serie tleehs de mundo temporaloides
xz#(7,q) donder es el paametro afn que mide el tiempo
propio sobre laihea de mundo y es una etiquetanica para
distinguir las diferentesineas de mundo. Los observadores
en este formalismo se mueven a lo largo de estess$ [37].

La herremienta principal en la construmcide este for-
malismo, es el vector temporat{u,, = —1) tangente a la
linea de munda* = dz*/dr. LOS tensores se descompo-
nen en una parte paralela al vectdry otra normal a este,
usando el operador de proyemgiP,,, = g, +u,u,, que es
la métrica espacial de los observadores réadiose con*.

Las ecuaciones a las que se les apfiemte procedimiento de
descomposiéin no son las ECE, si no ecuaciones definidas
para el tensor de Riemann o el tensor de Weyl y las ecuacio-
nes de Raychaudhuri [ver 43, 45, y referencias dadas arriba].

Usando el Lemma de Stewart-Walker se escogen las va-
riables invariantes de norma, es decir se eligen las variables
gue son cero de manera natural en el espacio-tiempo de fon-
do FLRW (por ejemplo el tensor de Weyl —sus partésteica
E,., y magreticaH,;, [47] —, la presbn anisotopicar,;, del
fluido, el corte de las congruencias de gesidaso,;, 4%,
etc [ver 45, para una lista exhaustiva)), por lo tanto las ecua-
ciones de evoludin 1+3 del universo perturbado no poseen
ambigiedades de norma. Adém las variables elegidas pa-
ra caracterizar la evolun tienen una interpretdm fisica
directa, a diferencia de las variables definidas en el enfoque
Invariante de Norma (cf. VI).

En este formalismo es€il aplicar €cnicas de sistemas
dinamicos a la cosmoladg [47].

6. Formalismo Invariante de Norma

En el formalismo Invariante de Norma —presentado en los tra-
bajos de J.M. Stewart y M. Walker [35], M. Bruet al. [50]

y luego desarrollado extensamente en los trabajos de Kou-
ji Nakamura [20,51-55])— se busca eliminar desde el inicio,
cualquier posible elemento nisico de los grados de libertad.
Entre las ventajas de este formalismo, se pueden mencionar
que (a) no hace ninguna supoéitiacerca del espacio-tiempo

de fondo (a diferencia, por ejemplo, deétndo de elecéin

de norma, cf. Sec. 5.1); (b) ndls se aplica a la teta de 3.

Relatividad General sino a toda temen la cual se exija la
validez del principio de covariancia general [para un ejemplo
de esto ver 51 y las referencias aladas], y poiiltimo (c)

si se cumple cierta condim de separabilidad de laatmica
perturbada a primer orden propone un algoritmo para encon-
trar perturbaciones invariantes de norma a cualquier orden
superior al primero.

ADOLFO DE UNANUE

Algoritmo

El procedimiento para encontrar invariantes de norma a un
orden perturbativo arbitrario es el siguiente:

Se expande mediante la serie de Taylor (B1) aé&rm
ca gy, de M, luego de aplicarle upull-backusando
la eleccon de normap, a My, i.e.

2

A
@;m = Gab + >\ gphab + ? gplab + 03()\); (52)

dondeg,;, es la netrica deMy y hemos definido a
0Gab = hap Y @6%gay = I COMO las perturbaciones
de la métrica a primer y segundo orden respectivamen-
te. Las transformaciones de norma (19a) y (19b) de la
meétrica a primer y segundo orden son

gahab - d)hab = ££1gab7 (53a)

Lplab — ,,/)lab = 2£51hab + {f:gz + £21 } Jab- (53b)
Inspeccionando las reglas de transforraacile nor-
ma (53) se procede a separar, en partes invariantes de

norma y variantes de norma, a la primera pertudnaci

de la netrica,hgp.
hap = Hap + 2V(a Xb)~ (54)

dondeH,;, es la parte que es invariante de norm&¥y
es la parte variable. Es decir, ante transformaciones de
normad® = ¢! o1,

1/)Hab - goHab =0,
pXO X

(55a)
(55b)

Este procedimiento de separ@tise supone que se co-
noce y es la condiébn de entrada del algoritmo. Es-
ta condicon puede parecer muy restrictiva, ya que no
existe una manera canica de realizar esta descompo-
sicion. En nuestro espacio-tiempo de ejempoUni-
versos FLRW, estdescomposibn se most en |V B,

a partir de esta primera descompo&@icse manipulan
algebéaicamente los elementos para llegar a (54) como
se mostrax adelante.

Al no existir una manera cénica de realizar la des-
composiocbn a primer orden (54) se pueden intentar al-
gunas estrategias para lograrla, por ejemplo, si existen
algunas simetas de Killing en el espacio-tiempo de
fondo, se puede intentar una descompaosicirnonica

de las variables [78].

Realice la misma descompogini en partes variantes

e invariantes de norma para perturbaciones de orden
superior de la ratrica. El artculo [51] mostb que es-

to se puede hacer siempre con algunas manipulaciones
algebraicas que resultan de inspeccionar la reglas de
transformadn de norma a ordenes mayores que el se-
gundo (que se vuelvenas complicadas cada vez que
aumentamos el orden perturbativo). A segundo orden,
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por ejemplo, definimos la variable taslonos en la
forma de la Ec. (53b) para la ele6oide normap,

¢£ab = lab - 2£¢X whab + -£¥,Xg(1,b7 (56)

y para la normap,

I/)Z:ab = lab - 2£wX U)hab + £ngab- (57)

Esta variable se transforma como mostraremos, prime-
ro restamos ambas variables,

wﬁab e ﬁab = lap — <plab
= 2L, x phap +2£,x phap
+ £3X Gab — *’{:iX Gab; (58)

luego, usando la linealidad de la derivada de Lie 7 y las
reglas de transformamn de norma a primer orden (53)
y (55b)

1/;[:(117 e Eab = _2£§1 (£€1gab) + "E&zgab + £§19ab

—2£_x (£¢&,9ap) + £2 x gab — £2 x gav
= L¢, Gab + (£§1£¢X — £¢X£§1)gab
= £0’2ng (59)

dondec§ = &5 + [&1, X%

Entonces, la transformami de £ tiene la misma for-

ma que la transforma@n de primer orden (53a). Por

lo tanto, como suponemos que existe un procedimien-
to para descomponer un campo tensorial de rango dos

4. Se pueden definir los invariantes de norma a orden

n < k de cualquier campo tensorial (excluyendo la
meétrica) usando las perturbaciones de ktnica. Las
partes variantes de norma de l&tnica (X, Y a pri-

mer y segundo orden) no poseen nada de contenido
fisico, mas sin embargo, son importantes para definir
las variables invariantes de norma de los campos ten-
soriales. Las partes invariantes de node un cam-

po tensorial arbitrari@ (sin incluir la nétrica) eshn
dadas por (a segundo orden)

Q=1 9 — £0,, (64a)
@Q=? g -2£x Vg {£y - £%)Q, (64b)

Es facil ver que estas variables son invariantes de nor-
ma si se usan las Ecs. (19), (55b) y (62).

En este momento podemos resolver la pregunta acerca
de la generalidad de las Ecs. (64), esta preguntales v

da debido a que nuestras elecciones de norma eran ma-
peos exponenciales, si esto no fuedelas ecuaciones
afectadas s@n (10) (la serie de Taylor deull-back

de Q,), las definiciones de las perturbaciones (12) y
las relaciones entre generadores de los mapeos y los
generadores de la transformatide norma (20), pero

las ecuaciones a&s importantes (64) no se ven cambia-
das, ya que son consecuencia directa de la expapsi
serie de Taylor del difeomorfismo que define la trans-
formaciones de norma&,, [20].

En lo que resta de la seéd se segui el esquema si-

que se transforma como (53a) en (54), podemos degjuiente, se presentan loalculos y conceptos de manera ge-

componer al tensof,;, en un campo tensoridl,;, y
un campo vectorial Y’ de la siguiente manera:

neral en un apartado y luego se aplican en el apartado si-
guiente al caso de FLRW. Entonces, el apartado siguiente

4 trata@ sobre la descomposici de las partes invariantes de

cpﬁab = ‘Cab + V(a L,D)/b) (60)

dondeL,; se transforma como la parte invariante de

norma del 6.2.

w‘cab T ‘Cab =0, (61)

norma de las perturbaciones de latnta.

Perturbaciones de la ratrica invariantes de norma
en el Universo FLRW

En esta secon procederemos a aplicar el algoritmo &ci
y el campo vectorial’® como la parte variable de nor- dado (Sec. 6.1) al espacio-tiempo de FLRW presentado en la
ma Sec. 4. Empezando por descomponer la pertubbalaneal
WY = YO =65+ (&, o, X]*. (62)  de la nétrica como en (54).
Analizando las transformaciones de norma (47), (48)
y (49) podemos encontrar las variables invariantes y varian-
tes de norma a primer orden en la perturbaade una manera
sencilla. De la Ec. (49) se ve que la parte transversay sin tra-
63) za de la perturbaoh tensorial, es invariante de norma, a la
cual Ilamaremosxl(.;), donde el supé@ndice indica que es la
variable invariante de norma a primer orden,

Usando este campo tensorial y la defiaiti(53b), la
perturbaddbn a segundo orden de laéinica es posible
descomponerla en

lab = Lab + 2-£Xhab + (-£Y - £?X) Gab,

dondeL,;, es la parte invariante de normatyf es la
parte variante de la perturbaoi a segundo orden. El
caso para ordenes superiores es completameate-an
go al mostrado para el segundo orden, por ejemplo para
tercer orden, el lector puede consultar [51].

XE;) = thTT), x%) = ngl-)7

Xt =o, (65)

ij

X(I)Z'L = 07
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podemos ver que(( ) tiene dos componentes y es llama- de aqii se siguedcilmente que las partes invariantes de nor-
do modo tensonabn el contexto de las perturbaciones cos-ma de la perturbaén a primer orden de la @trica son
molbgicas. Usando ahora (48a) y (48b) podemos definir la

variable Hyy = —24%0M), Hyi = a?v),

azyi(l) = hEV) — (0, — 2H) (azhg‘/T))

=nV) — a2onV ). (66)

Esta variable tamBn es invariante de norma y se le conoce
comomodo vectorial es libre de divergenciag.

v =0, (67)

Hij = —2a2\11(1)[“)ij + CLQXE;) (74)

Igualando las partes variantes de norma de los conjuntos
de Ecs. (72) y (73) obtenemos las siguientes ecuaciones que
hay que resolver para obtener la parte variable de norma

esta propiedad nos indica que el modo vectotiﬁl),, tiene 20y = F) Xy = 2(0y = FO)X, (75a)

dos vari'ab_les independientes. Xy — 20X, = azanh(VT) + h(SV) (75b)
Por tltimo, para obtener lomodos escalarepodemos

definir la variableX;,, a partir de las Ecs. (47b) y (47d) me- 2X(; ;) — 2H8; X, = a X(l) + Qh(

diante

ST)

_ X i 27, (VT)
X, = V) _ 1(&7 — 230)(a2h(T) 2H X605 + 2a h(J D (75¢)
_ vy _ 28 B(ST). (68) De la Ec. (75a) obtenema$, = X, + aC,,, dondeC,
es una fundn escalar que satisfaégC),, = 0. Usando esta
esta variable transforma de la manera siguidrgegs varian-  solucbn, (68) en (75b)
te de norma)

X, —w X, =6, 69 1 _ d _
p<n 7{1 577 . - ( ) Xi:aQ (thT)_’_h(fT)) _aicna2 / 7774_@201’7 (76)
Observando a (47a) eadil definir al invariante de nor- 2> a
mad, - B
—2a%0W = h,, —2(8, - H)X,,. (70)  condC; = 0. Lalltima Ec. (75c) da la siguiente relaai de

Adenés, de las transformaciones de norma (47c), (47d) gonstriccon
de la transformadin deX,, definimos al invariante de norma

_ _ d _
v, a20,;C;) — 0,0,Cpa’ / Z” — HyaCy =0 (77)

—2a20() = <h V2h(ST)> +2HX,. (71) )
definiendoC,, = aC, y
Tenemos entonces seis componentes mvarlantes de nor-
ma: 2 escalare§d), w()), 2 vectoriales" y 2 tenso- _ ., [dny
riales ;). Como la parte perturbada de la@frica /s, tie- = 0iC /*

,

ne 10 componentes independientes las cuatro componentes

restantes son la parte variable de norma de é&rica. Pa-  podemos construir el vectdt, = C () (dn)a + Ci(da?),,
ra encontrar sus eXpreS|OneS escribamos la deSCO”mDS|C|e| cual es un vector de K||||ng en e| espac|0 t|empo de fon-
3+1 de la neétrica en érminos de los invariantes de norma do MO como se puede verificaailmente. Por lo tanto la

{®, W, v, xi5 parte variante de la perturbaai de la ngtrica y su relaéin
hay = —2a200 +2(9, — H)X,, (72a)  con las perturbacionggs"), h(57), hV") estinica salvo el
grado de libertad proveniente del campo vectorial de Killing.
hni =a 1/( + a28 h; V) 4 h(sv) (72b)  Ademas, como la parte variante contribuye a la pertudraci
24,(1) 5 (1) 0, (ST) de la nétrica mediante (54), el campo vectorial de Killing
hij = =2a"V'"6;; + a”x;;" +a”hy ; C, no contribuye a las perturbaciones de latrica. Final-

VT mente, para satisfacer la constr@ti(77), tenemos§’,, = 0,

= 20Xy 0 + 2a2hEy z))’ (72c) 9uCj) = 0, con lo queC; es un vector de Killing gm(n)

comparando estas ecuaciones con la descomposign Yy como se mencidnantes estos vectores pertenecelses
términos de la separaixi (54) nelde A y quedan fuera del dominio de las perturbaciones,

entonce<”; = 0. Claro que séa posible incluir est&ernel

fn = Hay + 2(0y = )X (732) en nuestras discumi al extender el dominio de las pertur-

hoyi = Hyi + Xy i + Xiy — 2HX; (73b)  baciones, pero esto queda fuera del alcance de esta-art
lo [20,52]. Es &cil comprobar que la parte variante de la nor-

hij = Hij +2X j) — 23045 Xy (73¢)  max® transforma mediante (55b), como era de esperarse.
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Las perturbaciones de laatrica a segundo orden se pue-  Aunque es obvio que lopull-backsde las cantidades
den encontrar siguiendo los mismos argumentos y pasos alggeonétricas del espacio-tiempb! dependen de la eledri
braicos que para el orden lineal, pero usando la varidple  de norma, €.9.de), a partir de este momento obviaremos a
definida por (56). Repitiendo todos los pasos con esta varias en las brmulas, es decir, con el fin de no complicar la no-
ble (.e. descomponiendola en su parte variable e invariantéacion expresaremos@* VvV, (p~1)* simplemente com¥ ,,,

de norma, descomponiendola de manerabaioa, etc) lle-

gamos a esta exprési para la parte invariante de norma de

la perturbadn a segundo orden de leétnica (63),L,,

Lap = —2a*D (dn)a(dn)y, + 2020 (dn) (o (da")y)

+a® (2055 + X)) (do")a(da?) (78)
donder® y Xg-) satisfacen las ecuaciones
y? =5 =0, xP =0, xP =0 (79

Los invariantes de norm&®, ¥(2) son losmodos escala-
resde la perturbaéin a segundo orden,g{z) y XE?) son los

modosvectorialesy tensorialesa segundo orden respectiva-

mente.

6.3. Invariantes de norma de variables geoktricas

Luego de realizar los primeros tres pasos (encontrar las partes

invariantes de norma a primer y segundo orderpd#tback

de la nétrica del universaisico) del algoritmo presentado en
la Sec. 6.1, el siguiente paso (el cuatro) es encontrar las partes

invariantes de norma de las cantidad gétias de integs.

6.3.1. Tensor de curvatura

La definicbn del tensor de curvaturd,;. ¢ [4] en el espacio-
tiempo fisico (M, gus) €S

(?a?b - ?b?a) We = a)dRabc d (80)
dondeV,, es la derivada covariante compatible ggpy @.
es una uno-forma en el espacisi¢o M. Por otra parte, en
el espacio-tiempo de fondbty, R, ¢ esta definido por

(vavb - vaa) We = wdRabc d (81)
conV, la derivada compatible COfly Y we Una una-forma
en M,. Introducimos el operadas*V, (o ~1)* enMo, que
podemos identificar con glull-back de la derivadav, en
M. Este operador depende de la eléoaile normap.

La propiedad de que este operador derivada sea compa{jéandqjab

ble con la nétrica esh dada por

e Vo ((67) @) =0 (82)
dondey*g., espull-backde la métrica enM. Dado que el
pull-backp*V,(p~1)* en M, de laV, en M es lineal, sa-
tisface la regla de Leibnitz, conmuta con la contrangy es

libre de torsbn se puede considerar como operador derivada

enM,.

®Rape *, COMOR . ¢ €te.

Como el operado¥,, se puede considerar como un ope-
rador derivada eoM, existe entonces, un campo tensorial
C%. enM, tal que,

Vowp = Vawy — C%pwe, (83)

donde w. es una uno-forma arbitraria eM. Usando

VaGgse = 0enM el C9, en M, est dado por

1
b = =g (Vagay + ViGaa — Vagab) - (84)

2
Debemos notar que toda la dependencia de la @ecci
de norma del operaddv, en M, est incluidatnicamente
enC<,.
Usando la defini@n del tensor de Riemann, (80) y la
Ec. (83), por un lado tenemos,
Rl = (VaVy — Vi Vo)
= va(vb - Cgc) - vb(vll - Cgc)
=VuVy — C4{V, — VO

— VYV + CL V. —V,C2 (85)
pero aplicando la definioh deV (83)
VaCiewd = VaCiwa — Cé.0qwa — Ch.Clewa,
obtenemos entonces,
Rape® = Rape ¢ — 2V, Cyf. +2C4,Crp.. (86)

Asi, hemos obtenido el tensor de curvatura en el espacio-
tiempo fisico M, en &rminos del tensor de curvatura del
espacio-tiempo de fond®1.

Para obtener la exprési perturbada de la curvatura

R ¢, es necesario calcular las expansiones perturbativas de

la inversa de la rétrica,g* y C¢, .
a. Perturbacbn de la inversa de la étrica Expandamos
en serie de Taylor la inversa de l&trica

oo )\ )\2 .
—ab __ (k) =ab _ _ab ab ab 3
g 75 —k!é 0d" =g9" +AD +—2E + O\,
k=0
Jre = 02 tenemos

A2 A2
6? = <gab + )\Cab + QEab> (gbc + )\hbc + 2lab>

/\2
=0+ A(he+CE) + 5 (1% + 2hp.C* + D2)

de aqiise ve queC®® = —h®, En el segundo orden

D¢ = —2hy. (—h™) — 1% = 2hh* — 12

Rev. Mex. .57 (4) (2011) 276-303



290

obteniendo finalment® = 2p*¢h% — [t
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derivandoh,y,,

Entonces, las perturbaciones a primer y segundo orden

del inverso de la r@trica son
5gab — 7hab

5(2)gab

(87a)

= 2h%¢h¢ — [ (87b)

b. Perturbacones deC’, Sustituyendo en (84) las expan-
siones de la itrica y la nétrica inversa a segundo orden. Se

pueden obtener las expresiones perturbadag.deprimer y
segundo orden

i .1,

6C% = Vahy) — §V°hab, (88a)
(2) e _ c 1 c

6 Oab — V(alb) - §V lab
— 20 [V (o hpya — Vahas) (88b)
Definimos la variabld?,;, ¢[A] dondeA = {h, [},

1

Hap “[A] =V (o Ap) ¢ — ichaba (89)

H,;, ¢[A] estad apareciendo repetidamente en léécalos
gue siguen con varios acomodosiddices, que son definidos
como

Habc[A] = gcdHab d[A]7
Ha bC[A] = gdead C[A]’
H," [A] = ge.aH, " Al

Vahoe = VaHpe + VoV Xe + Vo Ve Xy,
Viohae = ViHae + ViV X + Vi Ve X,
—Vehay = =V Hap — VeV Xy — V VX,
entonces, sumando estas expresiones,
2Hapelh] = 2V (o Hy)e = VeHap + Ry Xa + Ryca Xo
+ (VoVy + Vi Vo) Xe + Vi Vo X — Vi Vo X,

en estdiltima ecuadn hemos sumando y restardgV, X..
Ahora sumemos y restemas., dx,

2Hapelh] = 2V (o Hpye = VeHab + RigpXa + RieaXo
+ Ry Xa + 2V VX + Reap “Xa — Reay “Xa,
usando la primera identidad de Bianchj,;.q = 0,
2Hupe[h] = 2V (o Hpye — VeHap + 2Vp Vo X
+ Racy “Xg — Reap *Xa.

recordando las simé&s del tensor de Riemann
R ,=—Rd, y usando por segunda vez la primera iden-

ach™

tidad de Bianchi, obtenemos finalmente
1
Hape[h] = V(aH)e = 5VeHap + VaVoXe + Rica Xy

= Ilgphe [H] + vavac + Rbca dXd

escritas en estas nuevas variables las ecuaciones (88) son Derivando estaltima expreshn obtenemos,

(90a)
(90Db)

0C%, = Hap °[h],
5P C%, = Hyy °[] — 20 Hapalh).

vaacd[h] == VbI—Iacd [H] + vbvavc)(d

+ Xevacda ¢ + Rcda evae (93)

Ahora podemos expandir en serie de Taylor el tensor d¢ sustituygendola en (92a)

Riemann a segundo orden
_ A2
Rabc 4= Rabc d + A (1)Rabc d + ? (Q)Rabc d- (91)

Comparando estatima ecuadn con (86), luego de sustituir
(90a) y (90b),

6Rz(zibc = _2v[aHb]cd[h] (923)
6(2)R2bc = _QV[QHb]C d[l] + 4hdev[aHb]Ce[h]
+4H,, ©[h)Hy (] (92b)

5Rabcd = 72V[aHb]Cd [H} + (vaﬂ
_vavb) chd + Xe (vacda © — va-Rcdb e)
+ Rcda evae - Rcdb evaXe’

usandqvavb - vaa)ch = Rabc eQed + Rabd che en
estallltima ecuadn

6Raped = =2V o Hyjca[H] + Rbac “VeXa
+ Rbad chXe + Xe (VbRcda ¢ — vcal%cdb e)

Para descomponer el tensor de Riemann en sus partes
invariante y variante de norma debemos escribir primero
H¢,[+] en €rminos de variables invariantes de norma, esto
sea sencillo ya que hemos descompuesiqacomo (54),

+ Rcda evae - Rcdb evaXe
= _2v[aHb]cd[H] + Rpac “VeXa + Rpad “VeXe
+ Rcda evae - Rcdb evaXe

2Habc [h] = [vahbc + vbhac - Vchab] ) + gfeXe (vacdaf - VaRcdbf) )
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una vez nas aplicamos las simé&ls del tensor de Riemann,
0 Rabed = —2V (o Hyjea[H] — Rabe “VeXa
+ RapedVe X + Raecd Vo X — RebeaVaX©
+ X (VoRedae — VaRedbe) = =2V (o Hy)ca[H]
+ gnd (Reve "VaX® + Raee "V X 4 Rape "V X©
~Rape “VeX") + X(VyRaced + VaRebea),

luego, empleando
v[aRbC]de =0

6Rabcd = _2v[aHb]cd[H] + 9hd (Rebc hVaXe
+Raec hvae + Rabe hche - Rabc eveXh)
+ Xe(_vaRebcd - ve]%bacd + vaRebcd)v

la segunda

y utilizando la definicdbn de la derivada de Lie (Ald) sobre

un campo tensorial de rangb, 3)
5Rabcd:72v[aHb] cd [H]
+ghd (£XRabc h_XGVeRabc h) +X6veRabcda

llegamos finalmente a la perturbanilineal del tensor de Rie-

identidad de Bianchi,

291

6.3.2. Perturbadines del tensor de Ricci

Contrayendo lo$ndicesb y d en las ecuaciones (94) y (97),
podemos derivar la®fmulas perturbativas de la curvatura de
Ricci,

0Rap = —2V (o Hep, ° [H] + £x Rap (99a)
0P Rap = =2V (o HG, (L] + 4H{ TH]Heppa[H]
+ AHGV (o Hij [H] + 2£ x5 Rap
+ (£y — £%) Ras, (99b)

de estas ecuaciones definimos los invariantes de norma del
tensor de Ricci:

R, = 6Rab — £x Ry (10061)
PRy = 6P Rop — 2£ x6Rup
— (£y = £%) Rap. (100b)

6.3.3. Perturbaciones del escalar de Ricci

El escalar de Ricci en el espacio-tiempsido M est dado
por

R =GRap (101)

mann escrita en sus partes invariantes y variantes de NOrM&synandiendo a primer orden ambas cantidades, usando (87a)

(SRCLde = —QV[aHb]Cd[H] + £x Rape d (94)

Para la perturbaén a segundo orden, usamos la variable

definida en (56), y calculamds,; [£],
SIL] = HEl] — £x (HE[h] + HE,[H))

+ (Hapalh] + Hapa[H]) £x9°
— (h¢ +HZ) (Vo Ve X? — R

eabXe) ’ (95)
despejanddi,; ©[l] y sustituyendo en (92b), llegamos a
8P RGy. = —2V (o Hil [L] + 4H{ [H] Hyjoe [H]

+ QH(ei ("gXRZbc - 6R2b0)

+2£x (6Rgbc - ;fXRgbc) 5 (96)
usando las@rmulas (60) y (92a),
0P RE,, = —2V( H[L] + 4H [H] Hyo[H]
+ AHIV[aHg M) + 2£0 RY,
+(£y = £3)Rgy. ©7)

Usando (94) y (97) podemos definir los tensores de cur-

vatura invariantes de norma de la siguiente manera

R, = 6R%,. — £LxRape? (98a)
0PRY,, = 6P R, —2£x6RY,,
— (£y = £%) Ry (98b)

y (99a)
R=R+AVR = (g"° — An?)

X (Rap + AEx Rap — 20V, H,, °[H]) (102)
Reconociendoérminos a primer orden
SR = 9" £x Rap — h** Rap — 2V [ HY [H] (103)
usando la regla de Leibnitz de la derivada de Lie,
SR=£x (gabRab)
— Rap£x9"" — h® Rap — 2V HY [H] (104)

calculando la derivada de Lie de laetrica y usando la des-
composicdn dehr? (54), llegamos a

SR = £LxR —H™Rap — 2V, H, “[H] (105)

Similarmente, usando (87a), (87b), (99a) y (99b) llega-
mos a

AR = —2V(, Hy “[L] + R®™ (2HeaHy, ¢ — Lab)
+4H(, “[H]Ho * a[H] + 4H, "V (o Hy ““[H]
+ 4H"V [ Hy b [H]
+2£Lx6R+ (£y — £%) R, (106)

gue es la perturba@n a segundo orden del escalar de Ricci.
La definicbn de los escalares de Ricci invariantes de norma
es trivial:

SR =R — £xR
SR =0PR - 2£Lx0R — (£y — £%) R.

(107a)
(107b)
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6.3.4. Perturbadines del tensor de Einstein

La perturbadn a primer orden el tensor de Einstein es
~ 1 1
0Gap = =2V aHap " [H] + g V(e Ha “ [H] = SHaR + 5 gab ReaH™ + £x Gt (108)
y a segundo orden
_ 1
6 Gy = ~2V 1 HS, [£] + AHETH) Hygpa[H) + ALEV | Hy [H] — 5 9a ( — 2V HG{'[£] + Rae (2HIH — L)
+ 4H [HIHG [H] + 4HIV | HG [H] + AHV  H, [H}) + 2Hap Vi HG [H] + Hap ReaH
1 _
— iﬁabR +2£x6Gqp + (.fy - fg() Gap. (109)

Es conveniente usar@, * = 3*°G,,.., en lugar de&7,;,. Entonces levantamos fldice en las Ecs. (108) y (109) con ayuda
de (87):

5Go = 6G, "[H] + £x G, (110a)
G = 0G0 (L] + 6PGEH, H] + 2£x0G" + (Ly — £%) GY, (110b)
donde se introdujeron las variables
SGIAL, = S414] — oA, (111)
5GlAY, = ¥4 (4, B - L8?5e[A B, 112)
1
W5[A] = ~2V( Hy "[A] — A Rac + 5 (W[eHsfl [A] + RedAed) : (113)

@y, (A, B] = 2R, qBY A + 2H|, “[A]Hy * . [B] + 2H[B|Hy ® . [A]

la
+ 24, "V Hy " [B] + 2B, "V, Hy " [A] + 2A.°V |, Hy ““[B] 4 2B, "V, Hy “[A]. (114)

dondedG[A]?, 62 G[A]® son las partes invariantes de norma del tensor de Einstein a primer y segundo orden, respectivamente.

6.3.5. Perturbadnes de la divergencia de un tengar1)

Debido a la importancia de la identidad de BianGHi7}, ¢ = 0, en esta secoh la perturbadin a primer y segundo orden de la
divergencia de un tens¢t, 1) se calculai para un campo tensorial arbitraifip®. Luego de obtener las expresiones generales
se mostrax que las identidades de Bianchi se cumplen orden a orden.

La divergencia d€, * se define como

vaTb ¢ = VaTb “4+Ce ceTb c-C° baTc .. (115)
Expandiendo en una serie de Taylor ddtama ecuadn,
_ > \k *®) (S -
Vi =Y 5 [5 (VaTh )} . (116)
k=0
A orden lineal encontramos
5(vaTb a):vaTb a+(Hca N [H]+vcvaXa)Tb C_(I{bac [H]+vbvaXc+Rabc eXe)Tcav (117)

Expandimos ahora a el campo tensofigP usando (10). Siguiendo las definiciones (64), definimos las perturbaciones inva-
riantes de normaj, ¢, como sigue

577,(1 = (STba—fbea, (118)
0T =0T, 2L 6T, "~ (£y—£%) T *, (119)
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luego, usando (118) y lafmula del apndice (A2d), obtenemos la divisi de la parte invariante de norma de la divergencia
de un tensof1, 1):

5(vaTb a) = va(s% %4 (Hca a[H] + chaXa)Tb ‘- (Hba C[H]TC “ £XvaTb a) . (120)

Podemos verificar la validez de la identidad de Bianchi del tensor de Einstein a orden lineal perturbativo usando la Ec. (120)
conT,* — Gy ™

6(VaGy®) = VabGy * + (Heo “[H] + VeVaX )Gy ¢ — (Hpo ‘[H]G " + £x VoG ) (121)
necesitamos la derivada de la parte invariante del tensor de Einstein (111)
Va0Gy* = —Heo *[H|Gy © + Hpa °[H]G* (122)
y sustituyendola en (121) obtenemos la divergencia del tensor de Einstein a primer orden
(VaGo®) = £xVaG %, (123)

peroV,G, * = 0 en un espacio-tiempo arbitrario, entonces a primer ofderG, @ = 0.
La perturbadn a segundo orden de la divergencia del tefigdrse obtiene de manera similar que la divergencia a orden
lineal,

8P (VaTy ) = Va6 DT * = (2Heaa[HIH™ — Heo “[L]) Ty © + (2Hpaa[HIH™
— Hyo (L) T ® = 2Hy “[H]OT.  + 2Heo “[H]OT, © + 2£x (Vo Ty @) + (£y — £3)(VaTp ") (124)
Con esta expregn comprobaremos la identidad de Bianchi a segundo orden del tensor perturbado de Einstein
SO (VG ) = V, (5gb a[L] + 6DG, [H, H]) — (2H qa[HH® — H.o °[L]) G,
+ (2Hypaa[HIH™ — Hpa °[£]) G “—2Hyq °[H]8G, “[H]+2H o “[H]8G, °[H]
+2Lx(VaGh ) + (L£y — £3)(VaGp ). (125)
Usando la Ec. (122) con el reemplako— £ y calculando la divergencia del invariante de norma a segundo orden
Vab6®Gy “[H, H] = —2Heq *[HI8Gy “[H] + 2Hya “[H]6G. “[H] — 2Hpaa[HIH™ G * — 2HeaaHIH Gy ¢, (126)
observamos que la identidad de Bianchi se cumple a segundo ordegnanaltiuev G, * =0y V,Gp, @ = 0.

6.3.6. [Ecuaciones de Einstein perturbadas invariantes de norma

Por Gltimo escribiremos las ecuaciones de Einstein perturbéda€,* = 87G 6*)T, . Usando las definiciones (118) y
(119) se puede mostrar que las ecuaciones de Einstein se pueden expresar orden por érdenasié variables invariantes
de normainicamente,

0G. "[H] = 87G 6T, °, (127a)
8G. (L) + PG, b [H, H) = 87G 6P T, °. (127b)
6.4. Ecuaciones de Einstein invariantes de norma en el Universo FLRW

En esta secbn aplicaremos la$fmulas re@n deducidas al espacio-tiempo de ejemplo IV.
a. Tensor de enefg-momento de un campo escalal.tensor de enefg momento de un campo escalardedado por la
formula (30), para obtener la ecudtiperturbada debemos expandir al campo escalar en series de Taylor

1
P =+ Ap+ §A25(2><p + O\, (128)

dondey = ¢(n) es una fundn homo@nea en un universo homegeo e isotipico. El tensor de enei@momento tamigin
debe de ser descompuesto en la variadad de fondo

_ 1
T,0 =T, + \T, % + 5A25(2)Ta b Lo, (129)

Rev. Mex. .57 (4) (2011) 276-303



294 ADOLFO DE UNANUE

dondesT, b es lineal ey y hy, y 6T, ¥ incluye las perturbaciones de segundo oréléhy, I, y los productos cuadticos
dedpy hq. Sustituyendo (128) en (129) y preservandimdos €rminos hasta orden cudtiico,

. 1 . X X oV
6T, "=V 1oV 3~V 4 hb°vcw+va6wvbw—§6a b (vcgovw—vcso h9eV g0 + Vc5sDV°<P+25906> ., (130a)

AT, = V,pVP6D o — 2V,0 PV 8 + Vg (2h7ha © — 1°°) Vep + 2V 109V 5 — 2V, phV o

1
+ Vad?pg"Vep — 504" (vcwca@)@ — 2V ¥V 460 + Voo (2h%he © — 1%€) Vg

(130Db)

c de @) e 2), OV , O*V
+ 2V 0V — 2V 0ph%V g + V09 oV + 20 4'087 +2(0¢)? 952 |-

Siguiendo (64), se puede descomponer las perturbaciones del campo en su parte invariante y variable de norma:
dp = + Lx0p, (131)

0o = @ L 2£Lx60+ (Ly — £%)¢, (132)

dondep™ y ©(?) son las partes invariantes de norma a primer y segundo orden respectivamente.

Sustituyendo estas ecuaciones en las perturbaciones del tensor da-em@rgento (130), y usando las descomposiciones
de la netrica (54) y (63), llegamos a

07, = VgV’ — Vo oH" Vg + VoDVl
Loy e (1) de 1) ge m IV
— 50 VepVip ! = VepH™Vap + Ve Vi + 20 ) (133a)
0T, =V oVl ? -2V o H "V oM 42V o H  H 3. VEo—V 009" L Ve 042V 00V VP o) —27 , oD W0 o ()

1
— Vo MWHYV o + VP VP — 3 <v5<pvc4p<2> — 2V o HYV o) + 2V H H V gp — VoL Vi

+ 2V oM VeV — 9V oW HIEY 10+ V, P V4202 )8V+ 2(p1)? 20" V) (133b)

dp ¥ 0p?

Entonces, las componentes del tensor de émengpmento invariantes de norma del campo escalar a primer orden son:

1
8T, "=—— (877(,0(1)8 o0 (9,¢) —I—aQW(p(l)) , (134a)
a? dy
1
57;77:_¥ i¢(1)3n807 (134b)
1 . )
8T, =0 (5z¢<1>+(3n<p)yz (1)) : (134c)
il ) W5 o122 L0
57’1"—951' O Opp—0 (Opp)”—a w? ) (134d)
y a segundo orden,
2
5T, =~ (ansoancp@) 10,000,060 +1(0,0)° (20)” — (9,0)° 2
oV 92V
M) 4 2,0 o 1
+ (Oye™)? + 0ipM ') + 6% a(era( )? a¢2>’ (135a)
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1
ST = 3 (82»(,0(2)&790 +20;pM 9, M) — 48i<,0(1)<1>(1)87,<,0> , (135b)
) 1 ) ) . )
8T, = o (3,7@31@(2) +49,8M M) 4 (8,0)° 1 P + 287,90(1)824,0(1)> , (135c)
; 1 : 1 . 2
5(2)7;] = 2581'90(1)3]%0(1) + ;52'] (37]998%0(2) - 487790@(1)87799(1) +4 (an@)z (q)(l))

2 ov o0?V
_ 252 1) _ War M) _ 2,27 2(,,W20
(Opp)” @ +<&,cp ) o' 0% a“p a0 a®(p') 3902) (135d)
6.4.1. Ecuaciones de Einstein a primer orden

Antes de poder escribir las componentes de la ebnadill) a primer orden debemos expresar las componentés de
dadas por la exprean (89):

H,,"[H] = 9,®" (136)
H;, "[H] = 8,20 + 3V (137)
1

Hi; "[H) = — (29¢ (90 + ©0) +0,90) 6; — 0 + 2 (8 +290 X} (138)

H,, ' [H] = 0'0W + (9, + H) ' V) (139)
. 1 , . 1 .

Hj,'[H] = =0,¥W5; " + 3 (5le W — o', (1)) + 50" = (140)
. . ) ) . 1 .

H;p '[H) = 00 W6 — 260,05 8N — Hp0" D + 9t - 50Xk @) (141)

Usando estas ecuaciones y la Ec. (111), las componentes del tensor de Einstein invariante de norma a primé@norden ser

MG, "H] = —aiQ {(~6360, + 20)8) - 3%}, (142a)

Mg, = —— (28,,&-@“ + 209,01 — ;Ayfl)> : (142b)
a

G, [H) = {WW FOHORD) 4 L (~ A+ 43¢ 40,300 “)} , (1420)

. 1 . .
WG IH] = = [aiaﬂ (\1/“) - <1><1>) + {(—A + 20} + 430, ) U + (200, + 40,H + 23 + A)<I>(1)}6ﬂ

- 213{ (aﬂﬂ ® 4 ajuf’) } + 502+ 250, - L) ‘”] ~ (142d)

A continuacén escribimos las componentes de las ecuaciones de Einstein linearizadas (127a) de FLRW lleno con un campc
escalar (con perturbaciones lineales dadas por (134)), la companenje

(=3H8, + A) M — 3320 = 4r G (87790(1)5"90 —dW(9,p)% + aQ‘C?;go“)) : (143)
las componentes— 1 y n — ¢ son iguales en virtud de (33)

1
0,0,0 M + Hp; e — ZAVl-(l) = 47 GO0, p, (144)
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y por Gltimo la componente espacial-espacial es
[a,-aj (qf<1> - <1><1)) n {(—A + 207 + 43€0,) 0D 1 (20, + 40,3 + 23> + A)dD } 5,7

1
2a2

87,{a2 <6W' W4 ajui(”) } + %(ag + 209, — D)X <1>1 — 87 G

) dV
60 (O Va0 - 800, - 25V (145)

Podemos descomponer estas ecuaciones en sus modos escalares, vectoriales y tensoriales, siguiendo los mismos pasos que en
la Sec. 4.2. Los modos escalares son

(=330 + A)\I}(l) - 3390 =4n (an‘P(l)anSD - <I>(1)(5,,<p)2 + QQCcll‘;(p(l)) , (146)

Dy 0,0 + 39,01 = 47 GOV, 0, (147)
(=2 + 202 + 4300,) ¥V + (239, + 40,H + 23¢* + A)d V=87 G (8,,Lp(1)8,,<p—¢)(1)(87790)2—a2ili‘(;Lp(1)> . (148)
8,07 (\If(l) - q><1>) —0, (149)

de estdiltima ecuadin vemos que
v = M), (150)

Usando las ecuaciones de Einstein de fondo, integrando con las apropiadas condiciones de frontera y usando repetidamen-
te (32) y (33) llegamos a

(A = 3K, — 9, H — 20*)0V) = 4x @ (877(,0(1)&,0 + az(é::go(l)) , (151)
@) + HoW = 47 GpMa,p, (152)

d
(02 + 330y, + 9,3 + 20¢*)2M) = 4x G (aW(l)aW — azd‘;go(l)) , (153)

es importante notar quéle dos de estas ecuaciones son independientes. Para los modos vectoriales tenemos

At =0 (154)

a,,{zf (aiuj M 4 a%”) } =0, (155)

de donde podemos deducir que el campo escal@roduceperturbaciones vectoriales si la conditinicial no los incluye y
finalmente, para los modos tensoriales
(02 + 230, — ON)xi; M =0. (156)

Tomando las ecuaciones (151) y (153) podemos elimin&relibo potencial del campo escalar
(02 + )@Y = 87 Go, Moy, (157)

y si usamos (152) para eliminér,cp(l) de esta ecuadn llegamos a

o2 o2
<a$+2 <J{— a"i) By — A+ 2 (a&c-&c;i)) o™ — 0, (158)
n n

ecuacbn que es conocida comodauacon maestrgara la perturbadn del modo escalar de las perturbaciones co8gichs
en un universo lleno con umico campo escalar.
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6.4.2. Ecuaciones de Einstein a segundo orden

Para derivar las ecuaciones invariantes de norma de Einstein a segundo orden, (127b), es necesarioLon{@8onluego
calcularH,; ¢[£], (89),6G, °[£], (111),6 PG, °[H, H], (127b), y porltimo T, * , (135). Todos estosatculos algebraicos
son largos y tediosos, por eso, setcuma hoja de @culo de Maple que se puede descargar en la doaddRL dada en el
Apéndice D.
En el caso cosmébico regularmente se supone que las condiciones iniciales de las perturbaciones vectoriales y tensoriales
a primer orden son ceroe.
l/i W = O7 Xij M = 0, (159)

esto se puede justificar recordando (cf. 154) que a primer orden no hay géenatagberturbaciones vectoriales, adsm
las perturbaciones vectoriales @stsuprimidas por un factor de 2 (segunda ecua@n (154)). Para justificar el despreciar
el modo tensorial a primer orden usaremos el hecho que las observaciones del CMB indican queétaestatar-tensor
es mucho menor que la unidad. Esto simplificarucho nuestras expresiones. Si se quisieran las expresiones completas (i.e.
sin despreciar a primer orden los modos vectoriales y tensoriales), la hodcd®oae Maple del andice 6.4.2, se puede
modificar faicilmente para obtenerlas.

Las expresiones patd,; °[£] y 6G., °[£] se obtienen de (136) y de (142) con los siguientes reemplazos:

oM - 0@ g L y@ i) i) Xij o _, Xij 2 (160)

)

entonces tenemos pasg, °[L]

8G,"[L] = —iQ {(—GU{an +2A) 02 — 65{2<I>(2)} , (161a)
a
1 1
8G; L] = —— (28,,81»\11(2) +25(9,0?) — 2AV§2>> , (161b)
a
: 1 : . 1 .
3Gy '1£] = — {26,,(91\1:(2) +23(0'0@ + SO+ A3 — 49,300 <2)} : (161c)

. 1 . )
8G,71L) = — l@iaﬂ (\p@) - q><2>) n {(—A + 207 + 430, + (250, + 40,3 + 23> + A)(I>(2)} 5,9

_ % {a2 <5Wj @) +ajyi<2>> } n %(35 + 250, A)xﬁ'@)]. (161d)

Las componentes del tensor invariante de nodf&g, [+, H] son

8?g, " = —32 {3ak<1><1>a’“<1>(1> +3(0,2")% + 8 A 125{2(@“))2} , (162a)
a
4
589G, = (4%1)(1)8,;(1)(1) - &7@(1)&@(1)) : (162b)
.4 i i
652G, = = (anqﬂl)a@(l) v 4q>(1>anaL@<1>) , (162c)

56,7 = 2 lzaiq)(l)ajq)(l) PPIOPPYPL
a

2 .
- (38k¢>(1)8’“<1>(1)+4<I>(1)A<I>(1)+(8,,@)(1)) +89{CI>(1)87,<I>(1)+4(26,,9—C+9{2)(‘I>(1))2>5ﬁ], (162d)

donde se us ¥ = &), Con las Ecs. (33) y (152) las ecuaciones de Eingigini[£] + §2G, {[H, H] = 871G 6T, 'y
8G;"[L] + 6 G, "[H, H] = 87G 6D T; " se reducen a la ecuéci

1
20,0; ¥ + 239,03 — 50vi @) 871 Goip®d,p =T, (163)

donde
T; = —49,2M9,00 4+ 83dM g1 — 80M9,5,0M + 167 G9;p M, L. (164)
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De la misma manera usando (33) y (157) pero ahoradcy¥ [£] + 622G, "[H, H] = 87G 6T, ", obtenemos

(=3Hd, + A) TP 4 (—=8,H — 2H*)d? — 47 G <87,<p3,7<p(2) + a2<p(2)g:;> =T, (165)
dondel'y es

2 2
Ty = —20M200) — 3 (ancb“)) — 30, 0M 5 dM — 106M AGD — 4(9, 3 + 292) (q><1>>

2 82V
+4r G <(8ncp(1)) + OV P M) + a2(¢(1))2&p2> . (166)

Porltimo con (33) y (157) pero ahora cég; / [£] + 6 PG, 7 [H, H] = 877G 6P T; 7, llegamos a
iy (¥ —0@) + {(—A + 202 + 438, U + (23, + 20,H + 4K + 1) > }&j

1

1
— 0 (a2a(iuj) <2>) + 5(8,3 + 23D, — N)xi; P — 81 @ (anaw(? a?p? g‘;) 5ij = Tij, (167)

donde

F”E—Zl&@(l)@]@(l)

2
—8<I>(1)8i8jq)(1)+167rG&-(p(l)ajgo(l)—i—?(83{@1)5‘77@(1)—2©(1)8,2]<I>(1)+ (anqﬂ)) +39,0M 9k ()

2
+20W AWM +4(9,H+23?) (¢<1>) +47 G ((87790(1))2—8kg0(1)(9k<p( —a?(pW)? gqg) )5 (168)
Tomando la divergencia de (163) obtenemos su parte escalar
20,9 + 2H®? — 87 Gp P, o = ATLOTy, (169)
resindole esta ecudni a (163) obtenemos su parte vectorial
v @ =2/ {9, ATy, — T} (170)

Podemos dividir la ecuatmn (167) en la parte de traza (escalar), sin traza (escalar), vectorial y tensorial como sigue. Tomando
la traza de (167) llegamos a

<82 + 250, — A) v 4 <9{a + 0,3 + 29 + A) o _4r @ (3,7@37790(2) — a2<p(2)g‘;> = %Fk k@)
dondel', * = ¢6¥T;;. La parte sin traza de (167) es
v _9® = gA* {Alaiajrij - %Fk k} , (172)
conl';7 = §*T;;,. La parte vectorial de (167)

9, (a®?) = 282 A~ {9,AT1 0RO, — 9T, F ) (173)

Nétese de las ecuaciones (173), (170) queestableciendo como las condiciones iniciales para las perturbaciones vectoriales
iguales a cero, estas se genaratlebido a las perturbaciones escalares a primer orden.
Finalmente, obtenemos la parte tensorial

2 1
(02 + 200, — Ay P =20y — 30T k_3 (aiaj — 35@)

x AT <Alakalrkl — érk k> +4{0,0710) AT O F — 0, T O T k. (174)
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Es posible llegar a unacuacén maestragpara el modo escalar de perturliaticosmabgica de segundo orden para un
universo lleno con ufinico campo escalar. Para lograrlo empezamos combinando (165) con (171), obteniendo

2 1 1
<a,3 — K0, + 3A> w2 4 (9{&7 + 3A) 2 — 87 G, pd,p? =Ty + R k (175)

ov

4 1 1
<—a§ — 5H0, + 3A> @ (25,,% + HO, + 4% + 3A> 3 — 87 Ga2<p<2)% =To— ¢ k (176)

Manipulando (169), (171), (172), (175) y (176), se puede llegaeaulacon maestraa segundo orden:

32g0 8299 1 ) .
2 _n- — _ T (2 — _ k =1919.T.7
{anw( : )an A+2<&7TH ’ H)| @ To = 5T + AT,

0% 3 02 , 1
— ) AT = 2RO = (250 —H ) 9, p AT AT — TR Y 177
+ < n aﬂgp) 0 k 2 {877 ( Gngp m ' 3 k ( )

El sistema final de 10 ecuaciones para la pertutivede se-
gundo orden cosmogica para un Universo FLRW con cam- de Friedmann-Lenitre-Roberston-Walker (FLRW) con un
po escalar eét compuesto por (169), (170), (172), (173), campo escalar.
(174), (176) y (177). Se puede observar en este conjunto de Se incluye una hoja deafculo en Maple para calcular
ecuaciones que a pesar de que a primer orden las diferentes ECE invariantes de norma a primer y segundo orden pa-
ecuaciones para los modos escalares, vectoriales y tensorialasla netrica de FLRW usando el formalismo invariante de
no esén acoplados, se acopdara segundo orden; adaspa norma. Debido a la generalidad del formalismo invariante de
pesar de hacer las perturbaciones vectoriales y tensorialesnarma, con pegud@s modificaciones se espera que pueda ge-
primer orden iguales a cero, el acople entre diferentes geneerar ecuaciones invariantes en otrastninas, suponiendo
rara estas perturbaciones. claro, que se tiene la descompogitide la perturbadn de
orden lineal de la retrica de fondo.

7. Conclusiones
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tamente estos grados de libertad espurios. CONACYT “Red complejidad, Ciencia y Sociedad”.
Una vez identificado el problema se pregeu lengua-

je geongtrico que permite plantear de una manera correct
el aralisis perturbativo. Se mostraron treétomdos diferentes
para eliminar los grados de libertad ficticios de la teger- , ,
turbativa de Relatividad General: (a) eligiendo o fijando undA" Formulas dtiles
norma, (b) el formalismo 1+3 covariante-invariante y (c) ely pearivada de Lie
formalismo invariante de norma. De los tres enfoques mostra-

dos, se desarrdillen detalle el formalismo invariante de nor-

%péndices

ma [51,53,54]. Se eligi desarrollar este formalismo por ser £, W = £,u0° + £,w°. (Ala)
el mas general de los tres ya que puede aplicar en espacios-

tiempos generales y a téas covariantes sin restringirse a Ly ww® = _£72Jwa. (Alb)
Relatividad General si se cuenta con un procedimiento pa-

ra extraer la parte invariante de la perturibacile la nétrica £§+wua = {.,63 +2£, L4 + ffy} u®. (Alc)

a primer orden. Ade#s, el formalismo invariante de norma

quenta con un algoritmo para generar pgrturbaqones inva- £ 7, d — X Topo & 4+ Vo XTope & + Vp XT 00 &
riantes de norma a cualquier orden superior al primero. Este 4 4

formalismo fue aplicado como ejemplo al espacio-tiempo + Ve X Tape * = VeX Tape . (Ald)
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2. Conmutacion entre la derivada covariente y la derivada de Lie

Vofxty = £xVaty + X°Rye dtd +t. VoV X©.

Va £thc = £Xvatbc + XdRadb etec + XdRadc etbe + tdcvavad + tbdvaVch~
Vafxty = £xValy®+ X Roay “te © — X Raae ¢ +ta Vo Vp X — 1,7V, Vg X

Vo€ xtyea = £xValpea

+ XeRaeb ftfcd + XeRaec ftbfd + XeRa,ed ftbcf + tecdvavae + tbedvavcxe + tbcevavdX6~

vao’gthcd = £Xvatbc d

(A2a)
(A2b)
(A2c)

(A2d)

+ XeRaeb ftfc d + XeRaec ftbf 4 XeRaef ftbc f + tec dvavae ~+ the dvache + toe evaveXd' (Aze)

B. Series de Taylor de Campos Tensoriales

Este aggndice y el siguiente &8t basados en el trabajo de
Marco Bruni et al. [34].

C. Difeomorfismos de caballo

Para funciones eR™, una expan$in en series de Taylor Supbngase ;) ¥ &2) en M. Cada uno de ellos generan los
es esencialmente una manera conveniente de expresar el ‘ﬂ@rjos ¢(1) y ¢(2) Al combinarlos podemos formar la familia

lor de la funcon en un punto dado eriminos de su valor

uniparanétrica de difeomorfismo¥ : R x M — M, cuya

y el valor de todas sus derivadas en otro punto. Por supuegccin esh dada mediante

to esta definidn, tomada al pie de la letra, es imposible de

llevar a cabo para un campo tensoffakn una variedag\1,
simplemente por qug& (p) y 7 (¢) enp,q € M, conp # q

Wy = ¢33, 0 01

@, (e5)

pertenecen a diferentes espacios y no pueden ser comparados

directamente.

Es decir, ¥, desplaza un punto ekt un intervalo) a lo lar-

_Una expangin de Taylor, por lo tanto 0o puede ser es-  go de las curva integra,) y un intervalox?/2 a lo largo de
crita si se es dado un mapeo entre dos campos tensorialgScurva integrak ). Por su similitud con el movimiento de

en diferentes puntos d#1. El mapeog, : M — M es
en general unfamilia uniparangtrica de difeomorfismos ge-
nerados por el campo vectoriat. Un caso especial se da
cuando el mapeo es gmupouniparangtrico de difeomorfis-
mos. En este @ndice consideremos la expaside Taylor
del pull-backde un tensor debido a wgrupo uniparanétri-
co de difeomorfismos, como padrser por ejemplo el mapeo
exponencial. En el siguiente @pdice se tratarel caso ras
general de una familia uniparétnica.

SeaM una variedad diferenciable y seéain campo vec-
torial en M, que genera un flujgp : R x M — M donde
#(0,p) = p, Vp € M. Para cualquieA € R escribiremos
oa(p) = ¢(\,p) Vp € M. SeaZ un campo vectorial en
M. El mapeoy; define un nuevo campg; 7 llamadopull-
backde 7, que es fund@n de). Entonces en Ref. 34 se de-
muestra que

Lema B.1El campog3;7 admite la expansin alrededor
dex=0

la pieza de ajedrez se le llarddeomorfismo de caballo

Esta definidbn se puede generalizanaampos vectoria-
les&(y, ..., &) enM, con flujosp®, ..., (™), de la siguien-
te manera

(n)

Uy = A" /n!

0...0 (ng?/? o (bg\l). (C2)

Alos campos vectorialeg), ..
los generadoresie U,

-,&(n) S€ les denominan como

Una cosa muy importante de notar es qugo ¥, #

¥, ., Ya que los generadores no forman un grupo. Esto im-

pide que podamos aplicar el lema B.ilg, no podemos ex-
pandir elpull-back U3 7" del tensorM definido7 . Pero co-

mo veremos en el siguiente lema, el resultado B.1 puede ser

generalizado.

Lema C.1El pull-back ¥%7 del campo tensorial de la fa-
milia uniparangtrica de difeomorfismos de cabalfocon ge-
neradoreg ), ..., {(,) s€ puede expandir alrededor le- 0
como

Akl
I lo Ik

T, (C3)

© Nk
BT => %,5’57. (B1)
k=0
|
. oo o0 00 )\ll+2l2+.
AT = Z ZZ ok (kD

11=012=0 lrx=0

ll'lgllk' Em e T T
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Los difeomorfismos de caballo parecen ser ejemplos mup. Codigo
artificiales y de poca utilidad, pero como mostraremos en el

siguiente teorema, cualquier familia unipaitnca de difeo-

El codigo que acompga a este aitulo ayuda a recuperar

morfismos, puede siempre ser transformada o considerad@dos las expresiones presentadas en el caso de FLRW. Se
como una familia uniparagtrica de difeomorfismos de ca- Proveen dos versiones ambas basadas en el lenguaje Ma-

ballo, de rango infinito en el caso general.
Teorema C.2Sea ¥ : R x M — M una familia de

ple, una es directd,e. sin utilizar ninguna paqueter ex-

tra y la segunda utilizando el paquete GRTensor Il [56].
El cbdigo en ambas versiones se pueden encontrar en
http://code.google.com/p/perturbacionesrelatividadgeneral/

difeomorfismos. Entoncé®(!), ... ") ..., grupos unipa-
ramétricos de difeomorfismos evi, tales que
Ur=--o0 ¢E\Z)/k! 00 ¢E\22)/2 ° ¢E\1)~
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move. In turn, matter reacts back on space, telling it how togs.
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curve” [23], pag. 5.

En realidad de laparticulas de pruebadefinidas como aque-
llas partculas que sienten el efecto del campo gravitacional pe-
ro no lo afectan de manera alguna.

Para ser ras precisos, esta enunciacies conocida como el
principio de equivalencia&bil o Galileano Existen otras dos
formas conocidas del este principio, una de ellas la Einsteniana

o semi-fuerte es: “Para cada evento del espacio-tiempo, existe?-

una vecindad lo suficientemente peflaaal que, en cualquier
marco local, en dda libre en esa vecindad, todas las leyes no
gravitacionales de laidica, obedecen las leyes de la relativi-
dad especial”. Si cambiamos en eftima expren “todas

las leyes no gravitacionales” por “todas las leyes déded”
obtenemos gbrincipio de equivalencia fuertd&/er Ref. 57.

Este principio es identificado en la literatura con la regla74.

heuiistica “comma-goes-to-semicolgres decir, de las ecua-
ciones no relativistas sustituir las derivadas (representadas con

62.

63.

64.

67.

70.

73.

comas) por derivadas covariantes (representadas por puntos y
comas) para obtener la versirelativista, adeas de sustituir
Nuv CONGpup .

Por ejemplo, en Ref 24 menciona @lincipio de Mach—en
realidad el principio de Mach déstleterminado por tres enun-
ciados: (1) La distribuéin de materia determina la geonajr

(2) Si no hay materia no hay geonietry (3) Un cuerpo en

un universo vaio, no posee propiedades inerciales— dentro de
los principios fundamentales, aunque reconoce queacip
sirva como principio gia para la formuladn de Relatividad
General.

Como ejemplo, la expresn delprincipio de equivalencias
diferente en Refs. 4, 23y 24; en [57 pags. 13-15] se mencionan
tres variantes distintas de este principio.

Originalmente, Einstein expréseste argumento usando siste-
mas de coordenadas, de la siguiente maneraG%eael ten-

sor metrico que satisface las ECE en el sistema de coordena-
dasz y G'(z") representa el mismo campo gravitacional en el
sist. coordenada’. Si suponemos covariancia general, enton-
cesG(z') (piénsese este cambio de coordenadlagamente

en el sentido mateatico, i.e. el cambio dex — z’ no cam-

bia el significado funcional d€, pero podramos interpretarlo
como un nuevo campo erf). A partir de esto, se puede de-
mostrar que no hay manera de especificar &riva afuera y

en la frontera de un “agujero” pude determinar el campo den-
tro del agujero. Invalidando g4a utilidad de las ECE. Aunque
Einstein planté este argumento, como un problema de frontera,
Hilbert lo planté, como un problema de valores iniciales [25],
relaciorandolo ascon elProblema de Cauchge Relatividad
General [4].

65. El problema de valores iniciales en Relatividad General es un

tema de alta complejidad matética, el lector interesado pue-
de introducirse al tema en [4, cap. 10].

66. Einstein se defendidiciendo que el argumento de Kretsch-

mann era falso, poniendo como ejemplo la tegravitacional
de Newton ya que no paal escribirse de manera covariante.
Poco tiempo desps Cartan, escribila teofa newtoniana en
forma covariante [23].

Esta restricén no afect& las ecuaciones importantes del for-
malismo invariante de norma, ver Sec. 7

Notese qué® Q0 = Qo y s Q =60

El nombre —claramente inapropiado— denstante de Hubble
se reserva para el valor del paretro de Hubble evaluado en
este evento espacio-temporal (hoy, ahofs),= H (¢).

A veces en la literatura se denominan como variables da-esp
0, esfin-1 y espn-2, respectivamente.

71. Se agreg el factor dex? para simplificar alculos nas adelante.

Es conveniente decir en este punto quadanenclaturade los
simbolos con los cuales identificamos las perturbaciones dista
de ser la egtndar (salvo en el caso d&-tensor,h”T), de he-

cho no hay acuerdo en la literatura sobre como nombrar a las
variables. En este aculo sigue las de [53].

Para mayor claridad sobre este punto y las condiciones de fron-
tera apropiadaséase la discuén abajo de la Ec. (77).

Esta caractésticaes cierta solo a primer ordega que a se-
gundo orden todas las cantidades éstasicopladas, ver &s
adelante.
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75. El que los observadores céwiles sigan geogsicas se puede 77. Esta situadn es aaloga a hacer en electrodimicaA = 0.
comprobar usando la ecuanigeo@sica [la brmula esh en 4,
pags. 46-47] con las condiciones de esta norma, llegando a qu&. Es importante mencionar que la expa@msarnonica depende
u' = 0 es una gedébica. fuertemente no solamente de las sif@tiocales del espacio-
tiempo de fondo, si no tamémn en la topolo@ global de la
subvariedad en la cual los abmicos escalares, vectoriales y
tensoriales son definidos [51].

76. Ignorar las perturbaciones vectoriales y tensoriales a segundo
orden es inconsistente ya quénahaciendo las perturbaciones
vectoriales y tensoriales iniciales iguales a cero a primer orden,
las perturbaciones a segundo orden sarvaomo fuente de es-
tas perturbaciones lineales.
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