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Soluciones exactas a la ecuación de Schrodinger para una fibraóptica quiral
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Este art́ıculo presenta soluciones exactas a la ecuación de Schrodinger asociada a una flbraóptica monomodo quiral dispersiva y no lineal. La
quiralidad est́a caracterizada a través del formalismo planteado por Born-Fedorov. Este trabajo nos permite analizar el efecto de la quiralidad
sobre la ecuación de propagación de los pulsośopticos. Los resultados presentados en este manuscrito pueden ayudar en el estudio de la fibra
óptica.
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This paper presents exact solutions to Maxwell’s equations in a dispersive and nonlinear chiral singlemode optical fiber. The chirality is
characterized through the Born-Fedorov formalism. This work allows us to analize the effect of chirality over the propagation equation of
optical pulses. The results we present in this paper may help in the strudy of optical fiber.
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1. Introducción

Consideremos la ecuación
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en dondei =
√−1. Esta ecuación se deduce en el trabajo de

Zamorano [1]. La Ec. (1) describe la propagación de pulsos
en una fibráoptica quiral, dispersiva y no lineal. El análisis
de cada t́ermino es el siguiente [1]:

El primer t́ermino representa la evolución del pulso con
la distancia.

El segundo, tercero y cuarto términos representan la
dispersíon de la fibraóptica.k′ = 1/vg y k” corres-
ponden a la dispersión croḿatica;k′ indica que el pulso
se mueve con la velocidad de grupo (vg), mientras que
la dispersíon de la velocidad de grupo (GVD) está re-
presentada pork′′, la cual altera las fases relativas de
las componentes frecuenciales del pulso produciendo
su ensanchamiento temporal.k” es nulo en la región
de 1.3µm. Para valores deλ inferiores a 1.3µm,k′′ es
positivo (regíon de dispersión normal) y para valores
superiores a 1.3µm, k′′ es negativo (región de disper-
sión ańomala).k′′′ representa la pendiente de la GVD,

tambíen denominada dispersión ćubica y corresponde
a una dispersión de alto orden; importante en pulsos
ultra cortos y en la segunda ventanaóptica dondek” es
nulo (regíon de 1.3µm). La dispersíon ćubica, adeḿas,
es importante en fibras con dispersión desplazada a la
región de 1.5µm.

El quinto t́ermino est́a asociado con la atenuación de la
fibra (α), en este caso siendo ponderadas esas pérdidas
por la quiralidad de la fibra.

|φ|2 φ representa los efectos no lineales, y se deben al
efecto Kerr, el cual se caracteriza por tener unı́ndice
de refraccíon dependiente de la intensidad del campo
aplicado. Uńındice de este tipo, para el caso de fibras
ópticas, significa que se tiene un desplazamienlo de fa-
se dependienle de la intensidad y como los cambios
temporales de fase son también cambios temporales de
frecuencia, se tiene que las no linealidades tipo Kerr
pueden alterar y ensanchar el espectro de frecuencia de
pulso. Este t́ermino tambíen depende de la quiralidad
de la fibra.

El último término est́a asociado netamente a la quirali-
dad de la fibra.

Con el fin de facilitar la solución de la ecuación de pro-
pagacíon, se introduce el siguiente cambio de variables

t′ = t− z∗

vg
, z′ = z∗, (2)
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de modo que el sistema referencial original será

t = t′ +
z∗

vg
, z∗ = z′ (3)

y tendremos que la Ec. (1) toma la forma
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Nuestra ecuación se puede simplificar aún más definiendo las
nuevas variables
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Sustituyendo (5) en (4) obtenemos :
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Reemplazando (7) en (6) resulta la ecuación
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La Ec. (8) representa el modelamiento básico de la propa-
gacíon de pulsos en una fibráoplica quiral, dispersiva y no
lineal. Es aplicable tanto en la segunda como en la tercera
ventanáoptica, ya que están inclúıdas las dispersiones lineal
y cuadŕatica, respectivamente. Nuestro objetivo es resolver
esta ecuación en forma exacta. Veremos que esto siempre es
posible en el caso en queCΓ = 0.

2. Solucíon de la ecuacíon de propagacíon de
pulsos en una fibraóptica dispersiva y no
lineal

Buscamos soluciones exactas de la Ec. (8) en la forma

q = q(ξ, τ) = K exp(i(rτ + sξ)), (9)

en dondeK 6= 0, r y s son constantes reales por determinar.
Sustituyendo (9) en (8) resulta :

CK2+γr3+s−k0β
−1/3(1−C2)r2+iCΓK = 0. (10)

Igualando a cero parte real e imaginaria en (10) se llega
al sistema
{

2CK2+r2+2s+2γr3+s−2k0β
−1/3(1−C2)r2=0.

CΓK=0.
(11)

De la segunda ecuación de (11) se sigue queCΓ = 0. Por lo
tanto, siCΓ 6= 0, no es posible encontrar una solución de la
Ec. (8) en la forma (9) a menos queK = 0, lo cual nos da la
solucíon trivial q = 0.

2.1. Primer caso:C = 0

La primera ecuación de (11) se reduce a

r2 + 2s + 2γr3 + s− 2k0β
−1/3r2 = 0, (12)

de donde
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2
r2(1 + 2rγ). (13)

La Ec. (8) toma la forma
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y una solucíon exacta de la misma viene dada por

q = q(ξ, τ) = K
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(
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)
. (15)

Los valores deK y r son arbitrarios.

2.2. Segundo caso:C 6= 0

Se debe tenerΓ = 0. DespejandoK en la primera ecuación
de (11) resulta :

K = ±
√

2k0β−1/3(1− C2)− r2 − 2s− 2γr3

2C
. (16)

Escogemosr y s sujetos a la condición

2k0β
−1/3(1− C2)− r2 − 2s− 2γr3

2C
> 0. (17)

De esta manera, siC 6= 0 y Γ = 0, la Ec. (8) se convierte en
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y una de sus soluciones exactas es

Rev. Mex. Fis.57 (2011) 421–425
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q = q(ξ, τ)

= ±
√

2k0β−1/3(1− C2)− r2 − 2s− 2γr3

2C

× exp(i(rτ + sξ)), (19)

en donder y s son arbitrarios, pero se escogen de modo que
se satisgaga la condicion (17).

Hemos encontrado soluciones con amplitud constante para el
caso en queCΓ = 0. Ahora buscaremos soluciones de la
Ec. (8) en la forma

q = q(ξ, τ) = u(k(τ + λξ)) exp(i(rτ + sξ)), (20)

en dondeu = u(x), x = k(τ + λξ) es una funcíon no cons-
tante desconocida de valor real yk 6= 0, λ, r y s son constan-
tes reales por determinar. Sustituyendo (20) en (8) resulta:
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Igualando a cero parte real e imaginaria en (10) se llega al sistema

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)
u(x)− 2Cu3(x) = 0.

2γk3u′′′(x)− 2k(r + 3r2γ + λ)u′(x)− 2CΓu(x) = 0.
(22)

De la segunda Ec. de (22) se sigue queu(x) satisface la
ecuacíon lineal

2γk3u′′′(x)−2k(r+3r2γ+λ)u′(x)−2CΓu(x)=0. (23)

Si en la Ec. (23) hacemosγ = 0, λ = −r y CΓ = 0, ve-
mos que ella se satisfaceindependientementede u(x). Para
hallar u(x) debemos resolver la primera ecuación del siste-
ma (22), es decir,
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)
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− 2Cu3(x) = 0. (24)

Dado queCΓ = 0, consideraremos dos casos.

2.3. Caso I:C = 0

La Ec. (24) toma la forma
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)
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Esta ecuación es lineal. Su solución general viene dada
por
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en dondec1 y c2 son constantes reales arbitarraias yr y s se
escogen de forma que

r2 + 2s− 2k0β
−1/3 > 0. (27)

Al serγ = C = 0, la Ec. (8) toma la forma
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y una solucíon exacta de la misma viene dada por
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= [c1 exp (η) + c2 exp (−η)] exp(i(rτ + sξ)), (29)

η =

√
r2 + 2s− 2k0β−1/3

k
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en donder y s son arbitrarios, pero se escogen de modo que
se satisfaga la condicion (27).

2.4. Caso II:C 6= 0

Debemos resolver la Ec. (24). Multipliquémosla poru′(x) e
integŕemosla:

(
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C
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k2

u2(x) + c1, (31)

en dondec1 es la constante de integración. Esta es una ecua-
ción en variables separables. Su solución general se puede
expresar en términos de la función eĺıptica sn(x,m) de Jaco-
bi. Para obtener una solución en t́erminos de funciones ele-
mentales, hacemosc1 = 0. Al integrar la ecuacíon resultante
obtenemos la siguiente solución

u(x) = ± 4kD

exp(D(x− E))− 4C exp(−D(x− E))
, (32)

en dondeE es la constante de integración y
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Al serγ = Γ = 0, la Ec. (8) toma la forma
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y una solucíon exacta de la misma viene dada por

q = q(ξ, τ) = ± 4kD

exp(D [k(τ − rξ)− E])− 4C exp(−D [k(τ − rξ)− E])
exp (i(rτ + sξ)) . (35)

En particular, paraC = 1, E = kξ0 la función
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es una solución de la ecuación
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y paraC = −1, E = kξ0 la función
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es una solución de la ecuación
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3. Análisis de los resultados

Hemos obtenido soluciones exactas de la Ec. (8) por medio
de una transformación de onda en el caso en queCΓ = 0, es
decir, hemos resuelto la siguiente ecuación :
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En nuestro ańalisis, en el caso en queC 6= 0, tomamos
Γ = 0, es decirα = 0, de modo que la atenuación de la
fibra es nula o bieńesta puede ser controlada vı́a amplifica-
ción fotónica mediante el uso de amplificadores EDFA. Esto
ocurre en el caso de trabajar en 1.55µm. Vimos que es posi-
ble encontrar soluciones con amplitud constante en la forma
q = q(ξ, τ) = K exp(i(rτ + sξ)) para cualquier valor deγ
independientemente de siC es o no igual a cero.

Existen soluciones con amplitud no constante en la for-
maq = q(ξ, τ) = u(k(τ + λξ)) exp(i(rτ + sξ)) siempre y
cuandoγ = 0, lo cual ocurre en el caso en que el término
de dispersíon ćubica sea insignificante, lo cual es válido en la
tercera ventanáoptica. La ecuación correspondiente es
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El efecto de la quiralidad viene dado a través del coefi-
cienteC = 1 − ζk0, siendoζ el paŕametro quiral. Cuando
C 6= 0 dos casos particularmente interesantes sonC = +1 y

C = −1, lo cual corresponde a anular elúltimo término en la
Ec. (40).

Si C = +1 se obtiene la ecuación de Schrodinger para
una fibra convencional y sin quiralidad. La ecuación corres-
pondiente es
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Esta ecuación es v́alida en la tercera ventanáoptica donde
una fibraóptica convencional tiene ḿınimas ṕerdidas y don-
de la dispersíon de tercer orden es muy pequeña. La Ec. (42)
muestra que a través de una adecuada comhinación entre el
formato del pulso, su intensidad máxima y su anchura, las no
linealidades tipo Kerr,|q|2 q (ensanchamiento espectral) pue-
den compensar exactamente la dispersión de la velocidad de
grupo

1
2

∂2q

∂τ2
T

(ensanchamiento temporal), lo cual signilica que el pulso se
propagaŕa por la fibra sin ninǵun cambio (distorsión). Es-
tos pulsos son conocidos como ondas solitarias solitones (ver
Ec. (36)).

Ahora bien, siC = −1 la Ec. (41) se transforma en
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∂τ2
+ |q|2 q = 0, (43)

la cual es equivalente a la de propagación solit́onica (42),
pero con cambio de signo para el término no lineal (ver
Ec. (38)). Esto significa que para obtener propagación so-
lit ónica en una fibra con quiralidad será necesario que la fibra
óptica trabaje en la zona de dispersión normal (λ < 1.3 µm),
al contrario de lo que sucede en una fibra no quiral, donde
el feńomeno se produce en la región de dispersión ańomala
(λ > 1.3 µm).

Finalmente, cuandoC = 0 (lo que equivale a anular el
coeficiente de quiral, de modo queζ = 1/k0) la Ec. (40)
toma la forma
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la cual es una ecuación lineal. Esto significa que un canal
óptico conformado por fibra quiral dispersiva, no lineal y
con ṕerdidas, puede transformarse en un canal sólo dispersi-
vo anuĺandose por lo tanto las pérdidas y las no linealidades
gracias al efecto de la quiralidad.

Otras consideraciones acerca de la ecuación de Sch-
rodinger y sus aplicaciones eńoptica se pueden consultar
en [2-10].

4. Conclusiones

Mediante el uso de una transformación de onda logramos ob-
tener soluciones exactas para la ecuación de Schr̈odinger aso-

ciada a la fibráoptica quiral en el caso en queCΓ = 0, lo cual
corresponde a la Ec. (40). En el caso en queCΓ 6= 0, la única
solucíon en forma de onda viajera es la trivial. Pensamos que
algunas de las soluciones presentadas son nuevas en la litera-
tura y que las mismas pueden ayudar a entender los procesos
fı́sicos asociados a una fibraóptica con quiralidad.
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