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En 2011 se cumple un siglo de que Ferenidmér obtuvo la fundn de distribudn para el gas relativista. Esta distribrtiestuvo envuelta

en una pa¢mica que du casi un siglo y que estuvo relacionada con las bases de la ted@mudanrelativista. En el presente trabajo se hace
una breve revigin de lo sucedido en estos cidipa alrededor de la distribugi relativista deilttner. Se describe parte del trabajo original de
Juttner, las circunstancias en lasequbtuvo su distribuéin, a$ como las caractésticas particulares desta comparadas con la bien conocida
distribucibn de Maxwell-Boltzmann para el gas no relativista en equilibrio. En los apartados finales se mencionan las aplicaciones princip
de la distribucbn de {dittner desde el trabajo de Chandrasekhar hasta el plasma de quarks y gluones. Se discéteiogddsarrollos &s
recientes que parecen indicar una sdluc la pokmica en que estuvo involucrada la distriliurcrelativista.

Descriptores: Relatividad especial; termodimica; teoia cirética de los gases; hidrodimica.

In 2011 marks a century that Ferendtder obtained the distribution function for the relativistic gas. This distribution was involved in a
controversy that lasted nearly a century and was related to the foundations of relativistic thermodynamics. In this paper it is done a t
review of what happened in the last hundred years around the relativistied distribution. It is described part of thétther’s original

work, the circumstances under which he obtain his distribution as well as the particular characteristics of it compared with those od the
known Maxwell-Boltzmann equilibrium distribution for the non-relativistic gas. In the final sections, there are listed the main applications
the Jittner distribution, from the work of Chandrasekhar to the quark-gluon plasma. There are also discussed the most recent developn
that suggest a solution to the controversy that was surrounded the relativistic distribution.

Keywords: Special relativity; thermodynamics; kinetic theory of gases; hydrodynamics.
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1. La polémica de un siglo diferentes observadores; es por eso que las propiedades de
transformadin de las cantidadessfcas son muy importan-
Hace ya un siglo desde que Ferendittder formub 1a  tes en relatividad. En el enfoque del tiempo universal resulta
generalizadn relativista de la funGn de distribuddn de  que la distribudn relativista de equilibrio correspondiente,
Maxwell-Boltzmann para las velocidades un gas formado pogsa modificada respecto a la ditther por un factor propor-
parficulas en equilibrio [1,2], seguida de su vérsciantica  cjonal al inverso de la endimyde las paftulas. Esta diferen-
en 1928 [3]. cia resulta muy importante en cuanto a las propiedades de
La funcion de distribuddn representa el imero de transformadn. En relatividad, las transformaciones de Lo-
parficulas que se encuentran, a un tienttado, en un ele-  rentz relacionan cantidadeisitas entre distintos marcos de
mento de volumew®z alrededor de la posigh z, con velo-  referencia. En particular decimos que ciertas cantidades se
cidad en el intervald®v centrado en la velocidad [4]. Esta  transforman como tensores, vectores y escalares o invarian-

definicion es \alida tanto en el caso no relativista como entes, dependiendo la forma en la quelact sobre ellas las
el relativista. Como veremosan adelante, en torno a la ver- Transformaciones de Lorentz [14].

sion relativista de la distribuoh de equilibrio se produjo una

controversia que tuvo casi un siglo de dugacy que estaba Desde 1969, Nico van Kampen [9] demastyue la fun-
relacionada con la formulamh misma de la termodémica  cion de distribudn relativista de ittner es un invariante, es
en el egimen de la relatividad especial. decir, aunque puede calcularse desde diferentes marcos de re

Desde su deduamn la distribucbn de dittner fue acep- ferencia su valor nu@rico siempre es el mismo. Lo que van
tada por gran parte de la comunidad dedicada al estudio déampen hace es considerar la fumtide distribudn en el
la med@nica estaidtica y teota cirética de leéépoca. Sin em- marco de referencia donde el gasaesh reposo y la escri-
bargo desde la@tada de 1980, se hizo un intento de dar a labe en é&rminos de las trayectorias a todo tiempo (es decir,
mea@nica estaidtica relativista fundamentos @nticos, para las historias) de cada una de las maras, de forma tal que,
ello se introdujo el concepto de un tiempo universal [5-7].cuando considera otro sistema de referencia que se mueve &
Este concepto, aunque tarahise interti introducir chsi-  una velocidadv respecto al primero puede efectuar transfor-
camente [8], va en contra de las ideas centrales de l@mteoraciones de Lorentz a las historias de cada@dd. El re-
especial de la relatividad donde no existe un tiempo absolwsultado final es que la distribie que mide un observador en
to: cada observador define un tiempo asociado con su mamovimiento tiene el mismo valor que aquella que se mide en
co de referencia, el tiempo transcurre a ritmos distintos paral marco cordvil. Esto puede interpretarse como que todos
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los observadores &st de acuerdo en el valor de la distribu- de la ecuadin de Langevin, principal en la téarde proce-

cibn medida en el sistema en particular donde el gasesst sos esto@sticos. En su verSh encuentran que el movimien-

reposo, el llamado sistema de referencia @eihrcon el gas. to Browniano relativista puede describirse de varias formas

En 2001 Fabrice Debbasch y sus colaboradores [10], dan lalependiendo de la definar del proceso estastico que se

condiciones precisas de cuando esto sucede. Una manera seonsidere o bien, a las diferentes parametrizaciones tempora-

cilla [11] de ver esta caracfstica es a tra&s de la definién  les que se utilicen, es decir, si se utiliza el tiempo coordenado

misma de la fundn de distribudn relativista de equilibrio, o0 el tiempo propio como pametros de evoluén [17]. Es-

la cual representa elimero de pattulas, en untiempg por  to les lleva a concluir la existencia de distintas funciones de

unidad de volumen del espacio fase de undigaed®zd>p, distribucibn en el equilibrio, entre ellas la détther y la de

tambin llamado espacip: Juttner modificada [15]. En este punto resulta importante ha-
cer notar que la generalizéci relativista de la ecuamn de

N= /demdBp: / f'd3a' d®p’ = flz,p)=f(=",p), (1) Langevin utilizada en Ref. 17 no é@sica. En Ref. 24 se hace

. una revisbn sobre los diferentes enfoques de los procesos es-

aqu N es el riimero total de paitulas en el gasf es la fun- tqc’astico.s relativistas existe.nte.s y los problemas abiertos que

aln persisten. Uno de los principales problemas es la no exis-

cion de distribudn relativista,d®>z es el elemento de volu- o d de Mark | = -
men yd®p el elemento de volumen del espacio de momentosieNCia de un proceso de Markov en el espacio-tiempo [25],

adengs, las cantidades primadasagstedidas en un mar- POr lo que se utilizan distintas estrategias para abordar el mo-

co de referencia distinto y en movimiento respecto a dong¥imiento Browniano en relatividad. Una consiste en trabajar
se miden las cantidades no primadas. En la exjmemnte-  CON ProCesos que no son de Markov y otra en construir proce-
rior (1) resulta que los factores en las transformaciones de 16¥S d€ Markov en el espacio fase, éstina fue la estrategia

elementos de volumen se compensan mutuamente [12,13]:5€9uida en Ref. 17. En otralculo realizado por el autor
y Gilberto M. Kremer se encuentra, a partir de la ecbiaci

B’ =~yd3z, de Boltzmann relativista, urisica ecuadn de tipo Fokker-
Planck para el movimiento Browniano [23]. Esta ectaci
&Pp =y, = &’2'd’p' =d’zd’p, (2)  est bien definida por ser en el espacio fase y demo-
dria considerarse as robusta al estar basada en principios
o —1/2 cinéticos. En este caso {mica distribugdn en equilibrio es
N = <1 _ ”) , la de dittner. Por otra parte, el grupo deéihbgi tambén se
dio cuenta de que la distribui modificada aparée cuando
conv la magnitud de la velocidad relativa entre los observase consideraban entiiag y medidas de integraai distintas
dores yc la velocidad de la luz, 8~ ' se le conoce como alas usuales lo cual puede suceder al considerar distintas si-
el factor de contracon de Lorentz, ya que es el factor por metiias [26].
el cual la longitud de un objeto se contrae a medida que su La forma definitiva de saber aude estas distribuciones
velocidad se acerca a la velocidad de la luz [14]. es la correcta es a tras de un experimento. Sin embargo,
AUn a$, la distribucbn proveniente del enfoque de tiem- alin no existen experimentos accesibles que permitan hacer
po universal, a la que se ha llamado la distribncdle ditt-  esta distindn. No obstante, este problema se ha abordado
ner modificada, ha vuelto a aparecer @osrecientes en los de diferentes maneras: Por un lado, se ha tratado de enfati-
trabajos que desde 2005 realizan Petandgtyi, &rn Dun-  zar el caacter relativista del sistema poniendo de manifiesto
kel y colaboradores. En ellos su objetivo principal fue esdas propiedades de transformatide las cantidadessfcas
tudiar la generalizadi relativista del movimiento Brownia- relevantes en la deduéci de la distribudn del equilibrio,
no [15-17]. ad como los principios de la tefa cirética de los gases. Esto
Historicamente el movimiento Browniano se refiere alha resultado en una vedsi manifiestamente covarianf@8]
movimiento eratico de una paitula de polen en un medio de la distribucbn de dittner, es decir, cualquier observador
acuoso que fue observado por primera vez por éiiodb  puede calcular la distribuin de velocidades sin amliigda-
inglés Robert Brown en 1827 [18]. Este movimiento fue ex-des; se obtiene la distribuei invariante del marco de refe-
plicado por Albert Einstein en 1905 [19], Marian von Smo- rencia donde el gas ésén equilibrio [27,28]. Por otro lado,
luchowski en 1906 [20] y Paul Langevin en 1908 [21] in- el problema parece haberse resuelto realizando experimentos
troduciendo a laigica lo que hoy enid se conoce como la numéricos a trags de simulaciones de dimica molecular
teofia de procesos estasticos. Es importante mencionar que para gases relativistas en una [29], dos [30] y tres dimen-
la teofia de Einstein fue confirmada experimentalmente posiones [31,32]. Tambn se ha podido extender ekindo de
Jean Perrin en 1909 [22], contribGaipor la cual reciti el  Monte Carlo al égimen relativista [33]. El primero de estos
premio Nobel en 1926. trabajos publicado en 2007 (j96@s despés de la apariéin
En su trabajo Enggi y Dunkel proponen una posible des- del ariculo original de dttner [1]!) por David Cubero, Peter
cripcion de los procesos de difasi en el marco de la relati- Hanggi y colaboradores [29], consiste en un modelo unidi-
vidad especial [17]. Para ellos el movimiento Browniano re-mensional de una mezcla de dos especies depkas relati-
lativista se describe a trég de una generalizéti relativista  vistas que por colisiones relajan al equilibrio termadimico.

donde
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El estudio de este modelo favorece a la distriboale ditt-  forma en ©émo transforman las cantidades termaaimicas
ner como la generalizam correcta al&gimen relativista de como la temperatura [39].

la distribucbn de velocidades del equilibrio.&4 din, en este Planck, ascomo Einstein [40], pensaba que un gas en
trabajo tamkén se da una respuesta al antiguo problema sasistema de referencia en movimiento respecto al observador
bre @mo cambia la temperatura entre marcos de referencigresentda una temperaturé menor que la que tenidrsi es-
gue siguen las transformaciones de Lorentz [14]. Los resultauviera en repos@y, espetficamentel’ = v~ 1T;. Este fue
dos apuntan a que la temperatura es un invariante, un objegb comienzo de una discisi que se dio al rededor de 1960,
en movimiento no aparece nias fio ni mas caliente. Este sobre cal es la correcta transformaci relativista de la tem-
resultado estintimamente ligado al hecho de que el equili- peratura, si en realidad los objetos en movimiento se vé& m
brio se define en el marco de referencia donde el gaseest frios como deian Planck y Einstein [39,40], as calientes
reposo [27], de esta forma la temperatura adquiere @ttr  [41], o 9 la temperatura no cambia [42]. Esta controversia se
escalar similar a lo que sucede con la masa de unplrt ha extendido hasta nuestrdasly como veremos en lgtima
relativista [34]. seccon parece ya haber un acuerdo al respecto.

En relacon con la distribu@n modificada, en las simu- La forma como Qttner abord el problema de la distri-
laciones reportadas en Ref. 33 se observa que esta apardggion del gas relativista fue utilizando un procedimiento de
cuando no se considera la consergacile pafculas en el maximizacon de la entrofa como es usual en maica es-
gas. Se ha argumentado entonces que la distéibuoodifi- ~ tadstica [4]. El resultado de este proceso de maximizaci
cada puede ser adecuada para estudiar procesos déongaci en el caso del marco de referencia donde el gas se encuen-
aniquilacbn de pariculas o procesos de decaimiento [35,36].tra en reposo puede expresarse@minos de funciones de

En laGltima secadn retomaremos estos dos enfoques reHankel con argumento imaginario [43]. En su resultado ori-
cientes para el estudio de sistemas relativistas de much@&éal Jittner no utilid la elegante notatn de vectores y ten-
cuerpos. Pero primero haremos una breve rewidel trabajo ~ Sores en cuatro dimensiones, comunes hoyianed rela-
original de Ferenczidtner en un lenguaje moderno. Veremostividad especial, aunque en un pie deggma menciona que
las diferencias de la distribum de dittner comparada con la Para realizar las sumas o integrales correspondientes es po-
distribucbn de Maxwell-Boltzmann. Adeés, en la parte fi- Sible usar una nota@n mas concisa utilizando funciones hi-
nal describiremos algunos de los sistenisisbs que requie- periblicas correspondientes a las coordenadas en el espacio-

ren de una descripan estastica relativista y su importancia tiempo de Minkowski. Esto fue verificado en 1915 por Lewis
actual. y Adams [44].

La distribucbn de dittner en una notagh mas moder-
na utilizando funciones de Bessel de segunda clase en lugar

2. Ferencz dittner y Max Planck de funciones de Hankel puede escribirse de la siguiente for-
ma [12,13]
De acuerdo con la tefa de la relatividad ninguna pat- n Nesrmmr
la puede moverse con velocidades mayores a las de la luz fr= NG KT 5 ()
ArkTm2cK, (’Z; )

¢ = 300,000 km/s. Max Planck se dio cuenta de que dado

este principio séa necesaria una modificaci a la bien co- donden es la densidad de patlas en el sistema de refe-

nocida y aceptada furimn de distribudn de velocidades de rencia del gas en reposogs la constante de Boltzmanria

Maxwell-Boltzmann ya que esta distribdai (como veremos  velocidad de la luzy: la masa de las paculas del gasi'; es

mas adelante) no tiene uimlite para las magnitudes de las |a funcion de Bessel de segunda especie y en el argumento de

velocidades de las pactlas, es decir, pueden tener veloci- la exponencial tenemos a la eriergle la paitula relativis-

dades infinitas. Planck sudireste problema a Ferendttd  ta dividida por la eneiig termicakT'. Esta expreéin puede

ner (1878-1958),isico-materatico de Breslavia (Wroctaw, parecer un poco complicada de interpretar directamente, sin

nombre actual en polaco), @ui se encontraba en una estan-embargo, puede hacerse un desarrollo en seriémssya-

cia, que hoy t llamaiamos posdoctoral, en Berlin bajo la lor del cociente entre la endegen reposo y la endaytermi-

supervisbn de Planck [37]. ca¢ = (mc?)/(kT). Algunos autores como C. Mgller [45]
Ferencz Uttner resolvd el problema y publig los resul-  llaman a este cociente el ganetro deenfriamiento relativis-

tados en dos trabajos aparecidos en 1911 émnehlen der ta, [37]. Este cociente es pediepara altas temperaturas y

Physikcuyos editores eran Max Planck y Wilhelm Wien [38]. masas despreciables, como es el caso de los fotones, y corres

El primero de sus trabajos [1], se titulay de Maxwell para ponde al caso ultra relativistg & 1). El cociente es grande

la Distribucion de velocidades en la tdarde la Relatividad  cuando se tienen temperaturas bajas respecto a ld@meerg

en el que explora un gas relativista en un marco en reposogposo de las pddulas, este caso correspondeialite no

mientras que en su segundo trabBjoamica de un gas en relativista ( > 1), donde (3) se reduce a la distribticide

movimiento en la teda de la relatividad[2] publicado en el Maxwell-Boltzmann cuandq — oo, [46]. Para ver correc-

mismo do, estudia, como indica el titulo, un gas en un mar-ciones al comportamiento no relativista cuagds- 1, pue-

co de referencia en movimiento. En etémo trabajo ditt-  de hacerse un desarrollo asitito en la funocbn de Bessel

ner estuvo muy influenciado por las ideas de Planck sobre |&8>({) que aparece en el denominador de (3), y al mismo
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tiempo un desarrollo para bajas velocidades en el argumentc
de la exponencial de la furtm de distribudn. El resultado
es el siguiente:

n _ p?2 15
W@ 2mkT (18<+), (4)

claramente el @&mino dominante es la distribd@ci de
Maxwell-Boltzmann, mientras lo€tminos entre péntesis

son las pequ®as correcciones relativistas. Como ejemplo de

lo que sucede con las cantidades termaniitas relevantes,

veamos el caso de la en@agdnterna por paitula, la cual se

define como el promedio de la enmrgle cada paidula pe-

sado por la distribuéin:

fr=~

1 ﬂz «1 ﬂ2>> 1
kT [ I ||
ems [r ©)
FIGURA 1. Funcbn de Distribuddn de dittner en fundn de la
En el imite no relativista obtenemos velocidad para diferentes riegenes de temperatura. El color azul
3 5 ) corresponde al caso no relativista:® /7 > 1, en este caso puede
er §kT (1 + % +.. ) + mc?, (6)  apreciarse que la distribur aproxima a la de Maxwell-Boltzmann

sin lascolasartificiales que superan la velocidad de la luz. El color

el termino dominante corresponde a la exprasiisual del  rojo corresponde al caso ultra relativista:? /kT < 1, conforme

bien conocido teorema de equipairticide la enerig, los si- la temperatura se acerca al caso extremo, la distobuiEne dos

guientes érminos dentro del pantesis son las correcciones Picos ency —c. Los casos intermedios se presentan en gamas de

relativistas, mientras que &ltimo termino corresponde a la il2 y puede apreciarse que es posible aproximar una distébuci

energa en reposo de la pactila. Esteliltimo termino esfpi- ~ Uniforme.

co en relatividad especial, cuando se desarrolla la endey

una paricula relativista se obtiene la en&agn reposo vy la

energa eica s corecciones (es a famosa exiasle 3 pigripucion de velocidades que no superan
Ahora bien, el valor del pametro¢ dependex del ti- la velocidad de la luz

po de paiiculas que se consideren, por ejemplo, para elec-

trones¢ = 5.9 x 109/T_ Para temperaturas no muy altas La funcibn de distribudn de Maxwell-Boltzmann érml-

T ~ 1K, los electrones se compoii@n como paftulas N0 dominante en la Ec. (4)), nos da élmero de paftu-

no relativistas; se necesitan temperaturas muy, muy altas las del gas en cierto momento y poéitidados, con cierta

T =~ 10° K para que los efectos relativistas fueran relevantesvelocidad (cimpetu). Como recordamos esta distriliucse

Jittner se dio cuenta de esto desde su primer trabajo don@¥tiene suponiendo que no existen direcciones privilegiadas

calcub el paametro¢ para el helio siendo aproximadamente para las velocidades moleculares [4], por tanto la velocidad

~ 1013/T7 y comend que incluso cuando se pudiera elevar |améS probable es = 0. Una de las particularidades de esta

temperatura a la que tienen algunas estrellas, la modiicaci distribucon es que, @n con una probabilidad muy pedise

relativista seila muy pequia. Jdittner no estuvo muy alenta- Podemos encontrar pétilas con velocidades mayores a la

do con estos resultados que paaecno tener relevancia en Velocidad de la luz. Esto se debe a que laslasde la dis-
ning(n lado. tribucibn se extienden en principio hasta una velocidad infi-

Diecisiete #@os despés de la publicadin de sus primeros hita. Como halamos mencionado antes, Planck ya seidab
resultados, F.idtner estudio las estidicas canticas pro- percatado de que, como el principio de la relatividad tiene
puestas alrededor de 1924 y 1926 por S. N. Bose y E. Fef la velocidad de la luz como velocidddite, entonces las
mi, pero ahora en ebgimen relativista. Su trabajo de 1928 contribuciones de las colas de la distritarcide Maxwell-
se titulaLa teofia cuantica relativista del gas idea[3]. En  Boltzmann son artificios de la aproximénino relativista.
este aficulo las expresiones que aparece@estn érminos Lo primero que se nos puede ocurrir para ajustar la dis-
de funciones @n mas complejas que las funciones de Bes-tribucion para que sea compatible con la relatividad especial
sel. En dicho trabajo sus perspectivas tampoco fueron mugs cortar lagolasde la distribuddn hasta el valor de = cy
optimistas, comentando que los resultados son esencialmente permitir que existan paculas con velocidades superiores.
tedricos. Sin embargo, como veremoasrmadelante la distri- Precisamente esto es lo que sucede emmeld no relativis-
bucion relativista ha tenido varias aplicaciones, la primera déa de la distribu@n de dittner (curva interna azul Fig. 1).
ellas en la masdrhite de las enanas blancas. Antes de est®in embargo, & pasa cuando consideramos temperaturas
veamos las caracfsticas de la distribubn de dittner del gas tan altas que el pametro( sea mucho muy pegfie. Como
relativista. dedamos, este sarel limite ultra relativista, en estégimen
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las partculas tienen tanta enéegque la mayda tendéan ve-  ciones, cada una furm de cada componente independiente
locidades muy grandes; es decir, en el caso ultra relativistdel momento, como sucede con la distriliucde Maxwell-

casi no haka partculas con velocidad cero. Este comporta-Boltzmann. En el caso no relativista la distributipuede
miento puede apreciarse en las curvas rojas de la Fig. 1. descomponerse como el producto de tres distribuciones uni-

En esta figura se muestra el cambio continuo de la disdimensionales ignticas, relacionadas con la eriargportada
tribucion de dittner desde elégimen no relativista, corres- por cada grado de libertad. En contraste, como en relatividad
pondiente a la distribuoh de Maxwell-Boltzmann truncada especial la distribuéin esé dada por la distribuén de ditt-
por la velocidad de la luz (curva azul), hasta@imen ul- ner, podemos apreciar de (3) que dicha factor@aes im-
tra relativista donde la mayar de las paftulas tienen al- posible debido, principalmente a que lazrauadrada en el
tas velocidades (curva roja). Conforfiga disminuyendo la argumento de la exponencial no lo permite. Como veremos
distribucibn se va ensanchando hasta un punto en que pue@e lalltima secaddn, es reciente la generalizanide distri-
aproximar una distribudn uniforme (color lila). Para tem- bucion de dittner correcta para dimensiones arbitrarias.
peraturas mayores comienzan a formarse unos picos en las
oril!as _de la dist'ripucc'jn cuando la vglo_cidad se acercaa 4 ¢ Para que sirve la distribucon de Jittner?

y disminuye el naximo central caractestico de las distribu-

ciones gaussianas, esto indica que cada v@g partculas  E| astrofsico Indio Subrahmanyan Chandrasekhar fue el pri-
tienen velocidades as altas. En el caso extrenjo— 0t0-  mero en utilizar la distribuéin de dittner para describir un
das las paftulas tendan la velocidad de la luz; en la figura sistema fsico con buenos resultados confirmados observa-
esto se representa por las doeehs verticales (rojas) como cionalmente [50]. En 1931 plaréi@in modelo para un tipo de
deltas de Dirac, cada una indicando direcciones opuestas. estrellas conocido comenanas blancasestas son estrellas

Hay ciertos aspectos que comentar en rélacon ladis-  densas ras calientes que el Sol, aproximadamente 10000 K y
tribucion de dittner. En un gas no relativista la temperaturamuy pequéas, su dimetro es de alrededor del 5 % eAntie-
puede relacionarse con el ancho de la gaussiana. Sin embab del Sol. La primera enana blanca de que se tiene registro
go, en el caso ultra relativista esta identifiacya no es cla-  fue la Sirius B, compiera de Sirius y fue Walter Sydney
ra ¢, Cal es la temperatura de un gas relativista? Richard CAdams quén midb su espectro y temperatura [37]. Las ena-
Tolman [47] y nas tarde Peter Lansberg [42], encontraronnas blancas tienen caradsicas muy interesantes que no son
que en relatividad la temperatura ya no es proporcional adbvias de entender en un primer intento, por ejemplo, como
promedio de la enefg ciréticap®/m, sino de otra cantidad ya se mencioatienen una densidad muy grande, de doscien-

p2c? + m2ct, que es el cociente entre la magnitud deltos mil veces la densidad del agua, es decir, unicetto
momento al cuadrado y la enégelativista. Curiosamente cibico de esta estrella pe&200 kg. Ningin material po-
se reduce a la endiggcirgtica en el caso no relativista, lo que dria tener esta densidad debido a que existe un espacio inter-
puede causar confusi al intentar interpretar el denomina- atomico que lo prohibe, por lo tanto estas estrellas no pueden
dor como una masa relativistacy (una discusin sobre la  estar formadas pdtomos. 8lo pueden estar formadas por
enerda y la masa relativistas puede consultarse en Ref. 34) parfculas subdimicas, como los electrones. Estos tienen una

Otro aspecto que es importante enfatizar es que la distrinasa muy peqii de alrededor de.11 x 10~3! kg, unas
bucion de dittner es un invariante; esto, como ya faellos 2000 veces menor que la de los neutrones y protones lo que
mencionado, quiere decir que la distributise comporta co- favorece al valor del cociente de enfriamiento relativista que
mo un escalar ante las transformaciones de Lorentz. Las cen este caso es 10~ '3, de manera que este sistema admi-
ractefsticas mostradas apeorresponden a cantidades medi- te una descripéin de un gas relativista. Adérs, debido a la
das en un sistema de referencia que percibe al gas relativigtgesbn ejercida durante el colapso gravitacional no es posi-
en reposo. En ese marco de referencia la distrifoues iso-  ble despreciar los efectosamticos debido a la interferencia
tropica, en un marco de referencia en movimiento relativale los electrones [50].
respecto al gas la distribugi se vera anisotopica. Volve- Ciertamente Chandrasekhar se imagirla enana blanca
remos a este punto en {dtima seccbn donde veremos la como un gas relativista de electrones relativista fuertemen-
versbn manifiestamente covariante de la distribacielati-  te degenerado [12,13], para su deschpaitilizo la verson
vista. cuantica para fermiones de la distribagide dittner. El prin-

Se ha visto que la distribuim de dittner es una distribu- cipal resultado de su trabajo fue el encontrarimmite para la
cibn isotbpica de tipo hiperblico. La distribucdon de ditther  masa de las enanas blancas, a saber, 1.4 masas solares, con
es un caso particular de ciertas distribuciones de probabilidacido ahora como elinite de Chandrasekhar, el cual ha sido
sobre el hiperboloide unitarie? +y%—2? = 1, las cuales po-  confirmado ya que no se han observado hasta la fecha enana:
seen ciertas propiedades e$stidas bien definidas y se han blancas de masa superior.
utilizado en distintas situaciones como la distrilducde ta- El mayor inteés en estudiar la distribuan de dittner sur-
mahos de partulas en defsitos de arenas, etc., [48]. ge en la teda cirética relativista [12,13]. El objetivo de la

Una caractéstica interesante, que el mismditther teoiia cirética es explicar las propiedades macopscas de
sdiala en su trabajo original [1], es que la distriliucdel gas  los gases a trés de promediar las cantidades mictpse
relativista no puede factorizarse como un producto de funeas utilizando una descrifin estagstica. Es precisamente
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la distribucbn de dittner la que se utiliza como base del de-nados con el efecto Sunyaev-Zeldovich, directamente de las
sarrollo perturbativo, conocido como de Chapman-Enskogobservaciones delimulos de galaxias con temperaturas al-
gue se utiliza para resolver la ecuatide Boltzmann para tas= 15keV, donde las correcciones relativistas son rele-
sistemas fuera del equilibrio [51], el caso relativista se ha essantes, indicando que la distribaa es precisamente la de
tudiado en Ref. 12, 13 y 52. Esta teose ha extendido para Jittner [64]. Esto se logr separando las distorsiones de la
tratar el caso general de la interamtigravitacional [53-55]. RCF causadas por el efecto Sunyaev-Zeldovich de aquellas
Lateoiia cingtica relativista tiene aplicaciones importantes encausadas por el uso de la fumicide distribudin relativista
cosmoloda, astrofsica y fisica nuclear ya que las especiescorrecta, ya que tradicionalmente se utilizaba una Maxwell-
involucradas en estos sistemas tienen velocidades yiaserg Boltzmann.
altas. Este efecto tambn ha sido descrito por ecuaciones de
De alguna forma, la mayor parte de la fi@arosmabgica  difusion relativistas [65,66]. La aproximaxi de difusbn re-
surge de resolver la ecuéai de Boltzmann para el universo lativista podfa aplicarse tambn a las primeras etapas del
en expangin con fotones, neutrinos, materia ldmica y ma-  Universo, al movimiento de fotones dentro del plasma de los
teria oscura [56-58]. En laspocas tempranas en la vida del objetos compactos como estrellas y agujeros negros, haces de
universo es necesario considerar ciertos procesos disipativgdasmas ultra relativistas [67] Se ha propuesto para estudiar
por ejemplo, en I&poca del desacoplamiento de la radiaci con este enfoque la evoléci de la materia oscura en el uni-
y la materia, o en I&poca de la nucleg#esis donde las re- verso [68], e incluso la difuén y el movimiento Browniano
acciones ocurren fuera de equilibrio. relativistas tamléin se ha utilizado en diversas propuestas a
Es interesante comentar lo que sucede cuando se esia-gravedad cantica [69,70].
dia la ecuadn de Boltzmann en el modelo de Friedman-  En experimentos recientes deifa nuclear donde se ha-
Lemdtre-Robertson-Walker, el cual describe un Universo ho-cen colisionar iones pesados entrean velocidades extre-
mogeneo e isofipico en expanéi. De la soludn ala ecua- madamente altas, como en el RHIRe{ativistic Heavy lon
cion de Boltzmann se encuentra formalmente que no exist€ollider) y en el LHC (arge Hadron Collide}, se produce
una soluddn de equilibrio para la funén de distribu@n de  un nuevo estado de la materia, un fluido fuertemente inter-
un gas en esa situ@ci [59]. Lo que usualmente se hace esactiante conocido como el plasma de quarks y gluones [71].
encontrar las condiciones bajo las cuales la distrioucie  Se piensa que este sistema es el fluido relativists perfec-
equilibrio se puede utilizar aproximadamente en @swos to que se ha observado teniendo una de las proporcioags m
cosmobgicos y ®mo cuantificar las desviaciones del equi- bajas para el coeficiente entre la viscosidad de corte y la den-
librio. Por lo tanto en Cosmoldg es clara la utilidad de la sidad de la entrdp estimada efy)/s) ~ (1/4w) [72]. Hasta
distribucbn de dittner. ahora se ha utilizado la hidrodimica relativista para descri-
Existen ciertos procesos asfiitos tales como el efec- bir este problema, sin embargo, para comprender a profun-
to Sunyaev-Zeldovich donde es de ig®estudiar procesos didad las caractésticas de este sistema hace falta una bese
de transporte relativistas. Se conoce como efecto Sunyaetedrica mas amplia que involucre una hidrodimica cénti-
Zeldovich a la distorgin del espectro del cuerpo negro de laca de tiempos muy cortos.
Radiacon Cosmica de Fondo (RC& CMB por sus siglas en Otra de las herramientas utilizadas para abordar este sis-
inglesCosmic Microwave Backgrouhdroducida porladis- tema ha sido la llamada correspondencia gravedad/fluido o
persbn de Compton de los fotones de la RCF por electrone#dS/CFT (del ingés Anti de Sitter/Conformal Field Theory).
en los @mulos de galaxias [60]. Este efecto permite calcu-Con esta se han podido obtener con graito resultados en
lar pametros cosmolgicos como la constante de Hubble, sistemas de materia condensada usanétmdos de tedas
el corrimiento al rojo y la preéin de los electrones cuando gravitacionales en una dimeasiespacial mayor [73].
estos son no-relativistas. Muy recientemente ante el descubrimiento del grafeno se
La primera ecuaéin utilizada para describir este efecto comenzaron a explorar sus propieda@esicas y ectricas.
fue derivada por Kompaneets en 1956, e involucra procesdsos electrones en el grafeno, obedecen una @iade dis-
de difusbn de fotones [61]. Este efecto tardbiha sido ex- persbn lineal y se comportan como paxilas relativistas sin
plicado en érminos de la intensidad de fotones incidente emmasa y por tanto obedecen una ecoacklativista de Dirac
una nube de electrones. Utilizando la expiagiorrecta para en dos dimensiones espacialesi, &ste sistema proporciona
la intensidad se han podido encontrar incluso efectos relatitn puente entre lddica de materia condensada y la electro-
vistas de manera antta con netodos elementales dsitca  dinamica céntica y abre nuevas perspectivas para la elec-
estadistica como lo hicieron Leopoldo GaasColn y Alfre-  trbnica basada en el carbono [74]. Curiosamente el cociente
do Sandoval en Ref. 62, recuperando los resultados de Konentre viscosidad y densidad de enfeops menor incluso que
paneets. en el plasma de quarks y gluones por lo que este material
Las correcciones relativistas de este efecto tamlein- ofrece una oportunidatnica para observar las propiedades
contradas por Itho [63], han permitido medir la temperaturale transporte de un plasma de paras ultra relativista a
del plasma de electrones y son esenciales para la correcta i@mperaturas moderadamente altas [75,76].
terpretaddn de las mediciones. Recientemente se ha podido Por otra parte mencionaremos que dados los diversos
determinar la distribuéin correcta de los electrones relacio- regmenes que abarca la distribogide dittner, se han plan-
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teado ideas para aplicarla a la@inica de mercados en siste- Por lo tanto su valor puede calcularse en distintos marcos de
mas ecofimicos teniendo mejor control sobre las fluctuacio-referencia. Por ejemplo, en el marco donde el gas estre-
nes [49]. poso toma el valotep® /kT), dondecp’ = c\/p? + m2c?

Con todo esto nos damos cuenta que la distrbude es la ener@ relativista. Esta exprési se obtiene de la res-
Juttner tiene una diversa gama de aplicaciones, en contrastieccion que impone la norma del 4-momento al ser igual a
con lo que el mismo Ferencitiner predei@. Cierto es que la masa de la pddula multiplicada por la velocidad de la
los sistemas que se han estudiado hasta ahora tienen carhz: p,p* = (p°)? — p? = m?c?; a esta restricéin se le
teristicas muy peculiares y generalmente extremas, sin entonoce como la relagh de lacapa de masaSi por otro la-
bargo, las aplicaciones son de mucho iesey en particular, do se calcula el producl@;p'“ en un marco en movimiento
actualmente existen observaciones y experimentos donde da tendia: (%p,o -0 .p, donde©®’® y ©' son respecti-
teofia cirética relativista es fundamental para el entendimienyamente las componentes temporal y espaciales del llamado

to de los fedmenos que dlocurren. vector rmico®,,. Como habamos dicho, con las variables
del marco en reposo vemos una distrilncisotbpica mien-
5. Resultados nuevos un siglo desps tras que en el marco en movimiento es aniguita. La Ec.

(7) al ser un invariante, nos da la fuanide distribud@n en el

En losdltimos d@ios ha habido mucho intes en los sistemas Sistema coravil calculada en cualquier marco de referencia:
que requieren una descripai macrosopica y la obtenéin  todos los observadores astde acuerdo que el gas &sin
de cantidadesétmicas en ela@gimen relativista: La imple- equilibrio en su marco en reposo.
mentacbn correcta de Etodos estdsticos a procesos re- Ademas, esta forma de la distrib@ci de dittner se ha
lativistas [17], tedias hidrodifmicas consistentes a primer aplicado para calcular una veysicovariante del teorema de
orden en los gradientes [77], hidroéimicas extendidas [78], equiparticon end dimensiones. Se conoce como teorema de
la extensbn al egimen relativista de &todos de soluon  equiparticon de la enerig a la reladn entre la eneig in-
numérica como el ratodo de la ecuagh de Boltzmann en la ternay la temperatura y puede expresarse como el cociente
red conocida en ings comd_attice Boltzmanifi79], etc. Sin  de estas; en el caso de pawias no relativistas este cociente
embargo, adthablaremos de dos resultados directamente res una constante igual3d2 y usualmente se dice que cada
lacionados con la distribu@mn de dittner. grado de libertad del gas contribuye ckfi/2 a la energa

En primer lugar mencionaremos que se ha podido gendnterna, de ahel nombre de equipartion. Para la radiadn
ralizar la distribucdn de dittner paral dimensiones espacia- €l cociente resulta igual la energa se reparte igualmente
les y en un lenguaje manifiestamente covariante [27]. Comeén cada grado de libertad. En relatividad resulta que la contri-
hakiamos dicho esto significa que cualquier observador pudducion a la enera se reparte de manera diferente y depende
de calcular la distribuéin desde el punto de vista del marco de que tarrelativista sea el sistema [46]. El cociente antes
de referencia donde el gas esta en equilibrio. Estadmersi mencionado en el caso relativista resulta ser fumdie¢, el
tiene varias ventajas sobre las anteriores, entre ellas que f@@metro de enfriamiento relativista, por tanto taémbes
invariancia de la distribubin es exgkita dado que las canti- funcion de la temperatura [80,81]. En Ref. 27 se ningue
dades involucradas son todas escalares. Se puede demos@kgociente entre la endeginternay la temperatura en el caso
gue la forma manifiestamente covariante de la distribbude  relativista puede calcularse en cualquier sistema de referen-
Juttner es: cia, y resulta ser una furm del paametro de enfriamiento
relativista y aderas depende de la dimeasij, dicho cocien-
te se denotd’;(¢). Esta funobn toma valores en el intervalo
(d/2) < F4(¢) < d. Los valores extremos d&;(¢) corres-
ponden al ggimen no relativista y al ultra relativista, respec-
donde, en esta ecuacim es la masa de las partlas,cesla  tivamente, segn el valor que tome.
velocidad de laluz y. es la densidad de patilas vista en el Un caso particular interesante es el que abafecien-
marco de referencia camil en el cual el gas eaten reposo. temente Domingo Louis-Mdrtez [82]. El estudd un gas
La cantidado es la magnitud de un 4-vector que se intro-relativista en un marco de referencia acelerado obteniendo,
dujo y que est relacionado con el inverso de la temperaturaadenas de la correspondiente distribbiide dittner con mo-
en el marco corvil de manera amoga a la relaéin exis-  dificaciones debidas a la acelefai la generalizadn de la
tente entre el 4-momento y la masa en reposo de uicpit |ey de las atrbsferas de Peim, para la presin del gas rela-

) " exp (~0,p), (7)

= n (mc@

QC(mc)dK% (me®) \ 27

relativista [34]: tivista. Naturalmente esta exprésise convierte en la expre-
2 sion usual [4] en elimite no relativista.
0?=0,0"= Sk (8) Quiza la contribucdn mas importante de lositimos dios

ha sido la implementagn del nétodo nunérico de dilmica
Esto muestra sin duda, que la temperatura utilizada egju molecular al egimen relativista. El primer caso que se estu-
un invariante. dio6 fue en tres dimensiones y se uiiligara validar la hipte-

Por otra parte, este vector tarébiaparece en el argumen- sis del caos molecular en gases relativistas [32], sin embar-
to de la exponenciab,,p", el cual es claramente invariante. go se utiliz un campo mediador de la interamei Como es
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bien sabido entre paculas relativistas no hay interacciones parficulas. Tamk®n en tres dimensiones pero empleando un
a menos que exista un campo [83,84], por tanto al hacer lmodelo completamente relativista, fue comunicado on J
simulacbn la interacdn debe modelarse aproximadamente.Dunkel, Peter nggi y Stefan Hilbert en Ref. 31, proponien-

En 2007, David Cubero y colaboradores realizaron la prido adenas una versin de la termodiamica relativista don-
mera simuladn nurrérica de didmica molecular completa- de las cantidades relevantes se obtienen mediante integrales
mente relativista en una dimeasi[29]. Fue para una mez- sobre la superficie invariante del cono de luz. Aunque sus
cla de dos especies con masas distintas para permitir al siesultados no son convencionales, abren la puerta a nuevos
tema relajar al equilibrio y se utilizla aproximadn de co- desarrollos tanto taicos como observacionales. En tres di-
lisibn ebstica sin ningn campo mediador de la interagoi  mensiones tambh el nétodo de Monte Carlo fue extendido
La simulacon se realia considerando que degmside cada al réegimen relativista por Fabio Peano y colaboradores [33],
colision el 4-momento de las partilas se conserva, esto es aungue este algoritmo, fue construido y verificado €xgito,
equivalente a la conservaci de momento y enei@en el ca- necesita ciertas restricciones fundamentales para garantizar
S0 no relativista. Sin embargo, como ya vimos, en este casa significado fsico de los resultados. En Ref. 86 se genera-
la capa de masa fija la reléci entre enefi@ y el momento 1izd el caso de discos duros de [30] a esferas duras. Todos
de la paricula relativista:EF = cy/p? + m2c2, y el calculo  estos resultados abren la puerta a la exploraciunerica
de los momentos y endes despés de la coli$in se vuel- de las propiedades eststicas de los sistemas relativistas de
ve mas complicado. (Resulta interesante comentar gqg@  muchos cuerpos, de &bu gran importancia.
el caso general de las colisionesisicas de dos pacu-
las relativistas fue estudiado taréhipor F. dittner hacien-
do consideraciones puramente i@aicas [85]). Ain a$ se

Estas contribuciones parecen haber resuelto finalmente
la controversia en rela@n con la distribuén de dittner y
. o 7 la transformadn de la temperatura, sin embarganague-
pudo determ[na_lr la distribuon del gas relativista tanto €N dan ciertas preguntas abiertéltimamente Malihe Ghodrat
el_marco corvil con el gas, £Oomo €n un marco en movi- y Afshin Montakhab han estudiado la distribbicide dittner
miento respecto al gas, reah;ando medlplones. 5““9?5 ._modificada, que se mencidral principio de este documen-
en cada sistema de referencia. Ambas simulaciones |nd|c?6, en distintos marcos de referencia [86,87]. En sus trabajos

Lonr T\J de Ia} dlstrlrl;)uc::m CO(I:;’GCI? e\? Prieﬁ's";‘nmime Ita r(:mr;]t advierten que @n hay nas cosas por explorar acerca de esta
€r. Adenas, con €l uso de una vessino manimestamente - ;e ,cpn, en reladn con las distintas parametrizaciones

covariante del teorema de equipasividebida a Peter Lans- temporales y en distintas situaciones. Adsmutilizan sus

berg [42] y previamente establecida por Richard Tolman [47]modelos de discos y esferas duras para analizar el efecto de

se determit numéricamente que la temperatura de un obje—un gradiente de temperatura y han demostrado que con es-

toen nj?/;flmuetnto n? ets :]' mra)tlo: N me:ci)rrqu:ie r?tn ell ma;los modelos es posible estudiar las propiedades de transporte
co corovil, €slo €s, 1a lemperatura es u arianté, 10 CUay o4 de equilibrio en rémenes relativistas.

esh de acuerdo con los resultados datalo andltico cova-

riante. Estos resultados fueron extendidos a dos dimensiones Con esta discuéi, podemos darnos cuentzneo durante
por Afshin Montakhab y colaboradores [30]. un siglo de controversia alrededor de la distribucie ditt-

Como ya se mencidn la simulacdn de diramica mole-  nery la termodiamica relativista, se han desarrollado varios
cular en el caso en tres dimensiones se répoor primera Métodosy se han encontrado resultados nuevos e interesantes
vez por Antonio Aliano y colaboradores [32] en un estudiocon aplicaciones modernas importantes, que ponen de mani-
cuya finalidad era validar la h‘mESiS de caos molecular [51] fiesto la actualidad de la tdarde la relatividad especial yen
en el gimen relativista. En este trabajo se uiilim poten- ~ particular de la teda cirgtica relativista y la distribuon de
cial semi-relativista para modelar las interacciones entre ladittner a nas de un siglo de su apaigai.
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