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En 2011 se cumple un siglo de que Ferencz Jüttner obtuvo la funcíon de distribucíon para el gas relativista. Esta distribución estuvo envuelta
en una poĺemica que duŕo casi un siglo y que estuvo relacionada con las bases de la termodinámica relativista. En el presente trabajo se hace
una breve revisión de lo sucedido en estos cien años alrededor de la distribución relativista de J̈uttner. Se describe parte del trabajo original de
Jüttner, las circunstancias en las qué obtuvo su distribución, aśı como las caracterı́sticas particulares déesta comparadas con la bien conocida
distribucíon de Maxwell-Boltzmann para el gas no relativista en equilibrio. En los apartados finales se mencionan las aplicaciones principales
de la distribucíon de J̈uttner desde el trabajo de Chandrasekhar hasta el plasma de quarks y gluones. Se discuten también los desarrollos ḿas
recientes que parecen indicar una solución a la poĺemica en que estuvo involucrada la distribución relativista.

Descriptores:Relatividad especial; termodinámica; teoŕıa cińetica de los gases; hidrodinámica.

In 2011 marks a century that Ferencz Jüttner obtained the distribution function for the relativistic gas. This distribution was involved in a
controversy that lasted nearly a century and was related to the foundations of relativistic thermodynamics. In this paper it is done a brief
review of what happened in the last hundred years around the relativistic Jüttner distribution. It is described part of the Jüttner’s original
work, the circumstances under which he obtain his distribution as well as the particular characteristics of it compared with those od the well
known Maxwell-Boltzmann equilibrium distribution for the non-relativistic gas. In the final sections, there are listed the main applications of
the J̈uttner distribution, from the work of Chandrasekhar to the quark-gluon plasma. There are also discussed the most recent developments
that suggest a solution to the controversy that was surrounded the relativistic distribution.
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1. La polémica de un siglo

Hace ya un siglo desde que Ferencz Jüttner formuĺo la
generalizacíon relativista de la función de distribucíon de
Maxwell-Boltzmann para las velocidades un gas formado por
part́ıculas en equilibrio [1,2], seguida de su versión cúantica
en 1928 [3].

La función de distribucíon representa el número de
part́ıculas que se encuentran, a un tiempot dado, en un ele-
mento de volumend3x alrededor de la posición x, con velo-
cidad en el intervalod3v centrado en la velocidadv, [4]. Esta
definición es v́alida tanto en el caso no relativista como en
el relativista. Como veremos ḿas adelante, en torno a la ver-
sión relativista de la distribución de equilibrio se produjo una
controversia que tuvo casi un siglo de duración y que estaba
relacionada con la formulación misma de la termodinámica
en el ŕegimen de la relatividad especial.

Desde su deducción la distribucíon de J̈uttner fue acep-
tada por gran parte de la comunidad dedicada al estudio de
la mećanica estad́ıstica y teoŕıa cińetica de láepoca. Sin em-
bargo desde la d́ecada de 1980, se hizo un intento de dar a la
mećanica estad́ıstica relativista fundamentos cuánticos, para
ello se introdujo el concepto de un tiempo universal [5-7].
Este concepto, aunque también se intent́o introducir cĺasi-
camente [8], va en contra de las ideas centrales de la teorı́a
especial de la relatividad donde no existe un tiempo absolu-
to: cada observador define un tiempo asociado con su mar-
co de referencia, el tiempo transcurre a ritmos distintos para

diferentes observadores; es por eso que las propiedades de
transformacíon de las cantidades fı́sicas son muy importan-
tes en relatividad. En el enfoque del tiempo universal resulta
que la distribucíon relativista de equilibrio correspondiente,
est́a modificada respecto a la de Jüttner por un factor propor-
cional al inverso de la energı́a de las partı́culas. Esta diferen-
cia resulta muy importante en cuanto a las propiedades de
transformacíon. En relatividad, las transformaciones de Lo-
rentz relacionan cantidades fı́sicas entre distintos marcos de
referencia. En particular decimos que ciertas cantidades se
transforman como tensores, vectores y escalares o invarian-
tes, dependiendo la forma en la que actúan sobre ellas las
Transformaciones de Lorentz [14].

Desde 1969, Nico van Kampen [9] demostró que la fun-
ción de distribucíon relativista de J̈uttner es un invariante, es
decir, aunque puede calcularse desde diferentes marcos de re-
ferencia su valor nuḿerico siempre es el mismo. Lo que van
Kampen hace es considerar la función de distribucíon en el
marco de referencia donde el gas está en reposo y la escri-
be en t́erminos de las trayectorias a todo tiempo (es decir,
las historias) de cada una de las partı́culas, de forma tal que,
cuando considera otro sistema de referencia que se mueve a
una velocidadV respecto al primero puede efectuar transfor-
maciones de Lorentz a las historias de cada partı́cula. El re-
sultado final es que la distribución que mide un observador en
movimiento tiene el mismo valor que aquella que se mide en
el marco coḿovil. Esto puede interpretarse como que todos
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los observadores están de acuerdo en el valor de la distribu-
ción medida en el sistema en particular donde el gas está en
reposo, el llamado sistema de referencia comóvil con el gas.
En 2001 Fabrice Debbasch y sus colaboradores [10], dan las
condiciones precisas de cuando esto sucede. Una manera sen-
cilla [11] de ver esta caracterı́stica es a trav́es de la definicíon
misma de la funcíon de distribucíon relativista de equilibrio,
la cual representa el número de partı́culas, en un tiempot, por
unidad de volumen del espacio fase de una partı́culad3xd3p,
tambíen llamado espacioµ:

N=
∫

fd3xd3p=
∫

f ′d3x′d3p′ ⇒ f(x, p)=f ′(x′, p′), (1)

aqúı N es el ńumero total de partı́culas en el gas,f es la fun-
ción de distribucíon relativista,d3x es el elemento de volu-
men yd3p el elemento de volumen del espacio de momentos;
adeḿas, las cantidades primadas están medidas en un mar-
co de referencia distinto y en movimiento respecto a donde
se miden las cantidades no primadas. En la expresión ante-
rior (1) resulta que los factores en las transformaciones de los
elementos de volumen se compensan mutuamente [12,13]:

d3x′ = γd3x,

d3p′ = γ−1d3p, ⇒ d3x′d3p′ = d3xd3p, (2)

donde

γ =
(

1− v2

c2

)−1/2

,

conv la magnitud de la velocidad relativa entre los observa-
dores yc la velocidad de la luz, aγ−1 se le conoce como
el factor de contracción de Lorentz, ya que es el factor por
el cual la longitud de un objeto se contrae a medida que su
velocidad se acerca a la velocidad de la luz [14].

Aún aśı, la distribucíon proveniente del enfoque de tiem-
po universal, a la que se ha llamado la distribución de J̈utt-
ner modificada, ha vuelto a aparecer en años recientes en los
trabajos que desde 2005 realizan Peter Hänggi, J̈orn Dun-
kel y colaboradores. En ellos su objetivo principal fue es-
tudiar la generalización relativista del movimiento Brownia-
no [15-17].

Históricamente el movimiento Browniano se refiere al
movimiento erŕatico de una partı́cula de polen en un medio
acuoso que fue observado por primera vez por el botánico
inglés Robert Brown en 1827 [18]. Este movimiento fue ex-
plicado por Albert Einstein en 1905 [19], Marian von Smo-
luchowski en 1906 [20] y Paul Langevin en 1908 [21] in-
troduciendo a la fı́sica lo que hoy en dı́a se conoce como la
teoŕıa de procesos estocásticos. Es importante mencionar que
la teoŕıa de Einstein fue confirmada experimentalmente por
Jean Perrin en 1909 [22], contribución por la cual recibío el
premio Nobel en 1926.

En su trabajo Ḧanggi y Dunkel proponen una posible des-
cripción de los procesos de difusión en el marco de la relati-
vidad especial [17]. Para ellos el movimiento Browniano re-
lativista se describe a través de una generalización relativista

de la ecuacíon de Langevin, principal en la teorı́a de proce-
sos estoćasticos. En su versión encuentran que el movimien-
to Browniano relativista puede describirse de varias formas
dependiendo de la definición del proceso estocástico que se
considere o bien, a las diferentes parametrizaciones tempora-
les que se utilicen, es decir, si se utiliza el tiempo coordenado
o el tiempo propio como parámetros de evolución [17]. Es-
to les lleva a concluir la existencia de distintas funciones de
distribucíon en el equilibrio, entre ellas la de Jüttner y la de
Jüttner modificada [15]. En este punto resulta importante ha-
cer notar que la generalización relativista de la ecuación de
Langevin utilizada en Ref. 17 no esúnica. En Ref. 24 se hace
una revisíon sobre los diferentes enfoques de los procesos es-
tocásticos relativistas existentes y los problemas abiertos que
aún persisten. Uno de los principales problemas es la no exis-
tencia de un proceso de Markov en el espacio-tiempo [25],
por lo que se utilizan distintas estrategias para abordar el mo-
vimiento Browniano en relatividad. Una consiste en trabajar
con procesos que no son de Markov y otra en construir proce-
sos de Markov en el espacio fase, estaúltima fue la estrategia
seguida en Ref. 17. En otro cálculo realizado por el autor
y Gilberto M. Kremer se encuentra, a partir de la ecuación
de Boltzmann relativista, unáunica ecuacíon de tipo Fokker-
Planck para el movimiento Browniano [23]. Esta ecuación
est́a bien definida por ser en el espacio fase y además po-
dŕıa considerarse ḿas robusta al estar basada en principios
cinéticos. En este caso láunica distribucíon en equilibrio es
la de J̈uttner. Por otra parte, el grupo de Hänggi tambíen se
dio cuenta de que la distribución modificada aparecı́a cuando
se consideraban entropı́as y medidas de integración distintas
a las usuales lo cual puede suceder al considerar distintas si-
metŕıas [26].

La forma definitiva de saber cuál de estas distribuciones
es la correcta es a través de un experimento. Sin embargo,
aún no existen experimentos accesibles que permitan hacer
esta distincíon. No obstante, este problema se ha abordado
de diferentes maneras: Por un lado, se ha tratado de enfati-
zar el caŕacter relativista del sistema poniendo de manifiesto
las propiedades de transformación de las cantidades fı́sicas
relevantes en la deducción de la distribucíon del equilibrio,
aśı como los principios de la teorı́a cińetica de los gases. Esto
ha resultado en una versión manifiestamente covariante[88]
de la distribucíon de J̈uttner, es decir, cualquier observador
puede calcular la distribución de velocidades sin ambigüeda-
des; se obtiene la distribución invariante del marco de refe-
rencia donde el gas está en equilibrio [27,28]. Por otro lado,
el problema parece haberse resuelto realizando experimentos
numéricos a trav́es de simulaciones de dinámica molecular
para gases relativistas en una [29], dos [30] y tres dimen-
siones [31,32]. También se ha podido extender el método de
Monte Carlo al ŕegimen relativista [33]. El primero de estos
trabajos publicado en 2007 (¡96 años despúes de la aparición
del art́ıculo original de J̈uttner [1]!) por David Cubero, Peter
Hänggi y colaboradores [29], consiste en un modelo unidi-
mensional de una mezcla de dos especies de partı́culas relati-
vistas que por colisiones relajan al equilibrio termodinámico.
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El estudio de este modelo favorece a la distribución de J̈utt-
ner como la generalización correcta al ŕegimen relativista de
la distribucíon de velocidades del equilibrio. Ḿas áun, en este
trabajo tambíen se da una respuesta al antiguo problema so-
bre ćomo cambia la temperatura entre marcos de referencia
que siguen las transformaciones de Lorentz [14]. Los resulta-
dos apuntan a que la temperatura es un invariante, un objeto
en movimiento no aparece ni más fŕıo ni más caliente. Este
resultado está ı́ntimamente ligado al hecho de que el equili-
brio se define en el marco de referencia donde el gas está en
reposo [27], de esta forma la temperatura adquiere un carácter
escalar similar a lo que sucede con la masa de una partı́cula
relativista [34].

En relacíon con la distribucíon modificada, en las simu-
laciones reportadas en Ref. 33 se observa que esta aparece
cuando no se considera la conservación de part́ıculas en el
gas. Se ha argumentado entonces que la distribución modifi-
cada puede ser adecuada para estudiar procesos de creación y
aniquilacíon de part́ıculas o procesos de decaimiento [35,36].

En laúltima seccíon retomaremos estos dos enfoques re-
cientes para el estudio de sistemas relativistas de muchos
cuerpos. Pero primero haremos una breve revisión del trabajo
original de Ferencz J̈uttner en un lenguaje moderno. Veremos
las diferencias de la distribución de J̈uttner comparada con la
distribucíon de Maxwell-Boltzmann. Adeḿas, en la parte fi-
nal describiremos algunos de los sistemas fı́sicos que requie-
ren de una descripción estad́ıstica relativista y su importancia
actual.

2. Ferencz J̈uttner y Max Planck

De acuerdo con la teorı́a de la relatividad ninguna partı́cu-
la puede moverse con velocidades mayores a las de la luz
c = 300, 000 km/s. Max Planck se dio cuenta de que dado
este principio serı́a necesaria una modificación a la bien co-
nocida y aceptada función de distribucíon de velocidades de
Maxwell-Boltzmann ya que esta distribución (como veremos
más adelante) no tiene un lı́mite para las magnitudes de las
velocidades de las partı́culas, es decir, pueden tener veloci-
dades infinitas. Planck sugirió este problema a Ferencz Jütt-
ner (1878-1958), fı́sico-mateḿatico de Breslavia (Wrocław,
nombre actual en polaco), quién se encontraba en una estan-
cia, que hoy d́ıa llamaŕıamos posdoctoral, en Berlin bajo la
supervisíon de Planck [37].

Ferencz J̈uttner resolvío el problema y publićo los resul-
tados en dos trabajos aparecidos en 1911 en elAnnalen der
Physikcuyos editores eran Max Planck y Wilhelm Wien [38].
El primero de sus trabajos [1], se titulaLey de Maxwell para
la Distribución de velocidades en la teorı́a de la Relatividad,
en el que explora un gas relativista en un marco en reposo,
mientras que en su segundo trabajoDinámica de un gas en
movimiento en la teorı́a de la relatividad[2] publicado en el
mismo ãno, estudia, como indica el titulo, un gas en un mar-
co de referencia en movimiento. En esteúltimo trabajo J̈utt-
ner estuvo muy influenciado por las ideas de Planck sobre la

forma en ćomo transforman las cantidades termodinámicas
como la temperatura [39].

Planck, aśı como Einstein [40], pensaba que un gas en
sistema de referencia en movimiento respecto al observador
presentaŕıa una temperaturaT menor que la que tendrı́a si es-
tuviera en reposoT0, espećıficamenteT = γ−1T0. Este fue
el comienzo de una discusión que se dio al rededor de 1960,
sobre cúal es la correcta transformación relativista de la tem-
peratura, si en realidad los objetos en movimiento se ven más
frı́os como dećıan Planck y Einstein [39,40], ḿas calientes
[41], o śı la temperatura no cambia [42]. Esta controversia se
ha extendido hasta nuestros dı́as y como veremos en laúltima
seccíon parece ya haber un acuerdo al respecto.

La forma como J̈uttner abord́o el problema de la distri-
bución del gas relativista fue utilizando un procedimiento de
maximizacíon de la entroṕıa como es usual en mecánica es-
tad́ıstica [4]. El resultado de este proceso de maximización
en el caso del marco de referencia donde el gas se encuen-
tra en reposo puede expresarse en términos de funciones de
Hankel con argumento imaginario [43]. En su resultado ori-
ginal J̈uttner no utiliźo la elegante notación de vectores y ten-
sores en cuatro dimensiones, comunes hoy en dı́a en rela-
tividad especial, aunque en un pie de página menciona que
para realizar las sumas o integrales correspondientes es po-
sible usar una notación más concisa utilizando funciones hi-
perb́olicas correspondientes a las coordenadas en el espacio-
tiempo de Minkowski. Esto fue verificado en 1915 por Lewis
y Adams [44].

La distribucíon de J̈uttner en una notación más moder-
na utilizando funciones de Bessel de segunda clase en lugar
de funciones de Hankel puede escribirse de la siguiente for-
ma [12,13]

fJ =
n

4πkTm2cK2

(
mc2

kT

) e−
√

p2c2+m2c4
kT , (3)

donden es la densidad de partı́culas en el sistema de refe-
rencia del gas en reposo,k es la constante de Boltzmann,c la
velocidad de la luz,m la masa de las partı́culas del gas,K2 es
la función de Bessel de segunda especie y en el argumento de
la exponencial tenemos a la energı́a de la part́ıcula relativis-
ta dividida por la enerǵıa t́ermicakT . Esta expresión puede
parecer un poco complicada de interpretar directamente, sin
embargo, puede hacerse un desarrollo en series según el va-
lor del cociente entre la energı́a en reposo y la energı́a t́ermi-
ca ζ = (mc2)/(kT ). Algunos autores como C. Møller [45]
llaman a este cociente el parámetro deenfriamiento relativis-
ta, [37]. Este cociente es pequeño para altas temperaturas y
masas despreciables, como es el caso de los fotones, y corres-
ponde al caso ultra relativista (ζ ¿ 1). El cociente es grande
cuando se tienen temperaturas bajas respecto a la energı́a en
reposo de las partı́culas, este caso corresponde al lı́mite no
relativista (ζ À 1), donde (3) se reduce a la distribución de
Maxwell-Boltzmann cuandoζ → ∞, [46]. Para ver correc-
ciones al comportamiento no relativista cuandoζ À 1, pue-
de hacerse un desarrollo asintótico en la funcíon de Bessel
K2(ζ) que aparece en el denominador de (3), y al mismo
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tiempo un desarrollo para bajas velocidades en el argumento
de la exponencial de la función de distribucíon. El resultado
es el siguiente:

fJ ≈ n

(2πmkT )3/2
e−

p2

2mkT

(
1− 15

8ζ
+ . . .

)
, (4)

claramente el t́ermino dominante es la distribución de
Maxwell-Boltzmann, mientras los términos entre paréntesis
son las pequẽnas correcciones relativistas. Como ejemplo de
lo que sucede con las cantidades termodinámicas relevantes,
veamos el caso de la energı́a interna por partı́cula, la cual se
define como el promedio de la energı́a de cada partı́cula pe-
sado por la distribución:

e :=
1
n

∫
p0 f d3p. (5)

En el ĺımite no relativista obtenemos

e ≈ 3
2
kT

(
1 +

5
4ζ

+ . . .

)
+ mc2, (6)

el término dominante corresponde a la expresión usual del
bien conocido teorema de equipartición de la enerǵıa, los si-
guientes t́erminos dentro del paréntesis son las correcciones
relativistas, mientras que elúltimo término corresponde a la
enerǵıa en reposo de la partı́cula. Estéultimo término es t́ıpi-
co en relatividad especial, cuando se desarrolla la energı́a de
una part́ıcula relativista se obtiene la energı́a en reposo y la
enerǵıa cińetica ḿas correcciones (es la famosa expresión de
EinsteinE = mc2, [34]).

Ahora bien, el valor del parámetroζ dependeŕa del ti-
po de part́ıculas que se consideren, por ejemplo, para elec-
tronesζ ≈ 5.9 × 109/T . Para temperaturas no muy altas
T ≈ 1K, los electrones se comportarı́an como partı́culas
no relativistas; se necesitarı́an temperaturas muy, muy altas
T ≈ 109 K para que los efectos relativistas fueran relevantes.
Jüttner se dio cuenta de esto desde su primer trabajo donde
calcuĺo el paŕametroζ para el helio siendo aproximadamente
∼ 1013/T , y coment́o que incluso cuando se pudiera elevar la
temperatura a la que tienen algunas estrellas, la modificación
relativista seŕıa muy pequẽna. J̈uttner no estuvo muy alenta-
do con estos resultados que parecı́an no tener relevancia en
ningún lado.

Diecisiete ãnos despúes de la publicación de sus primeros
resultados, F. J̈uttner estudio las estadı́sticas cúanticas pro-
puestas alrededor de 1924 y 1926 por S. N. Bose y E. Fer-
mi, pero ahora en el régimen relativista. Su trabajo de 1928
se titulaLa teoŕıa cúantica relativista del gas ideal, [3]. En
este art́ıculo las expresiones que aparecen están en t́erminos
de funciones áun más complejas que las funciones de Bes-
sel. En dicho trabajo sus perspectivas tampoco fueron muy
optimistas, comentando que los resultados son esencialmente
teóricos. Sin embargo, como veremos más adelante la distri-
bución relativista ha tenido varias aplicaciones, la primera de
ellas en la masa lı́mite de las enanas blancas. Antes de esto
veamos las caracterı́sticas de la distribución de J̈uttner del gas
relativista.

FIGURA 1. Funcíon de Distribucíon de J̈uttner en funcíon de la
velocidad para diferentes regı́menes de temperatura. El color azul
corresponde al caso no relativistamc2/kT À 1, en este caso puede
apreciarse que la distribución aproxima a la de Maxwell-Boltzmann
sin lascolasartificiales que superan la velocidad de la luz. El color
rojo corresponde al caso ultra relativistamc2/kT ¿ 1, conforme
la temperatura se acerca al caso extremo, la distribución tiene dos
picos enc y −c. Los casos intermedios se presentan en gamas de
lila y puede apreciarse que es posible aproximar una distribución
uniforme.

3. Distribución de velocidades que no superan
la velocidad de la luz

La función de distribucíon de Maxwell-Boltzmann (térmi-
no dominante en la Ec. (4)), nos da el número de partı́cu-
las del gas en cierto momento y posición dados, con cierta
velocidad (óımpetu). Como recordamos esta distribución se
obtiene suponiendo que no existen direcciones privilegiadas
para las velocidades moleculares [4], por tanto la velocidad
más probable esv = 0. Una de las particularidades de esta
distribucíon es que, áun con una probabilidad muy pequeña,
podemos encontrar partı́culas con velocidades mayores a la
velocidad de la luzc. Esto se debe a que lascolasde la dis-
tribución se extienden en principio hasta una velocidad infi-
nita. Como hab́ıamos mencionado antes, Planck ya se habı́a
percatado de que, como el principio de la relatividad tiene
a la velocidad de la luz como velocidad lı́mite, entonces las
contribuciones de las colas de la distribución de Maxwell-
Boltzmann son artificios de la aproximación no relativista.

Lo primero que se nos puede ocurrir para ajustar la dis-
tribución para que sea compatible con la relatividad especial
es cortar lascolasde la distribucíon hasta el valor dev = c y
no permitir que existan partı́culas con velocidades superiores.
Precisamente esto es lo que sucede en el lı́mite no relativis-
ta de la distribucíon de J̈uttner (curva interna azul Fig. 1).
Sin embargo, qúe pasa cuando consideramos temperaturas
tan altas que el parámetroζ sea mucho muy pequeño. Como
dećıamos, este será el ĺımite ultra relativista, en este régimen
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las part́ıculas tienen tanta energı́a que la mayorı́a tendŕan ve-
locidades muy grandes; es decir, en el caso ultra relativista
casi no habŕa part́ıculas con velocidad cero. Este comporta-
miento puede apreciarse en las curvas rojas de la Fig. 1.

En esta figura se muestra el cambio continuo de la dis-
tribución de J̈uttner desde el régimen no relativista, corres-
pondiente a la distribución de Maxwell-Boltzmann truncada
por la velocidad de la luz (curva azul), hasta el régimen ul-
tra relativista donde la mayorı́a de las partı́culas tienen al-
tas velocidades (curva roja). Conformeζ va disminuyendo la
distribucíon se va ensanchando hasta un punto en que puede
aproximar una distribución uniforme (color lila). Para tem-
peraturas mayores comienzan a formarse unos picos en las
orillas de la distribucíon cuando la velocidad se acerca ac
y disminuye el ḿaximo central caracterı́stico de las distribu-
ciones gaussianas, esto indica que cada vez más part́ıculas
tienen velocidades ḿas altas. En el caso extremoζ → 0 to-
das las partı́culas tendŕan la velocidad de la luz; en la figura
esto se representa por las dos lı́neas verticales (rojas) como
deltas de Dirac, cada una indicando direcciones opuestas.

Hay ciertos aspectos que comentar en relación con la dis-
tribución de J̈uttner. En un gas no relativista la temperatura
puede relacionarse con el ancho de la gaussiana. Sin embar-
go, en el caso ultra relativista esta identificación ya no es cla-
ra ¿Cúal es la temperatura de un gas relativista? Richard C.
Tolman [47] y ḿas tarde Peter Lansberg [42], encontraron
que en relatividad la temperatura ya no es proporcional al
promedio de la energı́a cińeticap2/m, sino de otra cantidad
p2/

√
p2c2 + m2c4, que es el cociente entre la magnitud del

momento al cuadrado y la energı́a relativista. Curiosamente
se reduce a la energı́a cińetica en el caso no relativista, lo que
puede causar confusión al intentar interpretar el denomina-
dor como una masa relativistamcγ (una discusíon sobre la
enerǵıa y la masa relativistas puede consultarse en Ref. 34).

Otro aspecto que es importante enfatizar es que la distri-
bución de J̈uttner es un invariante; esto, como ya habı́amos
mencionado, quiere decir que la distribución se comporta co-
mo un escalar ante las transformaciones de Lorentz. Las ca-
racteŕısticas mostradas aquı́ corresponden a cantidades medi-
das en un sistema de referencia que percibe al gas relativista
en reposo. En ese marco de referencia la distribución es iso-
trópica, en un marco de referencia en movimiento relativo
respecto al gas la distribución se veŕıa anisotŕopica. Volve-
remos a este punto en láultima seccíon donde veremos la
versíon manifiestamente covariante de la distribución relati-
vista.

Se ha visto que la distribución de J̈uttner es una distribu-
ción isotŕopica de tipo hiperb́olico. La distribucíon de J̈uttner
es un caso particular de ciertas distribuciones de probabilidad
sobre el hiperboloide unitariox2+y2−z2 = 1, las cuales po-
seen ciertas propiedades estadı́sticas bien definidas y se han
utilizado en distintas situaciones como la distribución de ta-
mãnos de partı́culas en deṕositos de arenas, etc., [48].

Una caracterı́stica interesante, que el mismo Jüttner
sẽnala en su trabajo original [1], es que la distribución del gas
relativista no puede factorizarse como un producto de fun-

ciones, cada una función de cada componente independiente
del momento, como sucede con la distribución de Maxwell-
Boltzmann. En el caso no relativista la distribución puede
descomponerse como el producto de tres distribuciones uni-
dimensionales id́enticas, relacionadas con la energı́a aportada
por cada grado de libertad. En contraste, como en relatividad
especial la distribución est́a dada por la distribución de J̈utt-
ner, podemos apreciar de (3) que dicha factorización es im-
posible debido, principalmente a que la raı́z cuadrada en el
argumento de la exponencial no lo permite. Como veremos
en laúltima seccíon, es reciente la generalización de distri-
bución de J̈uttner correcta para dimensiones arbitrarias.

4. ¿Para que sirve la distribucíon de Jüttner?

El astrof́ısico Indio Subrahmanyan Chandrasekhar fue el pri-
mero en utilizar la distribución de J̈uttner para describir un
sistema f́ısico con buenos resultados confirmados observa-
cionalmente [50]. En 1931 planteó un modelo para un tipo de
estrellas conocido comoenanas blancas, estas son estrellas
densas ḿas calientes que el Sol, aproximadamente 10000 K y
muy pequẽnas, su díametro es de alrededor del 5 % el diáme-
tro del Sol. La primera enana blanca de que se tiene registro
fue la Sirius B, compãnera de Sirius y fue Walter Sydney
Adams quíen midío su espectro y temperatura [37]. Las ena-
nas blancas tienen caracterı́sticas muy interesantes que no son
obvias de entender en un primer intento, por ejemplo, como
ya se menciońo tienen una densidad muy grande, de doscien-
tos mil veces la densidad del agua, es decir, un centı́metro
cúbico de esta estrella pesarı́a 200 kg. Ninǵun material po-
dŕıa tener esta densidad debido a que existe un espacio inter-
atómico que lo prohibe, por lo tanto estas estrellas no pueden
estar formadas poŕatomos. Śolo pueden estar formadas por
part́ıculas subat́omicas, como los electrones. Estos tienen una
masa muy pequeña de alrededor de9.11 × 10−31 kg, unas
2000 veces menor que la de los neutrones y protones lo que
favorece al valor del cociente de enfriamiento relativista que
en este caso es∼ 10−13, de manera que este sistema admi-
te una descripción de un gas relativista. Además, debido a la
presíon ejercida durante el colapso gravitacional no es posi-
ble despreciar los efectos cuánticos debido a la interferencia
de los electrones [50].

Ciertamente Chandrasekhar se imaginó a la enana blanca
como un gas relativista de electrones relativista fuertemen-
te degenerado [12,13], para su descripción utilizó la versíon
cuántica para fermiones de la distribución de J̈uttner. El prin-
cipal resultado de su trabajo fue el encontrar un lı́mite para la
masa de las enanas blancas, a saber, 1.4 masas solares, cono-
cido ahora como el lı́mite de Chandrasekhar, el cual ha sido
confirmado ya que no se han observado hasta la fecha enanas
blancas de masa superior.

El mayor inteŕes en estudiar la distribución de J̈uttner sur-
ge en la teoŕıa cińetica relativista [12,13]. El objetivo de la
teoŕıa cińetica es explicar las propiedades macroscópicas de
los gases a través de promediar las cantidades microscópi-
cas utilizando una descripción estad́ıstica. Es precisamente
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la distribucíon de J̈uttner la que se utiliza como base del de-
sarrollo perturbativo, conocido como de Chapman-Enskog,
que se utiliza para resolver la ecuación de Boltzmann para
sistemas fuera del equilibrio [51], el caso relativista se ha es-
tudiado en Ref. 12, 13 y 52. Esta teorı́a se ha extendido para
tratar el caso general de la interacción gravitacional [53-55].
La teoŕıa cińetica relativista tiene aplicaciones importantes en
cosmoloǵıa, astrof́ısica y f́ısica nuclear ya que las especies
involucradas en estos sistemas tienen velocidades y energı́as
altas.

De alguna forma, la mayor parte de la teorı́a cosmoĺogica
surge de resolver la ecuación de Boltzmann para el universo
en expansíon con fotones, neutrinos, materia bariónica y ma-
teria oscura [56-58]. En laśepocas tempranas en la vida del
universo es necesario considerar ciertos procesos disipativos,
por ejemplo, en láepoca del desacoplamiento de la radiación
y la materia, o en láepoca de la nucleosı́ntesis donde las re-
acciones ocurren fuera de equilibrio.

Es interesante comentar lo que sucede cuando se estu-
dia la ecuacíon de Boltzmann en el modelo de Friedman-
Lemâıtre-Robertson-Walker, el cual describe un Universo ho-
moǵeneo e isotŕopico en expansión. De la solucíon a la ecua-
ción de Boltzmann se encuentra formalmente que no existe
una solucíon de equilibrio para la función de distribucíon de
un gas en esa situación [59]. Lo que usualmente se hace es
encontrar las condiciones bajo las cuales la distribución de
equilibrio se puede utilizar aproximadamente en los cálculos
cosmoĺogicos y ćomo cuantificar las desviaciones del equi-
librio. Por lo tanto en Cosmologı́a es clara la utilidad de la
distribucíon de J̈uttner.

Existen ciertos procesos astrofı́sicos tales como el efec-
to Sunyaev-Zeldovich donde es de interés estudiar procesos
de transporte relativistas. Se conoce como efecto Sunyaev-
Zeldovich a la distorsión del espectro del cuerpo negro de la
Radiacíon Cósmica de Fondo (RCF́o CMB por sus siglas en
inglésCosmic Microwave Background), producida por la dis-
persíon de Compton de los fotones de la RCF por electrones
en los ćumulos de galaxias [60]. Este efecto permite calcu-
lar paŕametros cosmológicos como la constante de Hubble,
el corrimiento al rojo y la presión de los electrones cuando
estos son no-relativistas.

La primera ecuación utilizada para describir este efecto
fue derivada por Kompaneets en 1956, e involucra procesos
de difusíon de fotones [61]. Este efecto también ha sido ex-
plicado en t́erminos de la intensidad de fotones incidente en
una nube de electrones. Utilizando la expresión correcta para
la intensidad se han podido encontrar incluso efectos relati-
vistas de manera analı́tica con ḿetodos elementales de fı́sica
estad́ıstica como lo hicieron Leopoldo Garcı́a-Coĺın y Alfre-
do Sandoval en Ref. 62, recuperando los resultados de Kom-
paneets.

Las correcciones relativistas de este efecto también en-
contradas por Itho [63], han permitido medir la temperatura
del plasma de electrones y son esenciales para la correcta in-
terpretacíon de las mediciones. Recientemente se ha podido
determinar la distribución correcta de los electrones relacio-

nados con el efecto Sunyaev-Zeldovich, directamente de las
observaciones de cúmulos de galaxias con temperaturas al-
tas≈ 15 keV , donde las correcciones relativistas son rele-
vantes, indicando que la distribución es precisamente la de
Jüttner [64]. Esto se logró separando las distorsiones de la
RCF causadas por el efecto Sunyaev-Zeldovich de aquellas
causadas por el uso de la función de distribucíon relativista
correcta, ya que tradicionalmente se utilizaba una Maxwell-
Boltzmann.

Este efecto también ha sido descrito por ecuaciones de
difusión relativistas [65,66]. La aproximación de difusíon re-
lativista podŕıa aplicarse también a las primeras etapas del
Universo, al movimiento de fotones dentro del plasma de los
objetos compactos como estrellas y agujeros negros, haces de
plasmas ultra relativistas [67] Se ha propuesto para estudiar
con este enfoque la evolución de la materia oscura en el uni-
verso [68], e incluso la difusión y el movimiento Browniano
relativistas tambíen se ha utilizado en diversas propuestas a
la gravedad cúantica [69,70].

En experimentos recientes de fı́sica nuclear donde se ha-
cen colisionar iones pesados entre sı́ con velocidades extre-
madamente altas, como en el RHIC (Relativistic Heavy Ion
Collider) y en el LHC (Large Hadron Collider), se produce
un nuevo estado de la materia, un fluido fuertemente inter-
act́uante conocido como el plasma de quarks y gluones [71].
Se piensa que este sistema es el fluido relativista más perfec-
to que se ha observado teniendo una de las proporciones más
bajas para el coeficiente entre la viscosidad de corte y la den-
sidad de la entropı́a estimada en(η/s) ≈ (1/4π) [72]. Hasta
ahora se ha utilizado la hidrodinámica relativista para descri-
bir este problema, sin embargo, para comprender a profun-
didad las caracterı́sticas de este sistema hace falta una bese
teórica ḿas amplia que involucre una hidrodinámica cúanti-
ca de tiempos muy cortos.

Otra de las herramientas utilizadas para abordar este sis-
tema ha sido la llamada correspondencia gravedad/fluido o
AdS/CFT (del ingĺes Anti de Sitter/Conformal Field Theory).
Con esta se han podido obtener con granéxito resultados en
sistemas de materia condensada usando métodos de teorı́as
gravitacionales en una dimensión espacial mayor [73].

Muy recientemente ante el descubrimiento del grafeno se
comenzaron a explorar sus propiedades térmicas y eĺectricas.
Los electrones en el grafeno, obedecen una relación de dis-
persíon lineal y se comportan como partı́culas relativistas sin
masa y por tanto obedecen una ecuación relativista de Dirac
en dos dimensiones espaciales. Ası́, este sistema proporciona
un puente entre la fı́sica de materia condensada y la electro-
dinámica cúantica y abre nuevas perspectivas para la elec-
trónica basada en el carbono [74]. Curiosamente el cociente
entre viscosidad y densidad de entropı́a es menor incluso que
en el plasma de quarks y gluones por lo que este material
ofrece una oportunidad́unica para observar las propiedades
de transporte de un plasma de partı́culas ultra relativista a
temperaturas moderadamente altas [75,76].

Por otra parte mencionaremos que dados los diversos
reǵımenes que abarca la distribución de J̈uttner, se han plan-
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teado ideas para aplicarla a la dinámica de mercados en siste-
mas ecońomicos teniendo mejor control sobre las fluctuacio-
nes [49].

Con todo esto nos damos cuenta que la distribución de
Jüttner tiene una diversa gama de aplicaciones, en contraste
con lo que el mismo Ferencz Jüttner predećıa. Cierto es que
los sistemas que se han estudiado hasta ahora tienen carac-
teŕısticas muy peculiares y generalmente extremas, sin em-
bargo, las aplicaciones son de mucho interés y en particular,
actualmente existen observaciones y experimentos donde la
teoŕıa cińetica relativista es fundamental para el entendimien-
to de los feńomenos que ahı́ ocurren.

5. Resultados nuevos un siglo después

En losúltimos ãnos ha habido mucho interés en los sistemas
que requieren una descripción macrosćopica y la obtencíon
de cantidades térmicas en el ŕegimen relativista: La imple-
mentacíon correcta de ḿetodos estoćasticos a procesos re-
lativistas [17], teoŕıas hidrodińamicas consistentes a primer
orden en los gradientes [77], hidrodinámicas extendidas [78],
la extensíon al ŕegimen relativista de ḿetodos de solución
numérica como el ḿetodo de la ecuación de Boltzmann en la
red conocida en inglés comoLattice Boltzmann[79], etc. Sin
embargo, aqúı hablaremos de dos resultados directamente re-
lacionados con la distribución de J̈uttner.

En primer lugar mencionaremos que se ha podido gene-
ralizar la distribucíon de J̈uttner parad dimensiones espacia-
les y en un lenguaje manifiestamente covariante [27]. Como
hab́ıamos dicho esto significa que cualquier observador pue-
de calcular la distribución desde el punto de vista del marco
de referencia donde el gas esta en equilibrio. Esta versión
tiene varias ventajas sobre las anteriores, entre ellas que la
invariancia de la distribución es expĺıcita dado que las canti-
dades involucradas son todas escalares. Se puede demostrar
que la forma manifiestamente covariante de la distribución de
Jüttner es:

fJ=
n

2c(mc)dK d+1
2

(mcΘ)

(
mcΘ
2π

) d−1
2

exp (−Θµpµ) , (7)

donde, en esta ecuaciónm es la masa de las partı́culas,c es la
velocidad de la luz yn es la densidad de partı́culas vista en el
marco de referencia coḿovil en el cual el gas está en reposo.
La cantidadΘ es la magnitud de un 4-vector que se intro-
dujo y que est́a relacionado con el inverso de la temperatura
en el marco coḿovil de manera ańaloga a la relación exis-
tente entre el 4-momento y la masa en reposo de un partı́cula
relativista [34]:

Θ2 = ΘµΘµ =
c2

k2T 2
. (8)

Esto muestra sin duda, que la temperatura utilizada aquı́ es
un invariante.

Por otra parte, este vector también aparece en el argumen-
to de la exponencialΘµpµ, el cual es claramente invariante.

Por lo tanto su valor puede calcularse en distintos marcos de
referencia. Por ejemplo, en el marco donde el gas está en re-
poso toma el valor(cp0/kT ), dondecp0 = c

√
p2 + m2c2

es la enerǵıa relativista. Esta expresión se obtiene de la res-
tricción que impone la norma del 4-momento al ser igual a
la masa de la partı́cula multiplicada por la velocidad de la
luz: pµpµ = (p0)2 − p2 = m2c2; a esta restricción se le
conoce como la relación de lacapa de masa. Si por otro la-
do se calcula el productoΘ′µp

′µ en un marco en movimiento
se tendŕıa: Θ′0p

′0 − Θ′ · p′, dondeΘ′0 y Θ′ son respecti-
vamente las componentes temporal y espaciales del llamado
vector t́ermicoΘµ. Como hab́ıamos dicho, con las variables
del marco en reposo vemos una distribución isotŕopica mien-
tras que en el marco en movimiento es anisotrópica. La Ec.
(7) al ser un invariante, nos da la función de distribucíon en el
sistema coḿovil calculada en cualquier marco de referencia:
todos los observadores están de acuerdo que el gas está en
equilibrio en su marco en reposo.

Además, esta forma de la distribución de J̈uttner se ha
aplicado para calcular una versión covariante del teorema de
equiparticíon end dimensiones. Se conoce como teorema de
equiparticíon de la enerǵıa a la relacíon entre la energı́a in-
terna y la temperatura y puede expresarse como el cociente
de estas; en el caso de partı́culas no relativistas este cociente
es una constante igual a3/2 y usualmente se dice que cada
grado de libertad del gas contribuye conkT/2 a la enerǵıa
interna, de ah́ı el nombre de equipartición. Para la radiación
el cociente resulta igual a3, la enerǵıa se reparte igualmente
en cada grado de libertad. En relatividad resulta que la contri-
bución a la enerǵıa se reparte de manera diferente y depende
de que tanrelativista sea el sistema [46]. El cociente antes
mencionado en el caso relativista resulta ser función deζ, el
paŕametro de enfriamiento relativista, por tanto también es
función de la temperatura [80,81]. En Ref. 27 se mostró que
el cociente entre la energı́a interna y la temperatura en el caso
relativista puede calcularse en cualquier sistema de referen-
cia, y resulta ser una función del paŕametro de enfriamiento
relativista y adeḿas depende de la dimensión, dicho cocien-
te se denotaFd(ζ). Esta funcíon toma valores en el intervalo
(d/2) ≤ Fd(ζ) ≤ d. Los valores extremos deFd(ζ) corres-
ponden al ŕegimen no relativista y al ultra relativista, respec-
tivamente, seǵun el valor que tomeζ.

Un caso particular interesante es el que analizó recien-
temente Domingo Louis-Martı́nez [82]. Él estudío un gas
relativista en un marco de referencia acelerado obteniendo,
adeḿas de la correspondiente distribución de J̈uttner con mo-
dificaciones debidas a la aceleración, la generalización de la
ley de las atḿosferas de Perrı́n, para la presión del gas rela-
tivista. Naturalmente esta expresión se convierte en la expre-
sión usual [4] en el lı́mite no relativista.

Quizá la contribucíon más importante de lośultimos ãnos
ha sido la implementación del ḿetodo nuḿerico de dińamica
molecular al ŕegimen relativista. El primer caso que se estu-
dió fue en tres dimensiones y se utilizó para validar la hiṕote-
sis del caos molecular en gases relativistas [32], sin embar-
go se utiliźo un campo mediador de la interacción. Como es

Rev. Mex. Fis.58 (2012) 117–126



124 G. CHACÓN-ACOSTA

bien sabido entre partı́culas relativistas no hay interacciones
a menos que exista un campo [83,84], por tanto al hacer la
simulacíon la interaccíon debe modelarse aproximadamente.

En 2007, David Cubero y colaboradores realizaron la pri-
mera simulacíon nuḿerica de dińamica molecular completa-
mente relativista en una dimensión [29]. Fue para una mez-
cla de dos especies con masas distintas para permitir al sis-
tema relajar al equilibrio y se utilizó la aproximacíon de co-
lisión eĺastica sin ninǵun campo mediador de la interacción.
La simulacíon se realiźo considerando que después de cada
colisión el 4-momento de las partı́culas se conserva, esto es
equivalente a la conservación de momento y energı́a en el ca-
so no relativista. Sin embargo, como ya vimos, en este caso
la capa de masa fija la relación entre enerǵıa y el momento
de la part́ıcula relativista:E = c

√
p2 + m2c2, y el ćalculo

de los momentos y energı́as despúes de la colisíon se vuel-
ve más complicado. (Resulta interesante comentar aquı́ que
el caso general de las colisiones elásticas de dos partı́cu-
las relativistas fue estudiado también por F. J̈uttner hacien-
do consideraciones puramente mecánicas [85]). Áun aśı se
pudo determinar la distribución del gas relativista tanto en
el marco coḿovil con el gas, como en un marco en movi-
miento respecto al gas, realizando mediciones simultáneas
en cada sistema de referencia. Ambas simulaciones indica-
ron que la distribucíon correcta es precisamente la de Jütt-
ner. Adeḿas, con el uso de una versión no manifiestamente
covariante del teorema de equipartición debida a Peter Lans-
berg [42] y previamente establecida por Richard Tolman [47],
se determińo nuḿericamente que la temperatura de un obje-
to en movimiento no es ni mayor ni menor que en el mar-
co coḿovil, esto es, la temperatura es un invariante, lo cual
est́a de acuerdo con los resultados del cálculo anaĺıtico cova-
riante. Estos resultados fueron extendidos a dos dimensiones
por Afshin Montakhab y colaboradores [30].

Como ya se mencionó, la simulacíon de dińamica mole-
cular en el caso en tres dimensiones se reportó por primera
vez por Antonio Aliano y colaboradores [32] en un estudio
cuya finalidad era validar la hipótesis de caos molecular [51]
en el ŕegimen relativista. En este trabajo se utilizó un poten-
cial semi-relativista para modelar las interacciones entre las

part́ıculas. Tambíen en tres dimensiones pero empleando un
modelo completamente relativista, fue comunicado por Jörn
Dunkel, Peter Ḧanggi y Stefan Hilbert en Ref. 31, proponien-
do adeḿas una versión de la termodińamica relativista don-
de las cantidades relevantes se obtienen mediante integrales
sobre la superficie invariante del cono de luz. Aunque sus
resultados no son convencionales, abren la puerta a nuevos
desarrollos tanto téoricos como observacionales. En tres di-
mensiones también el ḿetodo de Monte Carlo fue extendido
al régimen relativista por Fabio Peano y colaboradores [33],
aunque este algoritmo, fue construido y verificado conéxito,
necesita ciertas restricciones fundamentales para garantizar
el significado f́ısico de los resultados. En Ref. 86 se genera-
lizó el caso de discos duros de [30] a esferas duras. Todos
estos resultados abren la puerta a la exploración nuḿerica
de las propiedades estadı́sticas de los sistemas relativistas de
muchos cuerpos, de ahı́ su gran importancia.

Estas contribuciones parecen haber resuelto finalmente
la controversia en relación con la distribucíon de J̈uttner y
la transformacíon de la temperatura, sin embargo, aún que-
dan ciertas preguntas abiertas.Últimamente Malihe Ghodrat
y Afshin Montakhab han estudiado la distribución de J̈uttner
modificada, que se mencionó al principio de este documen-
to, en distintos marcos de referencia [86,87]. En sus trabajos
advierten que áun hay ḿas cosas por explorar acerca de esta
distribucíon, en relacíon con las distintas parametrizaciones
temporales y en distintas situaciones. Además, utilizan sus
modelos de discos y esferas duras para analizar el efecto de
un gradiente de temperatura y han demostrado que con es-
tos modelos es posible estudiar las propiedades de transporte
fuera de equilibrio en regı́menes relativistas.

Con esta discusión, podemos darnos cuenta cómo durante
un siglo de controversia alrededor de la distribución de J̈utt-
ner y la termodińamica relativista, se han desarrollado varios
métodos y se han encontrado resultados nuevos e interesantes
con aplicaciones modernas importantes, que ponen de mani-
fiesto la actualidad de la teorı́a de la relatividad especial y en
particular de la teorı́a cińetica relativista y la distribución de
Jüttner a ḿas de un siglo de su aparición.
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73. M. Rangamani,Class. Quantum Grav.26 (2009) 224003.

74. M.I. Katsnelson,Materials Today10 (2007) 20.

75. M. Müller, J. Schmalian, and L. Fritz,Phys. Rev. Lett.103
(2009) 025301.

76. A. Pototsky, F. Marchesoni, F.V. Kusmartsev, P. Hänggi, and
S.E. Savel’ev, (2011). arXiv:1103.0945

77. A. Sandoval-Villalbazo, A.L. Garcia-Perciante, and L.S.
Garcia-Colin,Physica A388(2009) 3765.

78. X.-G. Huang, T. Kodama, T. Koide, and D.H. Rischke,Phys.
Rev. C83 (2011) 024906; N. Andersson, C. Lopez-Monsalvo,
arXiv:1107.0165 (2011).

79. M. Mendoza, B.M. Boghosian, H.J. Hermann, and S. Succi,
Phys. Rev. Lett.105(2010) 014502.

80. A. Komar,Gen. Rel. Grav.28 (1996) 379; P.T. Landsberg,Am.
J. Phys.60 (1992) 561; V.J. Menon and D.C. Agrawal,Am. J.
Phys.59 (1991) 258.

81. D. Ter Haar and H. Wergeland,Phys. Rep.1 (1971) 31.

82. D.J. Lois-Martinez,Class. Quantum Grav.28 (2011) 035004.

83. D.G. Currie, T.F. Jordan, and E.C.G. Sudarshan,Rev. Mod.
Phys.35 (1963) 350.

84. G. Marmo, N. Mukunda, and E.C.G. Sudarshan,Phys. Rev. D
30 (1984) 2110.

85. F. J̈uttner,Zeitschr. Math. und Phys.62 (1913) 410.

86. M. Ghodrat and A. Montakhab,Computer Physics Communi-
cations182(2011) 1909.

87. M. Ghodrat and A. Montakhab,Phys. Rev. E82 (2010) 011110.
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