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Modelo de radio propagacíon a través de un canal con ruido Gaussiano
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Presentamos un modelo fı́sico para la propagación de ondas de radio a través de un canal con ruido blanco Gaussiano. El canal es continuo y
simulado a trav́es de un modelo lineal disipativo, que consiste de una cuerda flexible de densidad uniforme y sumergida en un baño t́ermico.
El canal es caracterizado mediante la razón sẽnal-ruido, la cual es calculada en función de la temperatura, frecuencia de la señal y la distancia
de propagación. Para cierto valor de temperatura, distancia de propagación y frecuencia la SNR excede el umbral de Shannon por debajo del
cual la transmisíon libre de errores no es posible.

Descriptores:Sistema lineal; ruido térmico; relacíon sẽnal-ruido (SNR); canal Gaussiano; canal continuo.

We present a physical model of radio waves propagation through a channel with white Gaussian noise. The continuous channel is simulated
using a dissipative linear model, which consists of a flexible string of uniform density and immersed into a thermal bath. The channel is
characterized by signal to noise ratio, which is calculated as a function of temperature, frequency of the signal and the propagation distance.
For some value of temperature, propagation distance and frequency, the SNR exceeds the threshold below which Shannon’s error-free
transmission is not possible.

Keywords: Linear system; thermal noise; signal to noise ratio (SNR); Gaussian channel; continuous channel.
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1. Introducción

Durante laśultimas d́ecadas, la transmisión de sẽnales ha sido
tema de investigación experimental y téorica. Esto es debido
a la vertiginosa demanda de movilidad y portabilidad en las
telecomunicaciones modernas, en especial los sistemas que
involucran la transmisión de ondas de radio a través de la
atmósfera, o radiopropagación. Al igual que las ondas de luz,
las ondas de radio también son afectadas por los fenómenos
de reflexíon, refraccíon, difraccíon, absorcíon, polarizacíon y
dispersíon. Sin embargo, a diferencias de las ondas lumino-
sas, las ondas de radio son sensibles al contenido de vapor
de agua en la atḿosfera [1], fluctuaciones térmicas [2], etc.
En la pŕactica, todos estos fenómenos abundan en limitacio-
nes del canal, a nivel de la capa fı́sica del canal, tales como,
perdida de la sẽnal, fluctuaciones en el ancho de bandaútil,
propagacíon de errores, etc. Entonces, cómo seleccionar las
frecuencias de transmisión para el disẽno de sistemas confia-
bles para telefońıa móvil, radio propagacíon, radar, etc. Por
otro lado, debido a que la atmósfera es un canal esencialmen-
te continuo, y la información es discreta, surge la siguiente
interrogante: ¿Ćomo utilizar un canal continuo para transmi-
tir información discreta de manera confiable?

Desde el punto de vista teórico, un canal de comunicación
es simulado mediante modelos estadı́sticos y f́ısicos [3, 4].
Estad́ısticamente, el canal es discreto como un conjunto de
śımbolos transmitidos y recibidos, y de una probabilidad de
transicíon. Seḿanticamente, la probabilidad de transición re-
presenta la probabilidad de que un sı́mbolo determinado sea
transmitido a trav́es del canal. La probabilidad de transición
dependeŕa del tipo de servicio de telecomunicaciones involu-

crado. F́ısicamente, un modelo de canal debe considerar los
fenómenos que afectan la propagación de la sẽnal. En este
trabajo estudiamos la propagación de ondas de radio a través
de un canal continuo con ruido térmico. T́ıpicamente, el ruido
térmico es del tipo blanco-Gaussiano-aditivo y es provocado
por el movimiento browniano de las partı́culas que componen
el sistema. El ruido blanco-Gaussiano es un proceso aleato-
rio caracterizado por propiedades estocásticas, que produce
una perturbación en la sẽnal que se propaga a través de un
canal de comunicaciones, modificando el nivel de la razón
sẽnal-ruido (SNR) del canal. Desde esta perspectiva, el canal
de comunicaciones puede considerarse entonces como un sis-
tema estoćastico, cuya dińamica es gobernada por una ecua-
ción diferencial estoćastica (SDE) [5]. Las ecuaciones dife-
renciales estoćasticas surgen de una variedad de fenómenos
dinámicos aleatorios en fı́sica, bioloǵıa, ingenieŕıa y ciencias
sociales. Sus soluciones frecuentemente están asociadas con
procesos de difusión conectados con fenómenos tales como
propagacíon de frentes de ondas [6], ruido electrónico [7],
transientes cáoticos [8], etc. Una clase principal de SDE es
la llamada ecuación de Langevin y sus variantes diferencia-
les, que adeḿas de los t́erminos deterministicos contiene una
parte de ruido blanco aleatorio [9].

2. Modelo de Canal

El modelo consiste en considerar un sistema continuo de os-
ciladores en equilibrio térmico (canal de comunicación). En
este caso, el canal es representado como una cuerda flexi-
ble de densidad uniforme sumergida en un baño t́ermico (Ver
Fig. 1). La termalizacíon de la cuerda es alcanzada a través



516 JOŚE R. FERḾIN Y JUAN C. PIZARRO

FIGURE 1. Representación f́ısica del Canal de Comunicación. El
canal es representado por una cuerda flexible de densidad uniforme
sumergida en un baño t́ermico, en el cual se propaga la señal dada
por la Ec. (3).

del uso de las ecuaciones de Langevin. Ası́, la ecuacíon de
movimiento del sistema vendrá dada por:

ψtt + 2βψt − c2ψxx − 1
ρ
f(t) =

1
ρ
F (x, t), (1)

dondeβ ≡ D/2ρ coeficiente de amortiguamiento,D repre-
senta el coeficiente de fricción,ρ densidad lineal del medio,c
velocidad de propagación de la sẽnal,F (x, t) término forzan-
te yf(t) el ruido inducido por el canal. En este caso, el ruido
inducido por el canal es un ruido blanco Gaussiano(f(t)).
Para ruido blanco Gaussiano las fluctuaciones térmicas est́an
deltacorrelacionadas y satisface una relación de fluctuacíon-
disipacíon a una temperaturaT dada por [10]:

〈f(t)f(t′)〉f = 2ρ2βKBTδ(t− t′), (2)

dondeKB es la constante de Boltzmann yT representa la
temperatura en grados Kelvin. El términoρ2 aparece como
consecuencia de la Ec. (1).

En el modelo, una señal es transmitida desde una fuente
ubicada enx = 0, la cual se propaga libremente a lo largo
del canal con velocidad constante. La señal transmitida es de
la forma

F (0, t) = F0e
−iωt (3)

dondeF0 representa la amplitud de la señal yω su frecuencia.
La caracterización de un canal de comunicación requiere

de una variable sensible a las variaciones térmicas del me-
dio. La variacíon de la sẽnal con respecto al ruido se expresa
mediante la relación sẽnal-ruido [10]

SNR= log10

[
Ps

Pr

]
[dB], (4)

donde Ps es la potencia de la señal en ausencia de ruido y Pr la
potencia del ruido t́ermico. Esta definición no eśunica, pero
se ajusta bastante bien a la interpretación de los resultados.

La potencia de la señal, Ps, se obtiene a partir de la rela-
ción

Ps = 〈|ψt|2〉, (5)

donde|ψt|2 representa el cuadrado de la velocidad y〈〉 de-
nota un promedio temporal. Para encontrar la potencia de la
sẽnal resolvemos la Ec. (1) en ausencia de las fluctuaciones
térmicas con un forzamientoF (x, t) = F0e

−iωt.
Sustituyendo en la Ec. (1) la solución asint́otica

ψ(x, t) = φ(x)e−iωt, (6)

con condiciones de frontera

ψ(0, t) = Ψ0e
−iωt, ψ(∞, t) = 0 (7)

obtenemos la solución

ψ(x, t) =
[
c0e

i(a+ib)x − F0e
−2iα

ρc2k2

]
e−iωt, (8)

dondea, b, k, α y c0 son paŕametros que dependen de la fre-
cuencia de la sẽnal y la constante de amortiguamiento (Ver
Apéndice). La potencia de la señal seŕa entonces

Ps(x, ω) = pe−bx − ue−bx cos(ax + 2α)

+ r(1− 2e−bx cos(ax)), (9)

dondep, u y r son cantidades definidas en términos de los
paŕametros del sistema (Ver Apéndice).

El efecto del ruido se obtiene resolviendo la Ec. (1) con-
siderandoF (x, t) = 0 en la Ec. (1), y asumiendo que el rui-
do satisface la relación de fluctuacíon-disipacíon dada por la
Ec. (2). De esta manera obtenemos la solución

ψ(x, t) = ĺım
t→∞

1
2βρ

t∫

0

f(τ)[1− e−2β(t−τ)]dτ. (10)

Con esto, la potencia del ruido es

Pr =
KBT

2
. (11)

Finalmente, la raźon sẽnal-ruido, SNR, para el canal continuo
viene expresada como

SNR(ω, T, x) = lg10

[
2Ps

KBT

]
dB. (12)

La deduccíon detallada de la Ec. (12) se presenta en el
aṕendice.

3. Análisis y discusíon

La Ec. (12) no es f́acil de analizar en general, esto es, por que
la raźon sẽnal-ruido no solo depende del ruido térmico sino
tambíen, de las caracterı́sticas de la sẽnal y de los paŕame-
tros del canal. Sin embargo, en el caso de ondas de radio
(106 − 1010 Hz) propaǵandose a trav́es del canal atmosféri-
co (β ¿ ω), la potencia Ps se puede aproximar hasta primer
orden enβ/ω, mediante,

Ps =
[
Ψ2

0ω
2 +

2Ψ0F0

ρ

(
1− cos

(ω

c
x
))]

e−(β/c)x, (13)

con la condicíon10 . ω/c . 105 Km−1. Con esto, la raźon
sẽnal-ruido queda expresada como,

SNR= log10

×

2

[
c2Ψ2

0(
ω
c )2+ 2Ψ0F0

ρ

(
1− cos

(
ω
c x

))]
e−( β

c )x

KBT


 . (14)
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FIGURE 2. SNR vsKBT Para diferentes distancias del transmisor.
Se observa el punto de corte en el lı́mite de Shannon.

FIGURE 3. SNR vs x para diferentes valores deKBT . Se observa
el punto de corte en el lı́mite de Shannon.

Tres aspectos fundamentales pueden resaltarse a partir
de la Ec. (14): (a) decrecimiento monotónico del nivel de
la sẽnal con respecto a la temperatura, en todo el rango de
frecuencias; (b) decaimiento lineal de SNR a medida que la
sẽnal se propaga a través del canal; (c) espectro de frecuencia
continuo y aproximadamente proporcional aω2. Sin perder
generalidad en el análisis, asumiremos los valores normaliza-
dosc2Ψ2

0 = 1, 2Ψ0F0/ρ = 1. La Fig. (2) muestra las curvas
de temperatura de SNR, a varias distancias del transmisor.
La lı́nea punteada corresponde al limite de Shannon para la
transmisíon libre de errores (TLE) [11]. Esta condición solo
es posible para distancias cercanas al emisor y temperatu-
ras relativamente bajas. A medida que la distancia al emisor
aumenta, existe una temperatura crı́tica,TLE, por encima de la
cual, la TLE no es posible. Utilizando la condición de Shan-

FIGURE 4. SNR vslog(ω/c) para diferentes posiciones. Se obser-
va una frecuencia umbral para cierta temperatura y distancia del
transmisor.

non SNR=-1.6 dB, obtenemos que la temperatura crı́tica para
radiopropagación es

KBTLE ≈ 2x101.6 e−(β/c)x
(ω

c

)2

. (15)

Esta descripción apunta hacia otro parámetro interesante
en la radio propagación atmosf́erica: la distancia de propaga-
ción,LLE. Esta se define como la distancia desde el transmi-
sor a partir de la cual la TLE no es posible. La razón sẽnal-
ruido en funcíon de la distancia se muestra en la Fig. (3), para
varios valores deω/c y KBT . Las flechas indican el valor de
la distancia de propagación para estos valores de frecuencia y
temperatura. Aplicando la condición SNR(LLE) = −1.6 dB,
se obtiene que la distancia de propagación viene dada por la
expresíon aproximada:

LLE ' 4.37
c

β
+

c

β
Ln

[
1

KBT

(ω

c

)2
]

. (16)

Esta ecuación indica que la distanciáoptima para propaga-
ción de ondas de radio a través de la atḿosfera se alcanza a
temperaturas relativamente bajas y frecuencias altas.

Otra caracaterı́stica del canal de comunicaciones es el es-
pectro de frecuencia, SNR(ω). Este se muestra en la Fig. (4)
en el rango de radiofrecuencias, para varias temperaturas y
distancias del transmisor. El espectro es completamente de-
terminado por la potencia de la señal, Ps(ω). Sin embargo, a
temperaturas relativamente altas el ruido puede alcanzar ni-
veles tales que, por debajo de cierta frecuencia umbral,ωLE ,
la SNR no puede exceder el lı́miteóptimo para la transmisión
libre de errores.

4. Conclusiones

Hemos estudiado el fenómeno de radiopropagación a trav́es
de un canal Gaussiano. Considerando el canal como un me-
dio continuo y viscoso, la dińamica del sistema es gobernada
por una ecuación diferencial parcial del tipo de Langevin; y
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se calcula la raźon sẽnal-ruido del canal en función de la tem-
peratura, frecuencia y distancia al transmisor.

El fenómeno de radio propagación es caracterizado por
tres paŕametros f́ısicos para la transmisión libre de errores: la
distancia de propagación, temperatura umbral y la frecuencia
umbral. Estos parámetros determinan las condicionesópti-
mas para la radio propagación a trav́es de un canal de comu-
nicaciones.

Nuestro modelo es analı́tico y provee una descripción al-
ternativa de los feńomenos f́ısicos involucrados en la transmi-
sión de sẽnales a trav́es de un canal como la atmósfera. Sin
embargo, una descripción f́ısica completa del problema debe
considerar las condiciones intrı́nseca del canal. En particular,
el canal atmosf́erico est́a compuesto por un gas de molécu-
las de diferente especie, cada una con una frecuencia natural
caracteŕıstica. En segundo lugar, el coeficiente de viscosidad
de la atḿosfera no es en general constante, sino más bien una
función de la temperatura. Adicionalmente, la presencia de
ruido t́ermico genera interesantes efectos de sincronización
entre la sẽnal y el ruido externo, donde la temperatura es el
paŕametro de control para la optimización de la sẽnal.

Apéndice

En esta sección describimos de manera más detallada el
cálculo de la SNR del canal. A pesar que el comportamien-
to de una cuerda flexible ha sido bien estudiado, esútil pre-
sentar la resolución de la ecuación que gobierna la dińami-
ca de la cuerda en un baño t́ermico. Estos resultados no son
comúnmente encontrados en la literatura.

1. Potencia de la sẽnal en ausencia de ruido
térmico:

En este caso la cuerda se encuentra a temperatura cero, esto
es, en ausencia de las fluctuaciones térmicas (pero con una
contribucíon disipativa). La ecuación de movimiento será en-
tonces

ψtt + 2βψt − c2ψxx =
1
ρ
F (x, t), (A.1)

donde cada uno de los términos representa una aceleración.
En este casoρ es la densidad lineal del medio,β ≡ (D/2ρ)
(Coeficiente de amortiguamiento),D coeficiente de friccíon,
c velocidad de la luz yF (x, t) es el forzamiento inducido
sobre un extremo de la cuerda, dado por:

F (0, t) = F0e
−iωt, (A.2)

conF0 representando la amplitud de la señal yω su frecuen-
cia.

Una solucíon para la Ec.(A.1) viene dada por:

ψ(x, t) = φ(x)e−iωt, (A.3)

la cual satisface condiciones de frontera

ψ(0, t) = Ψ0e
−iωt, ψ(∞, t) = 0. (A.4)

Sustituyendo (A.3) en (A.1) encontramos queφ(x) viene
dada por un pulso de la forma:

φ(x) =
[
c1e

−izx + c0e
izx − F0

ρc2z2

]
, (A.5)

siendoc0 y c1 constantes de interpretación y z el número
complejo:

z =

√
ω2 + 2iβω

c2
= keiα = a + ib, (A.6)

con

k2 =

√(
ω2

c2

)2

+
(

2βω

c2

)2

; 2α = arctan
(

2β

ω

)
(A.7)

a ≡ k cos α; b ≡ k sin α. (A.8)

Con estas consideraciones es fácil notar que el t́ermino pro-
porcional ac1, en (A.5) crece exponencialmente con la dis-
tancia de propagación. Esto implica quec1 = 0 en (A.5).
Además, utilizando la condición de frontera enx = 0, obte-
nemos que

c0 = Ψ0 +
F0e

−2iα

ρc2k2
.

La solucíon se reduce a

ψ(x, t) =
[
c0e

iaxe−bx − F0e
−2iα

ρc2k2

]
e−iωt. (A.9)

La potencia de la señal (Ps) es calculada mediante la re-
lación:

Ps = 〈|ψt|2〉, (A.10)

donde〈〉 denota el promedio temporal.
Luego de llevar a cabo el algebra obtenemos que la po-

tencia de la sẽnal como funcíon de la frecuencia y posición
es

Ps(x, ω) = pe−bx − ue−bx cos(ax + 2α)

+ r(1− 2e−bx cos(ax)), (A.11)

las cantidadesp, u, r, a y b quedan completamente definidos
en t́erminos de los parámetros del sistema, como

p = ω2Ψ2
0 +

2ω2Ψ0F0 cos(2α)

ρ
√

ω4 + 4β2ω2

+
F 2

0 ω2

ρ2(ω4 + 4β2ω2)
, (A.12)

u =
2ω2Ψ0F0

ρ
√

ω4 + 4β2ω2
, (A.13)

r =
F 2

0 ω2

ρ2(ω4 + 4β2ω2)
, (A.14)

a = 4

√
ω4 + 4β2ω2

c4
cos

[
1
2

arctan
(

2β

ω

)]
, (A.15)

b = 4

√
ω4 + 4β2ω2

c4
sin

[
1
2

arctan
(

2β

ω

)]
. (A.16)
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2. Potencia del ruido t́ermico. Relacíon sẽnal-
ruido

En ausencia de señal y bajo la presencia de ruido térmico, la
ecuacíon del sistema es,

ψtt + 2βψt − c2ψxx =
1
ρ
f(t), (A.17)

donde el t́erminof(t), representa un ruido blanco Gaussiano
centrado en el origen, y que, satisface una relación de fluc-
tuacíon-disipacíon a una temperaturaT dada por:

〈f(t)f(t′)〉f = 2ρ2βKBTδ(t− t′), (A.18)

dondeKB es la constante de Boltzmann,ρ es densidad lineal
del medio yT representa la temperatura en grados Kelvin.

Para resolver la Ec.(A.17) aplicamos transformada de La-
place, obteniendo

(s2 + 2βs) ˜ψ(x, s)− (s + 2β)ψ(x, 0)

− ψt(x, 0)− c2 d2ψ̃

dx2
=

1
ρ
f̃(s). (A.19)

En este casoψ(x, 0) = ψt(x, 0) = 0. Aśı tendremos

d2ψ̃(x, s)
dx2

−
(

s2 + 2βs

c2

)
ψ̃(x, s)=− 1

ρc2
f̃(s), (A.20)

haciendo

A2 ≡
(

s2 + 2βs

c2

)

y M ≡ −1/ρc2, la Ec. (A.20) seŕa reescrita como

d2ψ̃

dx2
−A2ψ̃ = Mf̃(s). (A.21)

La solucíon de la Ec. (A.21) consta de una parte homogénea
más una parte particular. En nuestro caso solo estamos in-
teresados en la parte estacionaria (solución particular) de la
solucíon, ya que la parte transitoria no aporta información
relevante de la señal. La solucíon particular seŕa

G(s) =
M

A2
f̃(s) =

f̃(s)
ρ(s2 + 2βs)

. (A.22)

Tomando la tranformada inversa de Laplace, obtendremos

ψ(x, t) = ĺım
t→∞

1
2βρ

t∫

0

f(τ)[1− e−2β(t−τ)]dτ. (A.23)

Derivando (A.23) respecto al tiempo y calculando su cua-
drado, obtenemos respectivament

ψt(x, t) = ĺım
t→∞

1
ρ

t∫

0

f(τ)e−2β(t−τ)dτ, (A.24)

y

ψ2
t (x, t) = ĺım

t,t′→∞
e−4βt

ρ2

×
t∫

0

t′∫

0

f(τ)f(τ ′)e2βτe2βτ ′dτdτ ′. (A.25)

Si ahora calculamos el promedio térmico,〈〉f , obtenemos

〈ψ2
t (x, t)〉f = ĺım

t,t′→∞
e−4βt

ρ2

×
t∫

0

t′∫

0

〈f(τ)f(τ ′)〉fe2βτe2βτ ′dτdτ ′, (A.26)

sustituyendo la Ec.(A.18) en la Ec.(A.26), encontramos

〈ψ2
t (x, t)〉f = 2βKBT ĺım

t,t′→∞
e−4βt

×
∫ t

0

∫ t′

0

δ(τ − τ ′)e2βτe2βτ ′dτdτ ′, (A.27)

y luego de resolver las integrales,

〈ψ2
t (x, t)〉f = ĺım

t→∞
KBT

2
(
1− e−4βt

)
. (A.28)

Al evaluar el ĺımite la potencia del ruido queda expresada co-
mo

Pr = 〈v2(x, t)〉f =
KBT

2
. (A.29)

Finalmente la SNR del canal continuo se expresa en ge-
neral como

SNR(ω, T, x) = log10

[
2Ps

KBT

]
dB. (A.30)
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