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Umbral de percolacibn en las redes de Kagom@y Dice
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Se presenta en este trabajo una manera alternativa de calcular los umbrales de perdelaniaces y sitios en la red de Kago(K) y

en la red de Dice (D). La metodol@gse basa en considerar la estructura t@gioh deéstas redes y caracterizarlas mediante una @anci
polinomial que proveen las estructuragsrsimples, como los son: la red cuadrada (C), la red triangular (T) y la red hexagonal (H). Para
obtener las funciones polinomiales de percdladie las redes C, Ty H, se usaédaiica de hacer crecer pedas celdas finitas y determinar
exactamente la ocupdci de enlaces(sitios). El umbral de percoldm se obtiene a tré&s de dos r@todos con el objetivo de comparar y
validar los resultados. Se usa escalamiento defiarfinito y se consideran correcciones a las leyes @tstats de escala en cada caso. La
técnica permite determinar en forma independiente el umbral de pefootacto para el problema de enlaces, como de sitios. Los resultados
obtenidos para el umbral de percofatide enlaces (sitios) para la red K®52440516 (0.65270365) y para la red de D €8.47559502
(0.58504625).

Descriptores: Percolacbn; umbral de percolagn; red Kagors.

An alternative way to calculate percolation thresholds of bonds and sites on Kagome (K) and Dice (D) lattices are presented. The methodology
used is based on considering the topological structures of these lattices and characterize them by a polynomial function provided by the
simplest structures, as are the square lattice (C), the triangular lattice (T), and the hexagonal lattice (H). To obtain the polynomial functions
associated to C, T, and H, the technique associated to the growth of small cells is used to determine the exact finite occupation of bonds (o
sites). The percolation threshold is obtained through two methods in order to compare and validate results. Techniques related to finite size
of lattices are used, including the asymptotic corrections to the laws of scale in each case. The technique allows independently know the
percolation threshold for both the problem of bonds, such as sites. The results obtained for the bond (site) percolation threshold for the K
lattice is0.52440516 (0.65270365) and for D lattice i90.47559502 (0.58504625).

Keywords: Percolation; percolation threshold; Kagenattice.
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1. Introducciony Teoria percolacbn caracterizada por un polinomio que la representa
[21,22-24]. A traes de esta funén, se pueden obtener varios

El fenbmeno de percolagn describe de manera simple una pafametros asociados al comportamiento de la traisjcio-

variedad de sistemas complejos. Su graritn esh basado  mo algunos exponentesiticos y el umbral de percolam.

en algunos elementos que lo contienen, tales como, aleatba metodologa se basa en estudiar el comportamiento de

riedad, transid@n de fase y criticalidad [1-5]. La percola@ci  |a sucesin de celdas en eirhite termodimico, aplicando

puede ser estudiada mediante la intéyacintre sus enlaces la técnicas de escalamiento para sistemas finitos para ambos

(E) 6 sitios (S) en una red; en ambos casos, se trata de yroblemas de EXS). La idea hsica al considerar esta meto-

problema de conectividad. doloda, es que cada celda pegaeesh representada por una
Este problema puede ser resuelto mediante simulaciondgncion polinomial de percolaén, cuyos coeficientes corres-

numericas sobre redes Arquimedianas de granfemfg:12],  ponden a la ocupatn de E 6 S) que en ella percolan en una

donde entre otros pametros, se calcula el punto exacto don-direccbn. De este modo, para una celda de &, esta

de la red se vuelve percolante al ir aumentando la oc@ipaci funcion de percolaéin queda expresada como:

de E © S). Por otro lado, la obter@m del umbral de percola- N

cion, tambén puede ser resuelto en forma exacta mediante la N—

resolucon de una ecuagn polinomial, basada originalmente fg(S) (Lz,p) = Z 9E<S>(L)pL(1 AR ©

en la transformadin triangulo-estrella propuesta por Sykes L=k

y Essam [1-2]. Estéétnica ha sido desarrollada actualmen-  DondeG es una geomét cualquiera, en este caso C,

te por Ziff y Scullard y ha sido aplicada a diferentes redesT 6 H ya sea para el problema de &%). L, representa la

Arquimedianas [13-18] y cuyos resultados para el umbral déongitud ninima de percolaéin en la direcdn x, siendo la

percolacbn obtenidos con gran predsi, sirven como refe- |ongitud maxima de percoladn cuando la celda éstom-

rencia para otras metodoliag, ya sea arigicas [19-25], co-  pletamente ocupada cuyo valor &5 Asi, una longitud de

mo nunericas. percolacdbn cualquieral esh en elrangd., < L < N. La
Una manera alternativa de obtener el umbral de percoprobabilidad que un E6(S) esé ocupado se representa por

lacion, corresponde al estudio creciente de pégaeceldas la variablep y si esh desocupado pdr— p. Los coeficientes

de una red (C, © H), que permite obtener una fuboide  gg g (L), representan elimero de longitudes de percola-
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FIGURA 1. Construcadn de celdas para el problema de percdade enlaces (sitios) a,d) Cuadradas, b,e) Triangulares y c,f) Hexagonales.

cibn con E 6 S) ocupados en la celda. Para determinar esal ser su red dual [19]. Unaisqueda bibliodifica respecto
tos coeficientes, se contruye un algoritmo computacional mede algunos resultados nénicos y anaticos sobre el umbral
diante enumeraén de E 6 S) de la celda y un contador los de percolad@n de sitios en la red D, se pueden encontrar en
determina en funéin deL. A medida que crece la celda, es- trabajos desarrollados por Yonezawa [6-7] y Parviainen [25],
te nimero crece cada vez, con lo cual se requiere de muchestelltimo usando teda de grafos. Un trabajo &s recien-
tiempo de proceso déalculo computacional. Se debe hacerte [26] determina con mayor predisi el umbral de percola-
notar que se trata de un proceso computacionaladt®uilo  cion de sitios en la red D en forma nénca.

exacto de coeficientes y no de una simdaanunerica. Fi- El interés del autor en estudiar la red K y D consiste en

nalmente, obtenidos todos los coeficientes paratodeuna |3 dualidad existente, esto permite de antemano validar los
celda, la funan de percoladin resulta ser un polinomio Cu- regyltados obtenidos a téwde la metodoldg en forma in-

yo rango se ubica entfe0 — 1.0. Para ilustrar los conceptos  gependiente. Por otro lado, los puntos de red a primeros ve-
mencionados anteriormente, la Fig. 1 muestra las celdas pagghos en K est. en tanto que para D es mixtay 6, lo cual

el problema de enlaces (Fig. 1a-c) y para el problema de siqyestra un componente topgico que no ocurre en otras re-
tios (Fig. 1d-f) en las redes C, Ty H respectivamente. En efjes gj. triangular-hexagonal). Finalmente, la motivacitas
primer caso, la dobleriea corresponde a la longitudmima  jportante consiste en determinar de una maneratizazd

de percoladin y en el segundo cagste paametro se ilustra  fenomenabgica el umbral de percoldmi de la red D, dado
mediante color gris. En este sentido, cada celda se |dent|f|cqe\Lje $lo se conocen resultados néritos para ella.

por su longitud rmima de percoladn L, y su funcbn de . . .
percolacbn de acuerdo a la Ec. (1). No se han ilustrado la Aqui se pre§fenta una alternativa para d.etermlnar el um-
celdas restantes que son consideradas en el presente trab% @I de percola}up de sitios en lared D. La idea se pasa en
las cuales se enumeran a continbacipara EL, = 4 en la ohce_ptos topdugicos que otr0§ a.“‘,or_es [27] han apllca_do al
red CyL, — 4,5 en las redes T y H. Finalmente para S, estudio de umbrales de percolati Basicamente se conside-
L, —6enlaredC. ra la forma como se construye la red en el plano, tal como lo

El presente trabajo consiste en determinar el umbral dgustra la Fig. 2. Se ha usado la red de Kagoii), (3,6.3,6)

percolachn de E 6 S) en la red de Kagoa(K) y en la red como referencia, dado que se conoce itinamente el um-

de Dice (D) mediante la fungh de percolaéin y usando una gﬁladecgicfiae(;g S)es ?er]sliﬁZZ(EiS]}oelfe\slz)ltsdaL;anTrfifTi?:-i
misma metodolog de @lculo. Aqu se propone, una forma gay P prop i

indirecta de obtener la furfm de percoladin para las redes entre paentesis corresponde a la notatide Giinbaum y

Ky Dy por lo tanto, evitar calcular los coeficientgs ., Shepha.rd [28] para la red K. .
indicados en la Ec. (1) que requieren de mucho proceso com- La Fig. 2arepresenta lared K, en tanto la Fig. 2b lared D.
putacional. En ambas figuras, se observa que la repmtigierbdica en
Scullard y Ziff [15] mediante el estudio de un doble €l plano de las estructuras@dicas mostradas en color gris
triangulo - estrella, han derminado en forma exacta el umgenera las redes, siendo aquella que contiene dos plaquetas
bral de percolaéin de enlaces de la red K, cuyo valor estriangulares y una hexagonal la generadora de lared Ky la
0.5244087 . ... Por otro lado, el umbral de percolanide en- ~ €structura formada por tres romboides la generadora de la
laces en la red D es el complemento de la red K de enlace&d D.
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FIGURA 2. Estructuras asicas generadores érreglos) que generan en el plano las redes Ky D.

Para desarrollar laidea ligada a un sistema percolativo, s#e/. Ellos se calculan mediante dos procedimientos indepen-
ha agregado en la Fig. 2, la fubaide percoladin asociadaa dientes, de la siguiente manera:
cada construcon mas simple C, Ty Hf¢ = fg(s) (Ls, D)),

(f7 = fg(s) (Ly,p)) y (ff = fg(s)(Lx,p)), entendéndo Forma 1 (F1): Obteniendo la segunda derivada de la
que la estructura mayor, puede ser representada por la com-  funcion de percolaéin f%-P(¢,p), paraE 6 S) y de-
binacbn deéstas funciones de percolani En este sentido, terminar el valoqz)frff’D(E) para la cual se anula.

se considera que el umbral de percdagpuede tratarse co-

mo un paametro topdbgico, cuya dependencia es directa con Forma 2 (F2): Calculando la probabilidad que un
las estructurasdsicas generadoras. Este concepto, ha sido E (6 S) pertenezca al dominio percolante y deter-
usado en redes Arquimedianas [29] y otras gedae{B30] minar el valor para el cual se satisface la ecb@ci
para obtener una furfm de probabilidad que representa la FEP U, pren) = prai’ (0).

frustracbn de redes con interacciones de intercambio mixtas

ferromagrticas y antiferramagticas [31]. De este modo, Como se puede ver, en ambos casos se trata de resol-
se define adua funcion de percoladin para la red K de la  ver un polinomio de grado mayor en el intervalo [0.0-1.0], el
siguiente manera: cual se realiza mediante un software m&éoo de libre dis-

K [ eT 2 H posicbn wxMaxima. Para obtener el umbral de percdaci
T (Laip) = [fe) (Lo P X [fis) (Lo )] (2) en el imite termodi@micop., en cada geomés y para el
donde(L,) = ¢ representa el promedioinimo de la lon-  problema de E{ S), se realiza un escalamiento de tama
gitud de percolaéin en la red K, provisto por log, de las  finito, considerando correcciones a las leyes aticdas de
redes generadoras. Almgamente, la funon de percolaéin  escala. Este tema, se viene desarrollando desde hace tiem-
para la red D se define como: po [32] y ha adquirido una gran relevancia en la actualidad,
2 (0p) = 1fS . (La,p)? 3) dado que inersos é;modos nur_t'aricos suponen que se pue-
E) WP Es)\Fa P)I de extraer informadin de un sistema infinito, extrapolando
En base a los argumentos expresados anteriormente, &hcomportamiento de un sistema finito de téimareciente.
funcion de percoladin de enlaces en la red K de menor ta-Es aql donde se ha observado, que la corrécgiuede ser
mafio se expresan comyd; (2,p) = [fL£(2,p))* x [fH(2,p)] no despreciable [33-35]. Usando la defibitpropuesta en la
siendo un polinomio de gradid. Del mismo modo, la fun- Ref. 33 a esta corredm, se tiene:
cion de percolaéin de enlaces en la red K de mayor téima
se expresa comgX (5,p) = [f5(5,p)]2 x [fH(5,p)] sien-  piy”(ren)(€,p) = poo + £V (a+ b7+ el724) , (4)
do un polinomio de grado 99. La metodolagermite ana-
lizar los arreglos asi@tricos cuando las longitudesmmas  dondev es el exponente itico cuyo valor est/3 para sis-
de percoladn de las redes generadorhgs son diferentes. temas bidimensionales y las constanigs c, .. son paame-
En este trabajotdo se consideran los paré¢s,, L, + 1), tros de ajuste. En este trabajo, se considera para todos los
con esto, se obtienen longitudes promediosnimos efectos de &@lculo, una aproximadn de segundo orden en la
¢ = 2.0,2.5,3.0,3.5,4.0,4.5,5.0 para la red K de E y ecuaocbn anterior. De modo que:
¢ =2.0,2.5,3.0,3.5,4.0 para la red K de S. El mismo pro-
cedimiento se aplica en la red D en®&S) con las celdas C. X = Pi{ff’D(ren) (0,p) = poo = L (a+b07Y) . (5)
Los polinomios obtenidos para las funciones de perootaci
en cada caso, son de grado creciente, lo cual permite deter- En la pbxima secdn se informan los resultados obteni-
minar con precigin los umbrales de percolaci en funcbn  dos para los umbrales de percofatie E y S en las redes K
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y D usando la metodoldg propuesta anteriormente. Las fun
ciones de percoladn para estas geomets se han calculado
de acuerdo a las Ecs. (2) y (3) provistas por la topalaigs-

W. LEBRECHT

- provistas por las funciones de percotatide las celdas de
redes Ty H provistas por la Fig. 1 y combinadas mediante la
Ec. 2. En el caso del umbral de percofacie sitios, los gra-

crita en la Fig. 2. La Ec. (5) determina el umbral de percolados polinomiales fluctuaron entt€ y 62. Los umbrales de
cion en el Imite termodidmico. Por otro lado, las funciones percolacbn para cadd en la red K, se determinan mediante
de percoladn de las estructurasam simples, en las redes las formas F1 y F2 explicadas anteriormente. Los resultados
C, Ty H, han sido calculadas usando la Fig. 1 y realizand@n el imite termodifamico eshn presentados en la Fig. 3.

el procedimiento descrito a partir de la Ec. (1). De este mo€omo se puede observar, para la red K, el umbral de perco-

do, la idea es validar la presente metodadogpn los valores

bien conocidos e informados para la red K, tanto pata3(

y a continuadn, aplicar directamente este procedimiento
la red de D, para determinar en formariea el umbral de

percolacdbn para E§ S).

2. Resultados
2.1. RedK

Para determinar el umbral de percotatide enlaces en la red
K, se usaron funciones polinomiales de grado enirg 99

lacion de E 6 S) €s0.52440516 (6 0.65270365), mostrando
un mejor ajuste lineal de la variableen la F1.

a
2.2. RedD

Para determinar el umbral de percofacide enlaces en lared
D, se usaron funciones polinomiales de grado emirg 75
provistas por la funciones de percofartide las celdas de la
red C provistas por la Fig. 1 y combinadas mediante la Ec. 3.
En el caso del umbral de percolanide sitios, los grados
polinomiales fluctuaron entes8 y 108. Los umbrales de per-
colacbn para cadéd en la red D, se determinan mediante las
formas F1y F2 explicadas anteriormente. Los resultados en
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FIGURA 3. Umbral de percolaéin de enlaces y sitios de la red K,
gue caracterizan su estructura.
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FIGURA 4. Umbral de percoladin de enlaces y sitios de la red D, calculada indirectamente por funciones polinomiales de la red C que

caracterizan su estructura.

calculada indirectamente por funciones polinomiales de las redes Ty H

0.80
o
078 | |4 Pinf .
¢ pren Pt
0.76 - i
¥
0.74 o * Prn=0.29274318y +0.58504625
0.72 R’ = 0.99951940
P LA
©00.70 - T S
ok
0.68 - At
0.66 Puns = 0.16858813 + 0.58504625
0.64 - R® = 0.99883282
0624 . ..
Dice Sitios
0.60 ‘ ‘ ‘
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
x

Rev. Mex. Fis59(2013) 1-5



UMBRAL DE PERCOLACION EN LAS REDES DE KAGOME Y DICE 5

el limite termodimico eshn presentados en la Fig. 4. Como de escala, usando la Ec. (4). El resultado calculado para la red

se puede observar, para la red D, el umbral de percoiatz
E (6 S) es0.47559503 (6 0.58504625), mostrando un buen
ajuste lineal respecto de la variableen ambas formas F1y
F2.

3. Conclusiones

Se ha propuesto una forma alternativa y ital (6 fenome-
nologica) de obtener los umbrales de percdade las redes
Ky D para E ¢ S). Esta idea eatbasada en la topolagde
cada una de las redes K y D al considerar la constbucci
de las mismas, mediante la combirtacide redes C, Ty H
como ilustra la Fig. 2. Se ha definido una fumtide percola-
cion f,if(’sf)’ (¢, p) en base a la funoh de percolaéin de las re-
des generadoras, sienélel promedio de la longitud mima
de percolad@n. El umbral de percolaen en el imite termo-

KenE (6 S) esh de acuerdo con el resultado exacto propues-
to en la Ref. 15, lo cual valida la metodolag El resultado
calculado paralared D en E @<7559503, correspondiente
al complemento de la red K de enlaces por ser su red dual, el
cual ha sido obtenido en forma independiente en este traba-
jo. El resultado calculado para la red D en S)é8504625,
el cual esh en acuerdo con la Ref. 26 obtenida pdrtodos
NuUMericos.

Finalmente, esta metodoli@gpodia aplicarse a otras re-
des, tales como las Arquimedian@$, 4,3,4) y (3,4,6,4)
gue mantienen una misma distancia entre sus puntos de red.
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