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Umbral de percolación en las redes de Kagoḿe y Dice
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Se presenta en este trabajo una manera alternativa de calcular los umbrales de percolación de enlaces y sitios en la red de Kagomé (K) y
en la red de Dice (D). La metodologı́a se basa en considerar la estructura topológica deéstas redes y caracterizarlas mediante una función
polinomial que proveen las estructuras más simples, como los son: la red cuadrada (C), la red triangular (T) y la red hexagonal (H). Para
obtener las funciones polinomiales de percolación de las redes C, T y H, se usa la técnica de hacer crecer pequeñas celdas finitas y determinar
exactamente la ocupación de enlaces (ó sitios). El umbral de percolación se obtiene a través de dos ḿetodos con el objetivo de comparar y
validar los resultados. Se usa escalamiento de tamaño finito y se consideran correcciones a las leyes asintóticas de escala en cada caso. La
técnica permite determinar en forma independiente el umbral de percolación tanto para el problema de enlaces, como de sitios. Los resultados
obtenidos para el umbral de percolación de enlaces (sitios) para la red K es0.52440516 (0.65270365) y para la red de D es0.47559502
(0.58504625).

Descriptores:Percolacíon; umbral de percolación; red Kagoḿe.

An alternative way to calculate percolation thresholds of bonds and sites on Kagome (K) and Dice (D) lattices are presented. The methodology
used is based on considering the topological structures of these lattices and characterize them by a polynomial function provided by the
simplest structures, as are the square lattice (C), the triangular lattice (T), and the hexagonal lattice (H). To obtain the polynomial functions
associated to C, T, and H, the technique associated to the growth of small cells is used to determine the exact finite occupation of bonds (or
sites). The percolation threshold is obtained through two methods in order to compare and validate results. Techniques related to finite size
of lattices are used, including the asymptotic corrections to the laws of scale in each case. The technique allows independently know the
percolation threshold for both the problem of bonds, such as sites. The results obtained for the bond (site) percolation threshold for the K
lattice is0.52440516 (0.65270365) and for D lattice is0.47559502 (0.58504625).
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1. Introducción y Teoŕıa

El fenómeno de percolación describe de manera simple una
variedad de sistemas complejos. Su gran mérito est́a basado
en algunos elementos que lo contienen, tales como, aleato-
riedad, transicíon de fase y criticalidad [1-5]. La percolación
puede ser estudiada mediante la interación entre sus enlaces
(E) ó sitios (S) en una red; en ambos casos, se trata de un
problema de conectividad.

Este problema puede ser resuelto mediante simulaciones
numéricas sobre redes Arquimedianas de gran tamaño [6-12],
donde entre otros parámetros, se calcula el punto exacto don-
de la red se vuelve percolante al ir aumentando la ocupación
de E (́o S). Por otro lado, la obtención del umbral de percola-
ción, tambíen puede ser resuelto en forma exacta mediante la
resolucíon de una ecuación polinomial, basada originalmente
en la transformación triángulo-estrella propuesta por Sykes
y Essam [1-2]. Esta técnica ha sido desarrollada actualmen-
te por Ziff y Scullard y ha sido aplicada a diferentes redes
Arquimedianas [13-18] y cuyos resultados para el umbral de
percolacíon obtenidos con gran precisión, sirven como refe-
rencia para otras metodologı́as, ya sea analı́ticas [19-25], co-
mo nuḿericas.

Una manera alternativa de obtener el umbral de perco-
lación, corresponde al estudio creciente de pequeñas celdas
de una red (C, T́o H), que permite obtener una función de

percolacíon caracterizada por un polinomio que la representa
[21,22-24]. A trav́es de esta función, se pueden obtener varios
paŕametros asociados al comportamiento de la transición, co-
mo algunos exponentes crı́ticos y el umbral de percolación.
La metodoloǵıa se basa en estudiar el comportamiento de
la sucesíon de celdas en el lı́mite termodińamico, aplicando
la técnicas de escalamiento para sistemas finitos para ambos
problemas de E (ó S). La idea b́asica al considerar esta meto-
doloǵıa, es que cada celda pequeña est́a representada por una
función polinomial de percolación, cuyos coeficientes corres-
ponden a la ocupación de E (́o S) que en ella percolan en una
direccíon. De este modo, para una celda de tamaño N , esta
función de percolación queda expresada como:

fG
E(S)

(Lx, p) =
N∑

L=Lx

gE(S)(L)pL(1− p)N−L . (1)

DondeG es una geometrı́a cualquiera, en este caso C,
T ó H ya sea para el problema de E (ó S).Lx representa la
longitud ḿınima de percolación en la direccíon x, siendo la
longitud ḿaxima de percolación cuando la celda está com-
pletamente ocupada cuyo valor esN . Aśı, una longitud de
percolacíon cualquieraL est́a en el rangoLx ≤ L ≤ N . La
probabilidad que un E (ó S) est́e ocupado se representa por
la variablep y si est́a desocupado por1− p. Los coeficientes
gE(S)(L), representan el ńumero de longitudes de percola-
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FIGURA 1. Construccíon de celdas para el problema de percolación de enlaces (sitios) a,d) Cuadradas, b,e) Triangulares y c,f) Hexagonales.

ción con E (́o S) ocupados en la celda. Para determinar es-
tos coeficientes, se contruye un algoritmo computacional me-
diante enumeración de E (́o S) de la celda y un contador los
determina en función deL. A medida que crece la celda, es-
te ńumero crece cada vez, con lo cual se requiere de mucho
tiempo de proceso de cálculo computacional. Se debe hacer
notar que se trata de un proceso computacional de cálculo
exacto de coeficientes y no de una simulación nuḿerica. Fi-
nalmente, obtenidos todos los coeficientes para todoL de una
celda, la funcíon de percolación resulta ser un polinomio cu-
yo rango se ubica entre0.0− 1.0. Para ilustrar los conceptos
mencionados anteriormente, la Fig. 1 muestra las celdas para
el problema de enlaces (Fig. 1a-c) y para el problema de si-
tios (Fig. 1d-f) en las redes C, T y H respectivamente. En el
primer caso, la doble lı́nea corresponde a la longitud mı́nima
de percolacíon y en el segundo casoéste paŕametro se ilustra
mediante color gris. En este sentido, cada celda se identifica
por su longitud ḿınima de percolación Lx y su funcíon de
percolacíon de acuerdo a la Ec. (1). No se han ilustrado las
celdas restantes que son consideradas en el presente trabajo,
las cuales se enumeran a continuación: para ELx = 4 en la
red C yLx = 4, 5 en las redes T y H. Finalmente para S,
Lx = 6 en la red C.

El presente trabajo consiste en determinar el umbral de
percolacíon de E (́o S) en la red de Kagoḿe (K) y en la red
de Dice (D) mediante la función de percolación y usando una
misma metodoloǵıa de ćalculo. Aqúı se propone, una forma
indirecta de obtener la función de percolación para las redes
K y D y por lo tanto, evitar calcular los coeficientesgE(S)

indicados en la Ec. (1) que requieren de mucho proceso com-
putacional.

Scullard y Ziff [15] mediante el estudio de un doble
triangulo - estrella, han derminado en forma exacta el um-
bral de percolación de enlaces de la red K, cuyo valor es
0.5244087 . . .. Por otro lado, el umbral de percolación de en-
laces en la red D es el complemento de la red K de enlaces,

al ser su red dual [19]. Una búsqueda bibliogŕafica respecto
de algunos resultados numéricos y analı́ticos sobre el umbral
de percolacíon de sitios en la red D, se pueden encontrar en
trabajos desarrollados por Yonezawa [6-7] y Parviainen [25],
esteúltimo usando teorı́a de grafos. Un trabajo ḿas recien-
te [26] determina con mayor precisión el umbral de percola-
ción de sitios en la red D en forma numérica.

El inteŕes del autor en estudiar la red K y D consiste en
la dualidad existente, esto permite de antemano validar los
resultados obtenidos a través de la metodologı́a en forma in-
dependiente. Por otro lado, los puntos de red a primeros ve-
cinos en K es4, en tanto que para D es mixta,3 y 6, lo cual
muestra un componente topológico que no ocurre en otras re-
des (ej. triangular-hexagonal). Finalmente, la motivación más
importante consiste en determinar de una manera analı́tica o
fenomenoĺogica el umbral de percolación de la red D, dado
que śolo se conocen resultados numéricos para ella.

Aqúı se presenta una alternativa para determinar el um-
bral de percolación de sitios en la red D. La idea se basa en
conceptos topológicos que otros autores [27] han aplicado al
estudio de umbrales de percolación. Básicamente se conside-
ra la forma como se construye la red en el plano, tal como lo
ilustra la Fig. 2. Se ha usado la red de Kagomé (K), (3,6,3,6)
como referencia, dado que se conoce analı́ticamente el um-
bral de percolación de enlaces [15], ello valida la metodo-
loǵıa y comprueba los resultados propuestos. La numeración
entre paŕentesis corresponde a la notación de Gr̈unbaum y
Shephard [28] para la red K.

La Fig. 2a representa la red K, en tanto la Fig. 2b la red D.
En ambas figuras, se observa que la repetición períodica en
el plano de las estructuras básicas mostradas en color gris
genera las redes, siendo aquella que contiene dos plaquetas
triangulares y una hexagonal la generadora de la red K y la
estructura formada por tres romboides la generadora de la
red D.
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FIGURA 2. Estructuras b́asicas generadores (ó arreglos) que generan en el plano las redes K y D.

Para desarrollar la idea ligada a un sistema percolativo, se
ha agregado en la Fig. 2, la función de percolación asociada a
cada construcción más simple C, T y H (fC = fC

E(S)
(Lx, p)),

(fT = fT
E(S)

(Lx, p)) y (fH = fH
E(S)

(Lx, p)), entendíendo
que la estructura mayor, puede ser representada por la com-
binacíon deéstas funciones de percolación. En este sentido,
se considera que el umbral de percolación puede tratarse co-
mo un paŕametro topoĺogico, cuya dependencia es directa con
las estructuras b́asicas generadoras. Este concepto, ha sido
usado en redes Arquimedianas [29] y otras geometrı́as [30]
para obtener una función de probabilidad que representa la
frustracíon de redes con interacciones de intercambio mixtas
ferromagńeticas y antiferramagnéticas [31]. De este modo,
se define aqúı la función de percolación para la red K de la
siguiente manera:

fK
E(S)

(〈Lx〉, p) = [fT
E(S)

(Lx, p)]2 × [fH
E(S)

(Lx, p)] , (2)

donde〈Lx〉 = ` representa el promedio mı́nimo de la lon-
gitud de percolación en la red K, provisto por losLx de las
redes generadoras. Análogamente, la función de percolación
para la red D se define como:

fD
E(S)

(`, p) = [fC
E(S)

(Lx, p)]3 . (3)

En base a los argumentos expresados anteriormente, la
función de percolación de enlaces en la red K de menor ta-
mãno se expresan comofK

E (2, p) = [fT
E (2, p)]2× [fH

E (2, p)]
siendo un polinomio de grado15. Del mismo modo, la fun-
ción de percolación de enlaces en la red K de mayor tamaño
se expresa comofK

E (5, p) = [fT
E (5, p)]2 × [fH

E (5, p)] sien-
do un polinomio de grado 99. La metodologı́a permite ana-
lizar los arreglos asiḿetricos cuando las longitudes mı́nimas
de percolacíon de las redes generadorasLx son diferentes.
En este trabajo śolo se consideran los pares(Lx, Lx + 1),
con esto, se obtienen longitudes promedios mı́nimos
` = 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 4.5, 5.0 para la red K de E y
` = 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0 para la red K de S. El mismo pro-
cedimiento se aplica en la red D en E (ó S) con las celdas C.
Los polinomios obtenidos para las funciones de percolación
en cada caso, son de grado creciente, lo cual permite deter-
minar con precisíon los umbrales de percolación en funcíon

de`. Ellos se calculan mediante dos procedimientos indepen-
dientes, de la siguiente manera:

Forma 1 (F1): Obteniendo la segunda derivada de la
función de percolación fK,D(`, p), para E (́o S) y de-
terminar el valorpK,D

inf (`) para la cual se anula.

Forma 2 (F2): Calculando la probabilidad que un
E (ó S) pertenezca al dominio percolante y deter-
minar el valor para el cual se satisface la ecuación
fK,D(`, pren) = pK,D

ren (`).

Como se puede ver, en ambos casos se trata de resol-
ver un polinomio de grado mayor en el intervalo [0.0-1.0], el
cual se realiza mediante un software matemático de libre dis-
posicíon wxMaxima. Para obtener el umbral de percolación
en el ĺımite termodińamicop∞ en cada geometrı́a y para el
problema de E (́o S), se realiza un escalamiento de tamaño
finito, considerando correcciones a las leyes asintóticas de
escala. Este tema, se viene desarrollando desde hace tiem-
po [32] y ha adquirido una gran relevancia en la actualidad,
dado que diversos ḿetodos nuḿericos suponen que se pue-
de extraer información de un sistema infinito, extrapolando
el comportamiento de un sistema finito de tamaño creciente.
Es aqúı donde se ha observado, que la corrección puede ser
no despreciable [33-35]. Usando la definición propuesta en la
Ref. 33 a esta corrección, se tiene:

pK,D
inf (ren)(`, p) = p∞+ `−1/ν(a+ b`−1 + c`−2 + ...) , (4)

dondeν es el exponente crı́tico cuyo valor es4/3 para sis-
temas bidimensionales y las constantesa, b, c, .. son paŕame-
tros de ajuste. En este trabajo, se considera para todos los
efectos de ćalculo, una aproximación de segundo orden en la
ecuacíon anterior. De modo que:

χ = pK,D
inf (ren)(`, p)− p∞ = `−1/ν(a + b`−1) . (5)

En la pŕoxima seccíon se informan los resultados obteni-
dos para los umbrales de percolación de E y S en las redes K
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y D usando la metodologı́a propuesta anteriormente. Las fun-
ciones de percolación para estas geometrı́as se han calculado
de acuerdo a las Ecs. (2) y (3) provistas por la topologı́a des-
crita en la Fig. 2. La Ec. (5) determina el umbral de percola-
ción en el ĺımite termodińamico. Por otro lado, las funciones
de percolacíon de las estructuras más simples, en las redes
C, T y H, han sido calculadas usando la Fig. 1 y realizando
el procedimiento descrito a partir de la Ec. (1). De este mo-
do, la idea es validar la presente metodologı́a con los valores
bien conocidos e informados para la red K, tanto para E(ó S)
y a continuacíon, aplicar directamente este procedimiento a
la red de D, para determinar en forma teórica el umbral de
percolacíon para E (́o S).

2. Resultados

2.1. Red K

Para determinar el umbral de percolación de enlaces en la red
K, se usaron funciones polinomiales de grado entre15 y 99

provistas por las funciones de percolación de las celdas de
redes T y H provistas por la Fig. 1 y combinadas mediante la
Ec. 2. En el caso del umbral de percolación de sitios, los gra-
dos polinomiales fluctuaron entre12 y 62. Los umbrales de
percolacíon para cadà en la red K, se determinan mediante
las formas F1 y F2 explicadas anteriormente. Los resultados
en el ĺımite termodińamico est́an presentados en la Fig. 3.
Como se puede observar, para la red K, el umbral de perco-
lación de E (́o S) es0.52440516 (ó 0.65270365), mostrando
un mejor ajuste lineal de la variableχ en la F1.

2.2. Red D

Para determinar el umbral de percolación de enlaces en la red
D, se usaron funciones polinomiales de grado entre15 y 75
provistas por la funciones de percolación de las celdas de la
red C provistas por la Fig. 1 y combinadas mediante la Ec. 3.
En el caso del umbral de percolación de sitios, los grados
polinomiales fluctuaron entre48 y 108. Los umbrales de per-
colacíon para cadà en la red D, se determinan mediante las
formas F1 y F2 explicadas anteriormente. Los resultados en

FIGURA 3. Umbral de percolación de enlaces y sitios de la red K, calculada indirectamente por funciones polinomiales de las redes T y H
que caracterizan su estructura.

FIGURA 4. Umbral de percolación de enlaces y sitios de la red D, calculada indirectamente por funciones polinomiales de la red C que
caracterizan su estructura.
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el lı́mite termodińamico est́an presentados en la Fig. 4. Como
se puede observar, para la red D, el umbral de percolación de
E (ó S) es0.47559503 (ó 0.58504625), mostrando un buen
ajuste lineal respecto de la variableχ en ambas formas F1 y
F2.

3. Conclusiones

Se ha propuesto una forma alternativa y analı́tica (ó fenome-
nológica) de obtener los umbrales de percolación de las redes
K y D para E (́o S). Esta idea está basada en la topologı́a de
cada una de las redes K y D al considerar la construcción
de las mismas, mediante la combinación de redes C, T y H
como ilustra la Fig. 2. Se ha definido una función de percola-
ciónfK,D

E(S)
(`, p) en base a la función de percolación de las re-

des generadoras, siendo` el promedio de la longitud ḿınima
de percolacíon. El umbral de percolación en el ĺımite termo-
dinámico se ha establecido usando escalamiento de tamaño
finito y considerando las correcciones a las leyes asintóticas

de escala, usando la Ec. (4). El resultado calculado para la red
K en E (́o S) est́a de acuerdo con el resultado exacto propues-
to en la Ref. 15, lo cual valida la metodologı́a. El resultado
calculado para la red D en E es0.47559503, correspondiente
al complemento de la red K de enlaces por ser su red dual, el
cual ha sido obtenido en forma independiente en este traba-
jo. El resultado calculado para la red D en S es0.58504625,
el cual est́a en acuerdo con la Ref. 26 obtenida por métodos
numéricos.

Finalmente, esta metodologı́a podŕıa aplicarse a otras re-
des, tales como las Arquimedianas(32, 4, 3, 4) y (3, 4, 6, 4)
que mantienen una misma distancia entre sus puntos de red.
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