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Solución general de la ecuacíon de Navier-Stokes para describir la dińamica de un
fluido viscoso homoǵeneo en una tubeŕıa abierta
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En este artı́culo se presenta un análisis en t́erminos de partı́culas para la solución unidimensional de la ecuación de Navier-Stokes bajo
condiciones de frontera que permite describir un fluido de una tuberı́a en la industria petrolera.

Descriptores:Análisis en t́erminos de particulas; ecuación de Navier-Stokes.

This paper presents a particle analysis of the unidimentional solution of the Navier-Stokes equation with border conditions which lets to
describe a fluid on a petroleum industry pipe.
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1. Introducción

En este artı́culo se plantea el problema de modelar la dinámi-
ca de un fluido viscoso compresible que viaja a través de un
sistema de tuberı́as en circuito abierto, esto es, se desarrolla
la solucíon del comportamiento de un fluido que viaja en una
sola direccíon teniendo presente sus caracterı́sticas f́ısicas.

El punto de partida del problema se da en el momento
en el que se elige un ejemplo real que sucede en un proce-
so espećıfico de la industria petrolera, y es el de transportar
gas amargo a través de distancias muy largas donde eso im-
plica tener estaciones de compresión a cierta distancia como
indican las normas que a esto corresponde (14 km), lo más
interesante de este ejemplo es que la tuberı́a que debe ser
subterranea y no se extiende de manera uniforme, es decir,
debido a muchos factores ya sea del subsuelo o por motivo
de cruzamiento de la ruta por otras lı́neas de tuberı́as, por
rı́os o carreteras provoca desviaciones como las que se mues-
tran en la Fig. 1, se les llamacruzamientosen ingenieŕıa de
disẽno, cuyas desviaciones generanpuntos de rupturaque no
son ḿas que la sección de tubeŕıa que se degrada para efec-
tuar un cambio de nivel. Hasta este punto el análisis se torna
complicado ya que al observar la dinámica del fluido que las
part́ıculas toman en los cambios de nivel se destaca la difi-
cultad de modelar y ḿas áun de obtener la solución de tal
comportamiento.

Ahora bien, el fluido en estudio (gas amargo) cuyas ca-
racteŕısticas de homogeneidad y compresibilidad resultan ser

interesantes pero a la vez complicadas desde un nivel de
part́ıculas debido a la composición del mismo (gas metano,
propano, butano, etano, acido sulfhı́drico), torna áun más in-
teresante su estudio.

Ha de tomarse en cuenta que la tuberı́a se supone lisa (sin
rugosidad) y que el medio continuo se concibe en partı́culas
elementales cuyo análisis se realiza de manera local, es decir,
se busca la descripción a trav́es de su expresión más elemen-
tal, donde las condiciones de frontera suponen que el viaje de
las part́ıculas a trav́es de la tuberı́a es a una distancia cons-
tante entre una y otra, cuyas dinámicas son hasta cierto punto
independientes.

En base a los conocimientos de mecánica de fluidos [1-4],
en los cuales se engloban los matemáticos y los f́ısicos se de-
be plantear un modelo que describa la dinámica de un flui-
do y con ello la solucíon, que muestre el comportamiento en
términos de partı́culas en su estado estacionario y transitorio,
se procede a desarrollar el modelo a partir de las ecuaciones

FIGURA 1. Seccíon de tubeŕıa seleccionada para el estudio del flui-
do.
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ciones de fluidos viscosos con caracterı́sticas homoǵeneas de
Navier-Stokes [13].

2. Tratamiento del modelo mateḿatico

La expresíon más general de la ecuación de Navier-Stokes es:

ρ

(
∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u

)
= −∇P

+ λ∇ (∇ · ~u) + µ∆~u + fc (x, t) (1)

donde:
P : Presíon del compresor a través de la tuberı́a
λ : Constante

Sin embargo, cuando el fluido es incomprensible pero
viscoso, la ecuación anterior se simplifica bastante pues se
cumplen las siguientes condicionesdρ/dt = 0, ∇ · ~u = 0,
fc(x, t) = 0 (porque se desprecia el efecto de las fuerzas
externas) que significa que debe existir homogeneidad en la
densidad. Lo que lleva a resolver la siguiente ecuación de Na-
vier - Stokes para fluidos viscosos:

k∇2~u−∇P − ~u · ∇~u =
∂~u

∂t
(2)

conk = µ/ρ y donde:
µ : Paŕametro de viscosidad del fluido
ρ : Densidad del fluido
~u : Vector de velocidad
∇~u : Término convectivo

Si definimos el vector de velocidad~u como sigue:

~u = uj ≡ {ux.uy, uz}

la Ec. (2) se puede expresar como:

k
∂2uj

∂x2
i

− ui
∂uj

∂xi
− ∂P

∂xj
=

∂uj

∂t
(3)

Como se considera que la partı́cula se desplaza de manera
unidimensional, la Ec. (3) se reescribe como:

∂

∂x

[
k

∂u

∂x
− u2

2
− P

]
=

∂u

∂t
(4)

donde se observa que

k
∂u

∂x
− u2

2
− P

es laecuacíon de Riccati.
Por este hecho, se propone la siguiente solución para la

ecuacíon de Riccati:

u = −2k
∂

∂x
lnβ (x, t) =

−2k

β (x, t)
∂β (x, t)

∂x
(5)

Ahora, se obtiene la derivada con respecto a la posición
de (5), y entonces se tiene lo siguiente:

∂u

∂x
=

∂

∂x

[ −2k

β (x, t)
∂β (x, t)

∂x

]

= −2k

[
∂β (x, t)

∂x

∂

∂x

{
β−1 (x, t)

}

+
1

β2 (x, t)
∂

∂x

{
∂β (x, t)

∂x

} ]

Por lo tanto, se obtiene:

∂u

∂x
= 2k

(
1

β (x, t)
∂β (x, t)

∂x

)2

− 2k

β (x, t)
∂2β (x, t)

∂x2
(6)

Sustituyendo (5) y (6) en (4), se obtiene:

∂

∂x

[
k

{
2k

(
1

β (x, t)
∂β (x, t)

∂x

)2

− 2k

β (x, t)
∂2β (x, t)

∂x2

}]

+
∂

∂x

[
−1

2

( −2k

β (x, t)
∂β (x, t)

∂x

)2

−P

]

=
∂

∂t

[
−2k

∂

∂x
lnβ (x, t)

]

Utilizando la propiedad de las derivadas parciales

∂

∂t

[
−2k

∂

∂x
lnβ (x, t)

]
=

∂

∂x

[
−2k

∂

∂t
lnβ (x, t)

]
,

se tiene lo siguiente:

∂

∂x

[
2k2

(
1

β (x, t)
∂β (x, t)

∂x

)2

− 2k2

(
1

β (x, t)
∂2β (x, t)

∂x2

) ]

+
∂

∂x

[
−2k2

(
1

β (x, t)
∂β (x, t)

∂x

)2

− P

]

=
∂

∂x

[
−2k

∂

∂t
lnβ (x, t)

]

De la ecuacíon anterior, se cancela el término

∂

∂x

[
2k2

(
1

β (x, t)
∂β (x, t)

∂x

)2
]

,

y considerando (5), se obtiene lo siguiente:

∂

∂x

[
−2k2

(
1

β (x, t)
∂2β (x, t)

∂x

)
− P

]

=
∂

∂x

[ −2k

β (x, t)
∂β (x, t)

∂t

]
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Se cancela el término∂x a ambos lados de la igualdad. Inte-
grando a ambos lados de la igualdad se obtiene lo siguiente:

∫
∂

[
−2k2

(
1

β (x, t)
∂2β (x, t)

∂x

)
− P

]

=
∫

∂

[ −2k

β (x, t)
∂β (x, t)

∂t

]

− 2k2

(
1

β (x, t)
∂2β (x, t)

∂x

)
− P + ca

=
−2k

β (x, t)
∂β (x, t)

∂t
+ cb

La ecuacíon anterior se puede reescribir como sigue:

−2k2

β (x, t)
∂2β (x, t)

∂x
− (P+cb−ca)=

−2k

β (x, t)
∂β (x, t)

∂t

Multiplicando la ecuacíon anterior por−β (x, t) divi-
diendo por2k2, la nueva ecuación por resolver es:

∂2β (x, t)
∂x

+ P̄ β (x, t) =
1
k

∂β (x, t)
∂t

(7)

donde
P̄ =

P + cb − ca

2k2
.

La Ec. (7), tiene una estructura muy similar a la ecuación de
Schr̈odinger [12]:

∇2β + P̄ β =
1
k

∂β

∂t
(8)

Utilizando el ḿetodo de variables separables, se propone
la siguiente solución:

β (x, t) = β (x)β (t) (9)

sustituyendo (9) en (7), se obtiene:

∂2β (x)
∂x

β (t) + P̄ β (x) β (t)− 1
k

∂β (t)
∂t

β (x) = 0

β′′ (x)β (t) + P̄ β (x) β (t)− 1
k

β′ (t)β (x) = 0

dividiendo entreβ (x) β (t), se obtinene:

β′′ (x)
β (x)

+ P̄ − 1
k

β′ (t)
β (t)

= 0 (10)

Como el tercer t́ermino de (10) śolo depende del tiempo,
se refiere áel como la parte transitoria del sistema, mientras
que los otros dos términos solo dependen de la posición, a
dichos t́erminos se les nombra como la parte estacionaria del
sistema. Es decir, de la parte transitoria del sistema se tiene:

1
k

β′ (t)
β (t)

= −λ2 (11)

donde−λ2 ∈ < es una constante. Por otra parte, se cono-
ce que la derivada de un logaritmo natural se puede expresar
para este problema como sigue:

β′ (t)
β (t)

=
∂ lnβ (t)

∂t

Sustituyendoβ′(t)/β(t) por ∂ lnβ(t)/∂t en la Ec. (11),
se tiene lo siguiente:

d lnβ (t) = −kλ2dt (12)

Integrando a ambos lados de (12), se obtiene:
∫

d lnβ(t) = −
∫

kλ2dt

lnβ (t) + c1 = −kλ2t + c2

lnβ (t) = −kλ2t + c

dondec = c2 − c1.
Aplicando la funcíon exponencial a ambos lados, se ob-

tiene:
β (t) = Ae−kλ2t (13)

dondeA = eC .
Sustituyendo (11) en (10), se obtiene la parte estacionaria

del sistema como sigue:

β′′ (x)
β (x)

+ P̄ + λ2 = 0

multiplicando la ecuación anterior porβ(x):

β′′ (x) + P̄ β (x) + λ2β (x) = 0 (14)

Se propone el siguiente cambio de variable, para tratar la
Ec. (14) y llevar a una forma conocida:

y =
2
√

P0

α
e
−αx

2 (15)

dondey ∈
[
0, 2

√
P0

α

]
, esto implica que:

e
−αx

2 =
αy

2
√

P0

(16)

Ahora derivando (15) con respecto ax, se tiene que:

dy

dx
=

d

dx

2
√

P0

α
e
−αx

2 =
2
√

P0

α

(−α

2
e
−αx

2

)

=
−α

2

(
2
√

P0

α
e
−αx

2

)
⇒ dy

dx
=
−α

2
y

Utilizando la dy/dx del desarrollo anterior, la segunda
derivada parcial dex, (d/dx)(d/dx) se reescribe en térmi-
nos dey para posteriormente ser usada en la Ec. (14):

d

dx

(
d

dx

)
=

dy

dx

d

dy

(
dy

dx

d

dy

)
=
−α

2
y

d

dy

(−α

2
y

d

dy

)

=
α2

4
y

{
d

dy

(
y

d

dy

)}

=
α2

4
y

{
y

d

dy

(
d

dy

)
+

dy

dy

d

dy

}

=
α2

4
y

{
y

d2

dy2
+

d

dy

}
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donde se aplićo la derivada

d

dy
(uv) = u

dv

dy
+

du

dy
v

con u = y y v = d/dy, y quedy/dy = 1. Por lo tanto
(d/dx)(d/dx) finalmente da:

d

dx

(
d

dx

)
=

α2

4
y2 d2

dy2
+

α2

4
y

d

dy
(17)

Aplicando (17) a (14), se produce el siguiente resultado:

α2

4
y2β′′ (y) +

α2

4
yβ′ (y) + P̄ β (y) + λ2β (y) = 0 (18)

dondeP̄ se ha definido en (7). La presión que ejerce el com-
presor a trav́es de la tuberı́aP se define como sigue:

P = 2k2P0e
−αx (19)

Observacíon 1: Es conocido que la presión que ejerce el
compresor a trav́es de la tuberı́a cuando se tiene un tubo recto
decae de manera lineal con la posición. Pero en este estudio,
se analiza un tubo el cual tiene cuatro desviaciones conside-
radas como gargantas las cuales forman un punto de ruptura
descrito en la Fig. 1. El hecho descrito anteriormente podrı́a
justificar el resultado de que la presión decae de manera ex-
ponencial con la posición.

SustituyendōP de (7) yP de (19) en la Ec. (18), se tiene
lo siguiente:

α2

4
y2β′′ (y) +

α2

4
yβ′ (y)

+
(

P0e
−αx +

cb − ca

2k2

)
β (y) + λ2β (y) = 0 (20)

pero

e−αx =
α2y2

4P0

debido a (16), entonces:

α2

4
y2β′′ (y) +

α2

4
yβ′ (y)

+
(

α2

4
y2 +

cb − ca

2k2

)
β (y) + λ2β (y) = 0 (21)

Multiplicando por4/α2, se tiene que:

y2β′′ (y) + yβ′ (y)

+
(

y2 − 2ca − 2cb − 4k2λ2

α2k2

)
β (y) = 0 (22)

Finalmente, si se define:

ν =
√

2ca − 2cb − 4k2λ2

αk
(23)

Sustituyendo (23) en (22), se tiene:

y2β′′ (y) + yβ′ (y) +
(
y2 − ν2

)
β (y) = 0 (24)

La Ec. (24), se conoce como laecuacíon diferencial de
Bessel de ordenν [10], cuya solucíon general está definida
como sigue:

β (y) = C1Jν (y) + C2Yν (y) (25)

donde:
Jν (y) Es una funcíon de Bessel de primer tipoy.
Yν (y) Es una funcíon de Bessel de segundo tipo

tambíen conocida como de Neumann.
C1, C2 Son constantes arbitrarias determinadas a

partir de las condiciones de frontera.
Como la solucíon es infinita cuandoy = 0 y como

Yν(y) −→ ∞ cuandoy −→ 0, esto significa que el coefi-
ciente deYν (y) esC2 = 0, dejando la soluciónβ (y) expre-
sada como sigue:

β (y) = C1Jν (y) (26)

Entonces, regresando a la forma (9) de la solución por
variables separables, y usando (13), se tiene lo siguiente:

β (y, t) = β (y) β (t)

β (y, t) = C1Jν (y) Ae−kλ2t (27)

2.1. Solucíon estacionaria

Retomando el ańalisis para la obtención de la solucíon esta-
cionaria la Ec. (26), el cual se normaliza a partir de la unidad,
recuerde quey ∈ [0, (2

√
P0/α)] debido a (15), lo cual deter-

mina las cotas de integración, esto es:

2
√

P0
α∫

0

C2
1Jν (y) Jν (y) dy = 1 (28)

entonces:

C2
1 =

1
2
√

P0
α∫
0

Jν (y) Jν (y) dy

(29)

por lo tanto:

C1 =

√√√√√√
1

2
√

P0
α∫
0

Jν(y)Jν(y)dy

(30)

Obśervese que los ceros de la función de Bessel no pue-
den determinarse a priori por lo que es difı́cil encontrar
una solucíon cerrada para expresar la normalización de la
constante y entonces la constante depende de los valores
C1 (α, P0, λ).

El resultado de la integral nuḿerica se obtuvo mediante
simulacíon en el programa Mathematica V. 5.0, tomando en
cuenta los datos de la Tabla I propios del fluido en cuestión:
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TABLA I. Datos de las propiedades del medio continuo.

Nombre Śımbolo Valor Unidades

Constante λ 0.5 No aplica

Constante de decaimiento α 1/4 No aplica

Presíon inicial de

descarga del compresor P0 200 psi=lbf /in2

Viscosidad absoluta del gas µ 1.49× 10−5 lbf s/in2

Densidad del gas ρ 6.57× 10−5 lb/in3

Coeficiente de Viscosidad k=µ
ρ

0.2267 No aplica

Constante ca 0.5 No aplica

Constante cb 0.5 No aplica

Sustituyendo los datos de la Tabla I en (30), se tiene:

C1 = 0.883114 (31)

Ahora bien, la solucíon estacionaria (26), para unν fijo
tomado de (23) como

ν =
√

2ca − 2cb − 4k2λ2

αk
,

se escribe en forma general:

β(y) =

√√√√√√
1

2
√

P0
α∫
0

Jν (y) Jν (y) dy

[Jν(y)] (32)

Al igual que en la obtención del coeficiente (31), median-
te simulacíon en Matheḿatica V. 5.0 se obtiene la respuesta
de la solucíon estacionaria del sistema de la Fig. 2.

Obśervese que el comportamiento es oscilatorio decre-
ciente, y bajo rangos de periodo en los que la partı́cula es im-
pulsada nuevamente por el superpotencial retoma amplitud
y regresa a la dińamica de decaimiento, aún más detenida-
mente, se encuentran singularidades periódicas en el sistema
que representan sin lugar a dudas la fase de turbulencia de la
part́ıcula, f́ısicamente representa la transición de la misma en
la degradacíon de la tubeŕıa, del sistema de estudio.

FIGURA 2. Comportamiento estacionario del sistema.

2.2. Solucíon transitoria

Retomando también la Ec. (13), dondet ∈ [0, 0.005] en se-
gundos. Como en la solución estacionaria, se debe encontrar
el coeficienteA, que depende de las condiciones de fronte-
ra (Véase Tabla I). Se procede a normalizar la Ec. (13) y se
tiene:

0.005∫

0

A2βa (t) βa (t) dt = 1 (33)

dondeβa (t) = e−kλ2t. Entonces:

A2 =
1

0.005∫
0

βa (t) βa (t) dt

(34)

por lo tanto:

A =

√√√√√
1

0.005∫
0

βa (t)βa (t) dt

(35)

Usando la Ec. (13), la solución transitoria del sistema se
expresa en forma general como sigue:

β (t) =

√√√√√
1

0.005∫
0

βa (t) βa (t) dt

e−kλ2t (36)

El cálculo del coeficiente es llevado a cabo mediante la
herramienta de simulación ya mencionada, tomando en cuen-
ta los valores de la Tabla 1 se tiene queA dependeA (k, λ, t),
y con valor:

A = 3.76087 (37)

La solucíon transitoria del sistema tiene entonces la
dinámica de la Fig. 3.

Es aśı como se llega a la obtención de la solucíon general
del sistema, que describe el comportamiento general de la en-

FIGURA 3. Comportamiento transitorio del sistema.
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FIGURA 4. Comportamiento general del sistema.

tidad elemental que conforma el medio que se está estudian-
do y que de manera general se escribe como sigue:

β (y, t) = C1Jν (y) Ae−kλ2t (38)

Para el caso particular del sistema y agregando los resul-
tados de los coeficientes, se tiene:

β (y, t) = (0.883114)Jν (y) (3.76087) e−kλ2t

β (y, t) = 3.3213Jν (y) e−kλ2t (39)

Aprovechando la herramienta del software Mathematica
V. 5.0, usado también para la obtención de las respuestas es-
tacionaria y transitoria, ası́ como los coeficientes que a estas
corresponden, entonces se tiene el comportamiento general
del sistema de la Fig. 4.

Es aśı como se llega a la respuesta del sistema, lo que
se convierte en el tema de estudio para la aplicación de ḿas
herramientas y ḿetodos de ańalisis del caso particular que
aqúı se aborda. En este caso, los cambios de forma del tubo
modifican el perfil de velocidades en el sistema de referencia
cartesiano usado en este artı́culo.

3. Conclusiones

En este trabajo se logra un avance en el estudio más profun-
do de la descripción del comportamiento de un gas de hidro-
carburos a trav́es de un contenedor tubular, que en primera
instancia puede dar una visión del comportamiento y la des-
cripción del mismo. Como trabajo futuro, se va a utilizar el
modelo dińamico propuesto para detectar las fallas en una
tubeŕıa, o se va a abordar el problema tridimensional y a par-
tir de él reducir el problema al unidimensional, también, se
disẽnaŕa un controlador inteligente para mejorar el compor-
tamiento del gas de hidrocarburos a través del contenedor tu-
bular [22-31].
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