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Solucibn general de la ecua@n de Navier-Stokes para describir la diramica de un
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En este aftulo se presenta un alsis en érminos de partulas para la soluén unidimensional de la ecuaci de Navier-Stokes bajo
condiciones de frontera que permite describir un fluido de unaiabarla industria petrolera.

Descriptores: Analisis en &rminos de particulas; ecuaai de Navier-Stokes.

This paper presents a particle analysis of the unidimentional solution of the Navier-Stokes equation with border conditions which let:
describe a fluid on a petroleum industry pipe.
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1. Introduccion interesantes pero a la vez complicadas desde un nivel de
parfculas debido a la composisi del mismo (gas metano,
En este aitulo se plantea el problema de modelar lsadii-  propano, butano, etano, acido sidftico), torna &n mas in-
ca de un fluido viscoso compresible que viaja aésaste un  teresante su estudio.
sistema de tub@s en circuito abierto, esto es, se desarrolla Ha de tomarse en cuenta que la tihee supone lisa (sin
la solucbn del comportamiento de un fluido que viaja en unarugosidad) y que el medio continuo se concibe eniqas
sola direcadn teniendo presente sus caraisticas fsicas. elementales cuyo afisis se realiza de manera local, es decir,
El punto de partida del problema se da en el momentge busca la descrigm a traes de su expresn mas elemen-
en el que se elige un ejemplo real que sucede en un proceal, donde las condiciones de frontera suponen que el viaje de
so espeifico de la industria petrolera, y es el de transportafas pariculas a trags de la tubéa es a una distancia cons-
gas amargo a tr@&s de distancias muy largas donde eso imtante entre unay otra, cuyas dmicas son hasta cierto punto
plica tener estaciones de comptesa cierta distancia como independientes.
indican las normas que a esto corresponde (14 km),d® m  En base a los conocimientos de raeica de fluidos [1-4],
interesante de este ejemplo es que la fiabgue debe ser en los cuales se engloban los ma#icos y los fsicos se de-
subterranea y no se extiende de manera uniforme, es dede plantear un modelo que describa laadica de un flui-
debido a muchos factores ya sea del subsuelo o por motivgo y con ello la soludn, que muestre el comportamiento en
de cruzamiento de la ruta por otrdedas de tubéas, por  terminos de paftulas en su estado estacionario y transitorio,
rios o carreteras provoca desviaciones como las que se mugg-procede a desarrollar el modelo a partir de las ecuaciones
tran en la Fig. 1, se les llan@uzamientosen ingenieta de
disdio, cuyas desviaciones geneamtos de rupturgue no Fluido: Gas amargo
son nas que la secon de tubeia que se degrada para efec- [ sistema Reducido para Estudio | |
tuar un cambio de nivel. Hasta este punto éll&s se torna
complicado ya que al observar la @mica del fluido que las ™\
parficulas toman en los cambios de nivel se destaca la difi- | estacionde Tuberia | e
cultad de modelar y &s dn de obtener la soluon de tal o _ Envio: PAREDON
comportamiento. crmmiente
Ahora bien, el fluido en estudio (gas amargo) cuyas caFiGURA 1.Seccon de tubeia seleccionada para el estudio del flui-
ractefsticas de homogeneidad y compresibilidad resultan sedto.
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ciones de fluidos viscosos con carafsitas homogneas de Ahora, se obtiene la derivada con respecto a la posici
Navier-Stokes [13]. de (5), y entonces se tiene lo siguiente:
Ou 0 [ —2k 86(3:,1&)]
2. Tratamiento del modelo matenatico Oz Ox [B(x,t) Ox
La expresbn mas general de la ecuaci de Navier-Stokes es: = 9%k [aﬁ (.t) 0 (7Y (z,1)}
oxr Ox ’
ouw .,
2 (z,t) 0 3}
FAV(V @) + pAii + fo (,) (1) B (@,t) Oz *
Por lo tanto, se obtiene:

donde:

P : Preson del compresor a trés de la tubéa ou 9 1 98(x,t) 2 2k 0% (x,t) ©)

A : Constante or B(x,t) Oz B(xz,t) Ox?

Sin embargo, cuando el fluido es incomprensible pero
viscoso, la ecuabn anterior se simplifica bastante pues se
cumplen las siguientes condicionés/dt = 0, V - 4 = 0, 2 2., ]
fe(z,t) = 0 (porque se desprecia el efecto de las fuerzasg [k {2k< 1 96 <m’t)> _ 2k 9 6(2’”}
externas) que significa que debe existir homogeneidad en 1% Blzt) Ox Blzt) Oz
densidad. Lo que lleva a resolver la siguiente ec@rade Na-

Sustituyendo (5) y (6) en (4), se obtiene:

s
vier - Stokes para fluidos viscosos: +£ 1 —2k 0p (x,1) _p
or | 2 \p(x,t) Ox
2 L o ou
kV fVPfu-Vu:a (2) 0

9 -

conk = u/py donde:

11 - Pametro de viscosidad del fluido Utilizando la propiedad de las derivadas parciales

p : Densidad del fluido 0 0 0 0
ii : Vector de velocidad ot {%%lnﬂ(x,t)] T oz {Qkatlnmx’t)} ’
Vi : Término convectivo _ o
Si definimos el vector de velocidaticomo sigue: se tiene |o siguiente:
B B ol ., 1 0B@xt\°
= U; = x-Uy, Uz o
U =1 = {ug.uy,u,} 5 [2/{ (5(937t) o

la Ec. (2) se puede expresar como:

0%u,; Ouj 0P _ Ouy

0x? 0w, 0x; ot ®)

7

k

— 9k?
+

(5
0
x

Como se considera que la fattla se desplaza de manera oz
unidimensional, la Ec. (3) se reescribe como:

1 9?8 (x,t)
(xz,t)  Ox? )
B op (xﬂs))z b

1
2
2k (ﬁ (z,t) Ox

0 0
Ox | Ox 2 ot De la ecuadin anterior, se cancela @rtmino
donde se observa que 5 , 1 08 (n1) 9
— |2k ,
k@u u? p Ox B(z,t) Ox
O 2 y considerando (5), se obtiene lo siguiente:
es laecuacon de Riccati )
Por este hecho, se propone la siguiente sofugiara la 9 [—2k2 < 1 W) _ p}
ecuacbn de Riccati: Ox B(x,t) Ox
0 —2k 00 (z,t)
0 2k 9B(x,t) :[ :
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Se cancela eErminodx a ambos lados de la igualdad. Inte-  Sustituyendgs’(¢)/5(¢) por d1n 8(t) /0t en la Ec. (11),
grando a ambos lados de la igualdad se obtiene lo siguientese tiene lo siguiente:

/a o2 L BN, dInf (t) = —kA2dt (12)
B(z,t) Oz
Integrando a ambos lados de (12), se obtiene:
/ { —2k 0p (x,t)}
=[0
B(xz,t) Ot /dlnﬂ(t) = —/kAth
1 928(z,t)
_2k2( Bzt )(%C)_P““ In B (t) +c1 = —kX*t + ¢
_ %k 9B B (t) = —k\’t +
plz,t) Ot dondec = ¢3 — ¢;.
La ecuaddn anterior se puede reescribir como sigue: Aplicando la funcbn exponencial a ambos lados, se ob-
ok 926 (z,1) 2k 9B (x,1) tiene:

— (P+ep—ca) = B(t) = Ae RNt (13)

B(x,t) Oz B(x,t) Ot

Multiplicando la ecuadin anterior por—g (z,t) divi-
diendo por2k?, la nueva ecuadn por resolver es:

dondeA = e€.
Sustituyendo (11) en (10), se obtiene la parte estacionaria
del sistema como sigue:

826 (l‘,t) 5 o 108 (337t) 7
Toe TP =pT @) P0) | bz =0
B (x)
donde
P — PL”;% multiplicando la ecuaéin anterior po3(x):
2k
La Ec. (7), tiene una estructura muy similar a la ecoiacle B (x) + PB(z) + \B(z) =0 (14)
Schiddinger [12]: o ] ]
Se propone el siguiente cambio de variable, para tratar la
V23 + P3 = 105 (8) Ec. (14) y llevar a una forma conocida:
k ot

Utilizando el método de variables separables, se propone y = 2\/1?06_7(” (15)

la siguiente soluéin:
B(z,t) =B (x)3 () 9) dondey € [O NPT)} esto implica que:
sustituyendo (9) en (7), se obtiene: —aw oy
e 2 = (16)
TBW 54+ P ()8 (1) -~ 20 W g ) - el
ox k ot Ahora derivando (15) con respecta: ase tiene que:
8" (x) B(t) + PB () B(t) Eﬁ’ (t)3(x) =0 dy _ d2VR =ex 2/ ( a )
- . dr  dr « o 2 ©
dividiendo entre3 (z) 3 (t), se obtinene: v
1/ / ;a 2 PO —ax @ ;O(
@)  p L0 _ (10) 2(0462):‘@- 2 Y

+
B (x) kB(t)
Como el terceré@rmino de (10) 8lo depende del tiempo,
se refiere &l como la parte transitoria del sistema, mientras
gue los otros dosetminos solo dependen de la po&iti a
dichos &rminos se les nombra como la parte estacionaria del ¢ ( d ) dy d (dy d) —a d ( a d)

Utilizando lady/dx del desarrollo anterior, la segunda
derivada parcial de, (d/dx)(d/dz) se reescribe eretmi-
nos dey para posteriormente ser usada en la Ec. (14):

sistema. Es decir, de la parte transitoria del sistema se tiene: g, \ 7, dz dy \ dz dy 2 yd*y 2 ydy

15 (1) 2 2

Ty = A (11) _e a4

k 6(t) =7 y{ dy Y y
donde—\% € R es una constante. Por otra parte, se cono- a2 d /d dy d
ce que la derivada de un logaritmo natural se puede expresar =Y {yd (d) dd}
para este problema como sigue: Yy yay

/ O[2 d2 d

= 4 dy? dy
B (t) ot
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donde se aplizla derivada La Ec. (24), se conoce como éuacon diferencial de
Bessel de ordem [10], cuya soluddn general eétdefinida
4 _ P como sigue:
dy (uv)_uderdyv '
conu = yyov = d/dy, y quedy/dy = 1. Por lo tanto By) = Cidy (y) + oY, () (25)
(d/dx)(d/dz) finalmente da: donde:
d [ d o ,d> o d J, (y) Es una fundn de Bessel de primer tipp
dz <d$> T a Y e + 1Yy 17) Y, (y) Es una fundn de Bessel de segundo tipo
. o tambien conocida como de Neumann.
Aplicando (17) a (14), se produce el siguiente resultado: C,,Cy Son constantes arbitrarias determinadas a
a? o2 ~ partir de las condiciones de frontera.
=Y 6" (y) + Zyﬁ’ (y) +PB(y) + XN*B(y) =0 (18) Como la soludn es infinita cuanday = 0 y como

- Y. (y) — oo cuandoy — 0, esto significa que el coefi-
dondeP se ha definido en (7). La prési que ejerce el com- ciente deY,, (y) esC, = 0, dejando la soluéin 3 (y) expre-
presor a trags de la tubéa P se define como sigue: sada como sigue:

P = 2k2Pye o (19) By) =Cil, (y) (26)
Observacon 1: Es conocido que la prési que ejerce el Entonces, regresando a la forma (9) de la sélugor

compresor a traés de |a tubéa cuando se tiene un tubo recto y5yigples separables, y usando (13), se tiene lo siguiente:
decae de manera lineal con la positiPero en este estudio,

se analiza un tubo el cual tiene cuatro desviaciones conside- B(y,t) =B (y) B (1)
radas como gargantas las cuales forman un punto de ruptura )
descrito en la Fig. 1. El hecho descrito anteriormente ipodr B(y,t) = Cy (y) Ae " (27)
justificar el resultado de que la présidecae de manera ex-
ponencial con la posion. 2.1. Solucon estacionaria
Sustituyendad® de (7) yP de (19) en la Ec. (18), se tiene

Retomando el alisis para la obtenéh de la soluén esta-
cionaria la Ec. (26), el cual se normaliza a partir de la unidad,
recuerde que € [0, (2v/P/«)] debido a (15), lo cual deter-
mina las cotas de integrdci, esto es:

lo siguiente:

052 2l a2 /
AL (y) + L (y)

Cp — Cq B
(e O ) s X80 =0 (@0) 7
2 _
pero / Cl JV (y) Jl/ (y) dy =1 (28)
o a2y2 0
e =
4Py entonces:
debido a (16), entonces: 1
2 _
O = = (29)

Oé2 2l a2 /
AL (y)+Zyﬁ (y)

+ <a2y2 + 2 C“) By)+A\2B(y)=0 (21)

4 2k2 por lo tanto:

Multiplicando por4/a?, se tiene que: 1

Ch
v 8" (y) + B (y)

2, — 2cp — 4k2)\2
+ <y2 R ) Bly)=0  (22)

(30)

Ob<rvese que los ceros de la fubigide Bessel no pue-

Finalmente, si se define: den determinarse a priori por lo que esia:ilf_encc_)ntrar
una soluddn cerrada para expresar la normalibacde la
 V2¢q — 20, — 4R2N2 ,3) constante y entonces la constante depende de los valores
V= (23)
ak Cl (Oz,PQ,A).
Sustituyendo (23) en (22), se tiene: El resultado de la integral nugrica se obtuvo mediante

simulacbn en el programa Mathematica V. 5.0, tomando en
v’ 8" (y)+yB (y)+ (v¥*—v*)B(y) =0  (24) cuentalos datos de la Tabla | propios del fluido en caasti
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2.2. Solucon transitoria

TABLA |. Datos de las propiedades del medio continuo.

Retomando tambn la Ec. (13), donde € [0,0.005] en se-

Nombre Smbolo Valor Unidades gundos. Como en la soluri estacionaria, se debe encontrar
Constante A 0.5 Noaplica ¢ coeficiented, que depende de las condiciones de fronte-
Constante de decaimiento  « 1/4 No aplica ra (Véase Tabla I). Se procede a normalizar la Ec. (13) y se
Preson inicial de tiene:
descarga del compresor oP 200 psi=Ik/in? 002 )
Viscosidad absoluta del gas 1.49 x 107°  Ibg sfin? / A%Ba (t) Ba (t)dt =1 (33)
Densidad del gas p 6.57 x 107°  Ibfin® 0
Coeficiente de Viscosidad K= 0.2267  Noaplica  dondef, (t) = e *"*. Entonces:
Constante Ca 0.5 No aplica
Constante cb 0.5 No aplica A2 = ! (34)
, , J Ba(t)Ba (t)dt
Sustituyendo los datos de la Tabla | en (30), se tiene: 0
C, = 0.883114 (31)  porlo tanto:

Ahora bien, la solud@n estacionaria (26), para wnfijo A 1 (35)

tomado de (23) como 0.005

{ Ba (t) Ba (t) di

V2¢, — 2cp, — 4k2)2
V=

k ’ L o .
_ @ Usando la Ec. (13), la solum transitoria del sistema se
se escribe en forma general: expresa en forma general como sigue:
By) = 1 LW @2 1
N v Bt) = | 5008 e (36)
[ 7. @) J (y) dy ] Pa () B (t) dt
0
Aligual que en la obtendi del coeficiente (31), median- El calculo del coeficiente es llevado a cabo mediante la
te simulacbn en Matheratica V. 5.0 se obtiene la respuesta herramienta de simulami ya mencionada, tomando en cuen-
de la soludbn estacionaria del sistema de la Fig. 2. ta los valores de la Tabla 1 se tiene gudepended (k, A, t),
Ob<rvese que el comportamiento es oscilatorio decrey con valor:
ciente, y bajo rangos de periodo en los que laipald es im- A = 3.76087 (37)
pulsada nuevamente por el superpotencial retoma amplitud
y regresa a la damica de decaimientolia mas detenida- La solucbn transitoria del sistema tiene entonces la

mente, se encuent_raln smguléﬁrl(;iad:as?@bmds en et: S||Stem?j cfinémica de la Fig. 3.
que representan sin lugar a dudas la fase de turbulencia de 1a ¢ 55 como se llega a la obter@ri de la solu@n general

paricula, ﬁs,|.camente rePrese”t? la ransiete la MISMAEN e sistema, gue describe el comportamiento general de la en-
la degradadin de la tubdg, del sistema de estudio.

Blyl B[]
3.5
0.3
-4 4
0.2 @t
YL =
UAAAAAAAAARARA L ol
T ITTverveT
-0.1
0.5k
-0.2 "
20 40 €0 B0 100
FIGURA 2. Comportamiento estacionario del sistema. FIGURA 3. Comportamiento transitorio del sistema.
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FIGURA 4. Comportamiento general del sistema.

tidad elemental que conforma el medio que séa estudian-
do y que de manera general se escribe como sigue:

B(y,t) = C1J, (y) Ae X"t (38)

J. DE JE®JS RUBIO, G. ORDAZ, M. JIMENEZ-LIZARRAGA, R. IVAN CABRERA

Es a$§ como se llega a la respuesta del sistema, lo que
se convierte en el tema de estudio para la aplicade nas
herramientas y &todos de ailisis del caso particular que
agu se aborda. En este caso, los cambios de forma del tubo
modifican el perfil de velocidades en el sistema de referencia
cartesiano usado en esteieuto.

3. Conclusiones

En este trabajo se logra un avance en el estudis pnofun-

do de la descripéin del comportamiento de un gas de hidro-
carburos a tra@s de un contenedor tubular, que en primera
instancia puede dar una \@si del comportamiento y la des-
cripcion del mismo. Como trabajo futuro, se va a utilizar el
modelo diramico propuesto para detectar las fallas en una
tubefia, o se va a abordar el problema tridimensional y a par-
tir de él reducir el problema al unidimensional, tai@i se
diséiaia un controlador inteligente para mejorar el compor-
tamiento del gas de hidrocarburos a é&sdel contenedor tu-
bular [22-31].

Para el caso particular del sistema y agregando los resul-

tados de los coeficientes, se tiene:
B (y,t) = (0.883114) J, (y) (3.76087) e F°t

B(y,t) = 3.3213J, (y) e "t (39)
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