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Análisis estoćastico de la dimensíon fractal en electrodeposicíon
de zinc en capa delgada
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A partir de la modelación mesosćopica de un proceso de electrodeposición en una celda de capa delgada, se propone un modelo estocástico
que relaciona el valor esperado de la fracción deárea ocupada por partı́culas de zinc formadas en electrodeposición y la dimensíon fractal
del patŕon formado. Los experimentos fueron realizados a voltaje constante en una celda circular con un cátodo puntual como centro. Se
obtuvo que las predicciones realizadas por el modelo corresponden con los resultados experimentales obtenidos y reportados en la literatura,
observ́andose que la dimensión fractal se incrementa con la concentración inicial de iones de zinc hasta un determinado valor lı́mite, a partir
de la cual esta disminuye. Este comportamiento se explica a través del modelo propuesto tomando en consideración cual es el mecanismo
que determina la formación del patŕon.

Descriptores:Electrodeposicíon; fractales; ḿetodos estoćasticos.

From a mesoscopic modeling electrodeposition process in a thin layer cell, we propose a stochastic model that relates the expected value of
the area fraction occupied by zinc particles formed during electrodeposition and the fractal dimension of the pattern formed. Experiments
were conducted at constant voltage in a circular cell with a cathode as a center point. It was found that the predictions made by our model
are in keeping with experimental results obtained and reported in literature, showing that the fractal dimension increases with the initial
concentration of zinc ions to a certain limit from which it then decreases. This behavior is explained through the proposed model taking into
account the mechanism that determines pattern formation.
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1. Introducción

Los procesos electroquı́micos a partir de los cuales se pue-
den presentar crecimientos ramificados, han sido estudiados
en lasúltimas d́ecadas [1]. Los crecimientos pueden ser obte-
nidos mediante la electrólisis de soluciones de ZnSO4 conte-
nidas entre dos placas de cristal o acrı́lico [2,3]; dentro de las
cuales, y embebidos en la solución, se encuentran los electro-
dos; el proceso es sensible a las condiciones en que se lleven
a cabo los experimentos, la geometrı́a del sistema y la con-
centracíon inicial del íon met́alico [4]; las estructuras gene-
ralmente son dendrı́ticas o similares a las que se obtienen me-
diante simulacíon por computadora a partir del modelo DLA
(Agregacíon Limitada por la Difusíon) y pueden ser modifi-
cadas de acuerdo a la velocidad en que se electrodepositen
los iones Zn2+ [4,5].

Se han propuesto modelos de diversos tipos para describir
la formacíon de los patrones observados [6]. En este sentido,
se ha empleado el formalismo estocástico para describir el
comportamiento oscilatorio de la dimensión fractal de dichos
patrones en el tiempo como resulta de los diferentes procesos
de ramificacíon que tienen lugar [7,8,9]. Se ha encontrado
experimentalmente que para concentraciones muy bajas de
Zn2+ existe una correlación negativa entre la densidad del

patŕon y la dimensíon fractal en celdas de capa delgada con
electrodos paralelos, comportamiento que no se explica ex-
plı́citamente a trav́es del formalismo estocástico desarrollado
previamente [7]. En el presente trabajo se propone un mode-
lo mesosćopico para describir la dependencia entre la mor-
foloǵıa de los patrones de zinc y la concentración de iones
utilizadas para su obtención.

2. Parte experimental

Los patrones de zinc fueron obtenidos mediante electrode-
posicíon a partir de soluciones a concentraciones de 0.001
a 0.05 molar de ZnSO4 en capa delgada. Los crecimientos
se llevaron a cabo a un voltaje constante de 8.5 V durante
10 minutos. Las iḿagenes fueron tomadas con un microsco-
pio con ćamara acoplado a una computadora en su máxima
resolucíon y a 10 ampliaciones. Las celdas con capa superfi-
cial fueron construidas con una caja petri de 47 mm de radio,
utilizando uńanodo de cobre de 0.8 mm de diámetro en forma
de ćırculo con un radio de 37,5 mm, mientras que el cátodo se
coloca puntualmente en el centro. El volumen usado en todos
los casos fue de 15 mL.

Se registŕo la variacíon de corriente y voltaje con un
Multı́metro digital Steren MUL-500 con interfase a la com-
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FIGURA 1. Arriba.- Electrodeposición de zinc a 8.5 V concentraciones de 0.001, 0.002, 0.004, 0.008 y 0.001 respectivamente a los 10 minu-
tos. Abajo.- Electrodeposición de zinc a 8.5 V concentraciones de 0.01, 0.02, 0.03 0.04, y 0.05 respectivamente a los 5 minutos.

putadora. La imagen obtenida del crecimiento, y que puede
observarse en la Fig. 1, se transfirió a blanco y negro con ayu-
da del programa ImageJ 1.36 b [10]; y se analizó la dimensíon
fractal por conteo de caja con el programa Harfa 5 [11].

3. Resultados y discusíon

3.1. Obtencíon del modelo mesosćopico

Para obtener un modelo que describa el proceso de electrode-
posicíon se establecen las siguientes consideraciones:

1)El vector que describe el estado microscópico del siste-
ma se define como:

N =
{

n1

n2

}
(1)

donden1 es el ńumero de partı́culas de zinc yn2 es el ńumero
iones de zinc presentes en la solución.

2)El vector que describe el estado macroscópico del sis-
tema se define como:

C =
{

C1

C2

}
(2)

dondeC1 es la densidad de las partı́culas en el patŕon, equi-
valente a la fracción de la superficie ocupada por estas;C2

es la concentración molar de iones de zinc que se encuentran
presentes en la solución.

La relacíon existente entre el vector de estado ma-
crosćopico y el vector de estado microscópico est́a dada por:

{
n1

n2

}
=

{
C1

Ω
α

C2V N0

}
(3)

dondeα es el tamãno de las partı́culas depositadas,Ω es el
tamãno observado del patrón formado,V es el volumen de la
solucíon yN0 es el ńumero de Avogadro.

3)Procesos que tienen lugar a escala microscópica:
Proceso 1.-Reaccíon electroqúımica a trav́es de la cual

los iones se convierten en las partı́culas de Zn que forman en
patŕon observado:

Zn2+
(ac) + 2H2O(l) → Zn(s) + 2H1+

(ac) + O2(g) (4)

Zn2+
(ac) → Zn(s) (5)

donde el vector de cambio de estadoJ1 se define como:

J1 =
{

+1
−1

}
(6)

y su probabilidad de transición por unidad de tiempoW1 se
establecea priori de la forma:

W1 = k1n2 (7)

dondek1 es una constante que involucra al inverso del tiempo
asociado a la ocurrencia del proceso 1 a nivel microscópico.

Proceso 2:Interferencia del hidŕogeno en la deposición
de zinc

En este caso los iones de hidrógeno se combinan entre
śı para formar hidŕogeno gaseoso, interaccionando previa-
mente con las partı́culas de Zn de la siguiente forma:

2H1+
(ac) + Zn(s) → Zn2+

(ac) + H2(g) (8)

El vector de cambio de estado microscópicoJ2 se define
como:

J2 =
{ −1

+1

}
(9)

y la probabilidad de transición por unidad de tiempoW2 se
supone:

W2 = k2n1nH (10)

dondenH es el ńumero de iones de hidrógeno que se encuen-
tran presentes en la solución nH = CHV N0 dondeCHes la
concentracíon de iones hidŕogeno en el medio yk2 es una
constante que involucra al inverso del tiempo asociado a la
ocurrencia del proceso 2 a escala microscópica.

Proceso 3:Si se considera que la formación de un patŕon
bidimensional está limitada por uńarea total finita, entonces
el patŕon alcanza un tamaño máximo a partir del cual ya no es
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posible la ocurrencia de la electrodeposición en dos dimen-
siones. Este proceso virtual se va a representar de la forma:

Zn(s) → Zn2+
(ac) (11)

su vector de cambio de estado microscópico:

J3 =
{ −1

+1

}
(12)

y su probabilidad de transición por unidad de tiempo:

W3 =
k3

A
n1 (13)

dondeA representa el tamaño máximo que puede tener el pa-
trón en el tiempo yk3 es una constante de ocurrencia a escala
microsćopica del proceso 3. Para efectos de este modelo se
considera solo el crecimiento del patrón en dos dimensiones.

3.2. Obtencíon y solucíon de la ecuacíon maestra

A partir de las probabilidades de transición por unidad de
tiempo dadas por las Ecs. (7), (10) y (13) se obtiene la ecua-
ción maestra [12,13,14] que describe el comportamiento de la
probabilidadP (n1, n2, nH ; t) de que el vector de estado mi-
crosćopico tenga un determinado valor al tiempo macroscópi-
co observadot . En este caso se tiene:

∂P (n1, n2, nH ; t)
∂t

=
(
E−1

n1 E+1
n2 − 1

)
k1n2P (n1, n2, nH ; t)

+
(
E+1

n1 E−1
n2 − 1

)
k2n1nHP (n1, n2, nH ; t) (14)

+
(
E+1

n1 E−1
n2 − 1

) k3

A
n1P (n1, n2, nH ; t)

P (n1, n2, nH ; t)t=0 = 1 (15)

La ecuacíon maestra (14) es lineal con respecto a sus pro-
babilidades de transición por unidad de tiempo, por lo tanto,
su solucíon es una función de distribucíon normal o gaus-
siana [12,13]. En este caso para el valor esperado o primer
momento se obtiene:

d

dt

[
n1

n2

]
=


 k1n2 − k3n1

A − k2n1nH

k3n1
A − k1n2 + k2n1nH


 (16)

mientras que para la varianza asociada al vector de estado
microsćopico se tiene:

d

dt

[
n11 n12

n21 n22

]
=

[
a11 a12

a21 a22

]
(17)

a11 = k1n2 +
k3n1

A

+
(

2n12 − 2n11

A

)
(k3 + Ak2nH) + k2n1nH , (17.a)

a12 = k1 (n11 − n2 − n12)− k3n1

A

+ (k3 + Ak2nH)
(

n22 − n12

A

)
− k2n1nH . (17.b)

a21 = k1 (n11 − n2 − n12)− k3n1

A

+ (k3 + Ak2nH)
(

n22 − n12

A

)
− k2n1nH . (17.c)

a22 = k1 (n2 + 2n12 − 2n22)

+
k3n1

A
+ k2n1nH . (17.d)

Si se supone que la cantidad de iones Zn2+ que se en-
cuentran presentes en la solución es muy alto en compara-
ción con la cantidad de zinc que se encuentra en forma de
part́ıculas; la concentración de dichos iones se puede consi-
derar constante e igual aproximadamente al valor inicial, lo
cual es posible para tiempos menores o iguales a diez minu-
tos. Por otra parte, debido a que lo que interesa describir es
el patŕon morfoĺogico que forman las partı́culas de zinc solo
se van a tomar en cuenta las ecuaciones:

dn1

dt
= k1n2 − k3A

−1n1 − k2n1nH (18)

dn11

dt
= −2A−1n11 (k3 + Ak2nH) + k1n2 + A−1k3n1

+ 2A−1n12 (k3 + Ak2nH) + k2n1nH (19)

que corresponden al valor esperado y la varianza de la canti-
dad de zinc en forma de partı́culas.

Las fluctuaciones internas escalan con el tamaño del sis-
tema y, por tanto, con el número total de partı́culas presentes.
Tomando en cuenta que la cantidad de iones que se encuen-
tran en la solucíon es elevada, entoncesn2 puede conside-
rarse como una variable determinista, de tal manera que la
covarianzan12 se supone igual a cero y la Ec. (19) se escribe
entonces de la forma:

dn11

dt
= −2A−1n11

(
k3A

−1 + k2nH

)

+ k1n2 + A−1k3n1 + k2n1nH . (20)

Las Ecs. (18) y (20) se expresan entonces en función de
las variables macroscópicas de acuerdo a la Ec.(3):

dC1

dt
= − (

k3A
−1 + K2CH

)
C1 + K1C2 (21)

K1 =
k1αV N0

Ω
(21.a)

K2 = k2V N0 (21.b)

dσ

dt
= −2

(
k3A

−1 + K2CH

)
σ

+ α.Ω−1
(
K1C2 + C1

(
k3A

−1 + K2CH

))
(22)
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dondeσ es la varianza correspondiente a las fluctuaciones in-
ternas asociadas a las partı́culas de zinc que forman el patrón
observado.

4. Estimacíon de la dimensíon fractal

Para estimar téoricamente la dimensión fractal del patŕon for-
mado se “congela” el sistema (21) y (22) en el tiempo supo-
niendo estado estacionario, y se obtiene como solución:

C1 =
K1C2

(k3A−1 + K2CH)
(23)

σ = 0.5αΩ−1

(
K1C2

(k3A−1 + K2CH)
+ C1

)
. (24)

4.1. Análisis de la morfoloǵıa

Si la Ec. (23) se sustituye en la Ec. (24):

σ =
α

Ω
C1. (25)

En este sentido, se observa que la magnitud de las fluctua-
ciones depende de la relación entre el tamãno de las partı́culas
y el tamãnoΩ del sistema. Si se visualiza el sistema desde el
punto de vista mesoscópico, se puede seleccionar el tamaño
observadoΩ de tal forma que este sea del mismo orden de
magnitud deα, por lo que:

cuando
α

Ω
→ 1 entoncesσ → C1 (26)

la Ec. (26) indica que en la escala de observación suficiente-
mente pequẽna se tiene que la varianza es igual a la fracción
del área cubierta por las partı́culas.

Para determinar la dimensión fractal se determina la en-
troṕıa mesosćopica [13,15]:

S =
∫
−P (x) ln P (x)dx (27)

donde la funcíon de probabilidad asociada a la fracción deΩ
cubierta por las partı́culas de Zn es:

P (x) =
1√
2πσ

exp

(
− (x− C1)

2

2σ

)
(28)

por lo queS se determina como:

S =
1
2

ln(2πσ) (29)

Considerando que el sistema es monofractal, la dimen-
sión informacional es igual a la dimensión de capacidad, de
tal manera que para determinar la dimensión fractal se hace
uso de la expresión [16]:

Df = ĺım
l→1

S

ln l
(30)

dondel = α/Ω es una magnitud adimensional que está rela-
cionada con el tamaño del sistema observado. Si el tamaño

FIGURA 2. Variación de la dimensión fractal (Df ) de acuerdo a los
valores deC1 obtenidos a partir de la Ec. (33).

del sistema se selecciona de tal manera quel → 1 entonces
C1 → l y la Ec. (24) se expresa entonces de la forma:

σ =
1
2
l

(
K1C2

(k3A−1 + K2CH)
+ l

)
(31)

Combinando las Ecs. (29), (30) y (31) y tomando en cuen-
ta que la dimensión fractalDf es igual a la pendiente de la
recta dada porln(σ) vs ln(l) se propone la siguiente relación
para estimarDf :

Df = ĺım
l→1

{[
d(ln(σ))

dl

] [
d ln l

dl

]−1
}

(32)

a partir de la cual se obtiene:

Df =
C1 + 2
C1 + 1

(33)

Por definicíon la fraccíon del área ocupada por las
part́ıculas de Zn se encuentra entre 0 y 1, de tal forma que
se obtiene un comportamiento de la dimensión fractal con
respecto a la fracción de part́ıculas depositadas mostrado en
la Fig. 2.

Esto significa que la dimensión fractal disminuye a medi-
da que la fraccíon deárea ocupada por las partı́culas de Zn es
mayor.

A partir de las Ecs. (23) y (33) se infieren los siguientes
aspectos:

a. Si el mecanismo que determina la formación del patŕon
se encuentra influenciado apreciablemente por la con-
centracíon de iones hidŕogeno, entonces la dimensión
fractal se incrementa a medida que esta producción es
mayor.

b. Si la concentración de iones hidŕogeno no afecta signi-
ficativamente la formación del patŕon, entonces la di-
mensíon fractal disminuye con el incremento en la con-
centracíon inicial de Zn2+.
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c. A medida que se incrementa la velocidad del proceso
electroqúımico (incremento deK1) disminuye la di-
mensíon fractal, es decir, los procesos que tienen una
mayor velocidad mostrarán una disminución en la di-
mensíon fractal.

d. A medida que eĺarea ḿaximaA del sistema se incre-
menta disminuye la dimensión fractal (para las mismas
condiciones de la solución, volumen y concentración).

5. Comparacíon entre los resultados experi-
mentales y predichos

En la Fig. 3 se muestra los resultados experimentales obteni-
dos.

Estos resultados muestran que, a concentraciones por de-
bajo de un determinado valor limite, que experimentalmen-
te se encuentra cerca de 0.01 molar, a medida que se incre-
menta la concentración inicial, la dimensíon fractal aumenta;
mientras que por encima de este valor, mientras mayor es la
concentracíon inicial menor seŕa la dimensíon fractal. Este
cambio en el comportamiento sugiere que el mecanismo de-
terminante en la formación del patŕon es diferente a bajas y a
altas concentraciones.

Es bien conocido que el tamaño del patŕon es dependiente
de la concentración inicial, de tal forma que mientras más pe-
quẽna es esta concentración, menor es el tamaño del patŕon.
Partiendo de esta suposición a priori, se supone que para con-
centraciones bajas se tiene que eláreaA disponible es muy
alta en comparación con el tamãno total que puede formar el
patŕon, de tal manera que, la formación del patŕon depende
de la concentración del ion hidrogeno en la solución, aśı (23)
se expresa:

C1 = gC2 (34)

en donde:

g =
K1

K2CH
(35)

FIGURA 3. Resultados de la dimensión fractal por conteo de caja,
obtenido a los 10 minutos de la deposición, a diferentes concentra-
ciones iniciales a potencial constante de 8 V.

FIGURA 4. Resultados del ćalculo de la constanteg (34) a partir
de la dimensíon fractal experimental y (33) para concentraciones
iniciales por debajo de 0.01 molar de Zn2+.

De acuerdo con los resultados experimentales, se supone
que la Ec. (29) se cumple para concentraciones de Zn meno-
res de 0,01 molar.

Con la ecuacíon (33) se determina el valor deC1 a par-
tir de la dimensíon fractal determinada experimentalmente,
y con el valor de concentración inicial asociada a cada di-
mensíon fractal se determina el valor de la constanteg. Los
resultados que se obtienen se muestran en Fig. 4.

La constanteg se relaciona con el inverso de la cantidad
de Ion hidŕogeno presente. De esta manera se observa que,
para (4), mientras mayor sea la concentración inicial de ion
Zn2+ mayor seŕa la produccíon de ion hidŕogeno, lo cual se
cumple a voltaje constante[6].

El comportamiento de la fracción de part́ıculas deposita-
das calculado a partir de la dimensión fractal con respecto a
la concentracíon inicial se muestra en la Fig. 5.

Para concentraciones por encima de 0.01, de acuerdo con
lo observado en los experimentos, se va a suponer desprecia-
ble el efecto de la concentración de ion hidŕogeno sobre la

FIGURA 5. Cálculo deCI de acuerdo a (33) y a partir de la dimen-
sión fractal obtenido en los experimentos para las concentraciones
molares de Zn2+ mostradas.
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FIGURA 6. Valores deCI para los resultados experimentales de
la dimensíon fractal a concentraciones de 0.01 a 0.05 molar de
ZnSO4.

deposicíon de Zn, de tal manera que en el mecanismo que
determina la formación del patŕon predomina el efecto del
tamãno máximo del sistema. En este caso (23) se transforma
en:

C1 = A
K1

k3
C2 (36)

donde, como todos los experimentos fueron llevados a cabo
en el mismo sistema, se va suponer entonces queC1 deter-
minada a partir de la dimensión fractal obtenida experimen-
talmente es una función lineal de la concentración inicial de
iones como se muestra en la Fig. 6.

Estos datos ajustan a una lı́nea recta con una pendiente
m = 5.13 y con un coeficiente de correlación igual a 0.92 ,
lo cual indica en este caso que a concentraciones entre 0.01 y
0.05 molar:

A
K1

k3

∼= 5.13

6. Conclusiones

Aplicando el formalismo mesoscópico basado en la ecuación
maestra se obtuvo un modelo para describir el comportamien-
to de la fraccíon promedio de partı́culas de zinc que se produ-

cen como resultado del proceso de electrodeposición y la va-
rianza asociada a las fluctuaciones internas, a partir del cual
se propone una expresión téorica para relacionar la dimen-
sión fractal con el mecanismo más importante que influye en
este proceso. A partir del modelo propuesto y los resultados
experimentales observados se concluyen lo siguiente:

a) La varianza de la fracción del área cubierta por las
part́ıculas de Zn presenta una relación directamente
proporcional al valor esperado de la fracción deárea
ocupada por el zinc depositado, donde la constante de
proporcionalidad está dada por la relación entre el ta-
maño de la part́ıcula y el tamãno del sistema observa-
do. Para la determinación de la dimensión fractal es
necesario observar el sistema a escala microscópica, la
cual es precisamente aquella en la cual la magnitud de
las fluctuaciones internas es apreciable, lo cual hace
posible obtener una expresión téorica para la determi-
nacíon de la dimensión fractal a partir de la entropı́a
mesosćopica.

b) Que la dimensíon fractal relacionada con la fracción
ocupada por el zinc depositado de está dada por:
Df = C1 + 2/C1 + 1

c) Que existe un punto cercano a una concentración ini-
cial de 0.01 molar de ZnSO4 en donde cambia de una
tendencia creciente a una decreciente respecto a la con-
centracíon inicial del ZnSO4.

d) A concentraciones iniciales de 0.01 a 0.05 molar de
ZnSO4 existe una relación constante entre la concen-
tración inicial y la fraccíon de área ocupada por las
part́ıculas de Zn.
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nic and Fractal Image Analysis. (2001) 3.

Rev. Mex. Fis.59 (2013) 412–418
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