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En este aftulo se desarrolla un filtro digital esta&tico como estimador - identificador basado en el segundo momento de probabilidad, de
acuerdo con un modelo estmstico de segundo orden considerado, que generalmente es aplicadtsima lestoastica para sistemas con
perturbaciones tales como Van der Pol, 8dimger y Bernulli. El dis@o consiste en formular el modelo con una echiacle estados con

salida acotada y estacionaria basado en la desonipt® martingalas y el operador eststico de esperanza matatica. En los resultados

de diséio se desarrollaron lagiimulas de covarianza y varianza para calcular loamatros concentrados aplicados en el modelo genera-
lizado. El diséo del estimador se describén manera recursiva, de acuerdo a las condiciones de estacionariedad, para ser implementado
en un sistema digital con recursos computacionaliesmnos. La convergencia de los panetros permite observar que la variable de salida
identificada cuenta con un error que tiende a cero. Los resultadfisogrse obtuvieron usando MatLab como plataforma de sinaulaci

Descriptores: Modelacbn y simulacbn computacional; algoritmos para la aproxin@cile funcionales; procesos esisticos.

In this paper develops a stochastic digital filter as identification with estimation technique considering the second probability moment, with
respect to a second order model applied on stochastic physics such as Van der Bding§ehand Bernulli equation with perturbations. The
mathematical design considered the Martingale form and mathematical expectation into state space model with stationary conditions and
bounded output. The variance and covariance are used for internal parametres description model and its recursive form allows implementing
into a digital system with minimum computational resources. The parametres estimation results are included into model proving that the
convergence answer tends to reference signal, and in consequence, the error tends to cero. The graphical results were obtained using th
MatLab software as a platform simulation.

Keywords: Computer modeling and simulation; algorithms for functional approximation; stochastic processes.
PACS: 07.05.Tp; 02.60.Gf; 02.50.Ey
1. Introduccion e

En fisica, los sistemas de segundo orden con perturbacione
son vistos como cajas negras, al no teneéeminos genera-

les la posibilidad de conocer gwcurre en un sentidoétri- — A '

co, dentro de ellos. Pero con base a la inforiagjue pro- ! y fi’

porcionan a su entrada y salida, se desarrollan los modelo: % | | Funcional -

gue mejor describan esa relaci En el caso presente esas | 7 ™ Estimador

mediciones corresponden a un motor de corriente directa sir v X I

escobillas (BLDC BrushlesDC) del tipo trifasico, como se { N j‘e dartsad

muestra en la Fig. 1. e/ k Identicador
Los sistemas tipo caja negra solo se conoce la faiae ,_\‘"‘ | Filtro Digital

su salida con respecto a su entrada (su respuesta con respe yk

to a una excitadin). Los modelos para este tipo de sistemas, -

son llamados de caja negra de los cuales no se conocen st . i

estados y p@metros internos de acuerdo con [1,2]. Ugtoa : o

do para conocer los estados internos desconocidos a parti.

de los estados observables, son los llamade®dos de es-

tados identificados basado en el error caido medio [3].

El método para encontrar el error identificadg consiste

en hacer del estado no medible o desconocigloun esta-

do identificadazy,, obtenéndolo a tragés de las condiciones Ficura 1. Diagrama a bloques del sistema BLDC con el filtro es-
esto@sticas del estado observable descrito en (1). tocastico.
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Con
ek:yk_.@k (1) ykayk’—layk—%eRaygN(,LL702<OO)'

El errore;, puede conducir a diversosatodos de estima- Prueba. Ver Anexo.
cibn y es conocido como proceso de innodaci4], basado
en el_,funmonal del error (2) con respecto al error dt_e_ identi Algoritmo Estocastico Basado en el Segun-
ficacibn e;: Usando el segundo momento de probabilidad se do Momento
define el valor esperado de la norma Euclidianagdeon

respecto a [5,6]. La estimaddn estoéstica esi basada en el segundo momento

Te(en) = E{eTe ) @ de probgbilidad yaque es un’_a:nica usada para mostrar.que

kAR - k©k una Variable Aleatoria (VA) tiene una probabilidad positiva.

Generalmente, el @todo cosiste en acotar la probabilidad de
— E{(yx — 51)" (yx — §x)}, en donde la respuesta del sis- la VA alrededgr de su media; esto quiere decir, que se tiene

tema descrito en la Fig. 1., comg] corresponde a la de una comparadin del segundo momento de probabilidad con

un modelo de segundo orden y que en diferencias finitas despecto al primer momento de la secuencia aleatoria y su va-

o . - 5
representado con dos retardos como se observa en (3). lor medio; se descnbg come = E{(yx — p)°}, dondey;,
esla VA yu es la media de acuerdo con [12,13] y [14].

d?f(y) ~ () — 2k — D) + fu(E—2) 3) 'rl's?zr:(;r;ae?;ég).ado el sistema descrito €4), su forma gene-

Que en forma desarrollada se tiene que

dy?
Esta descripdn es el resultado del concepto de los cua- yr = azk — 1)+ Vj, 5)
tro pasos aplicado a una segunda derivada y posteriormente ;
haciendo que elinite tienda a una constante que dormen- Con paametros y estados €6).
te corresponde con el tiempo de muestreo del sistema digital _ B . . T
y los retardos indican el orden de la eciéecy esh descri- a:= [araz], 2k — 1) = [ye—1 * yr—2]
ta por el imero de veces que lafsd observable se retar- {Vi.} € N(p, 0% < 0) (6)

dara [7-11]. Basado en el estado observable del sistema pro-
puestoy,, su modelo aproximado corresponde a un modelde acuerdo cor{4-6] vy, [15], el estimador de pa@metros
de segundo orden de acuerdo a su evolugiéfica, y al fun-  concentrados déb) es (7).

cional de error cuadtico medio. El objetivo de este trabajo .

es dis@ar un estimador de plametrosbptimo para un siste- Gk = PrQk (7)

ma tipo caja negra cuya respuesta corresponde a un modelo

esto@stico de segundo orden con @aetros concentrados; con
la estimaddn se realiza basado en el segundo momento de

- . . . . a =|a a RlXQa
probabilidad, y es aplicada al identificador para seguir a la @ =0k 1 Oz ] €

variable de salida del sistema de referencia buscando que su Pr :==[p1k D2k € R*2,
convergencia sea asitica. El artculo esh estructurado de la

manera siguiente: resumen, introdeti objetivo, modelo, Qe = { Qe 12k } € R'*2,
segundo momento, algoritmo de estindmcrecursivo, fun- P21k 922,k

cional de error cuadtico medio, simulaén, conclusiones, pryeba. Ver anexo.

anexo y bibliograia. El identificador con respecto alodelo ARMA2,1) des-
crito en (4), estdr con respecto al estimadg del paametro

2. Modelo de Salida Estoastica Simplificada  concentraday a trawes del segundo momento (8).

Un sistema con mediciones ruidosas entrada - salida, asu- Uk = Ak, Y1 + QroY—2 + Vi (8)

me un modelo con dos retardos si la velocidad de cambio

de un estado a otro es diferente a una constante, de acuergo Estimacion recursiva

con [9,10]:

Teorema 2.1EI modelo ARMAZ2,1)con paémetros concen- Considerando que en un sistema requiere usairiama can-
trados(ai, a2) € Rjp,1| y velocidad de cambio acotadd] tidad de recursos, se desarrolla el estimador recursivo, permi-
y [8], es descrito de manera recursiva por un modelo de setiendo observar efirlea su comportamiento.

gundo orden en diferencias finitas con respecto a los estadoeorema 4.1De acuerdo cor{7) y [5,6,10,14]y [17] se ob-
observables de la form@) tiene el estimador recursiv@®).

Yk = Q1Yk—1 + a2yk—2 + Vi 4) i = ag—1B% + Tk 9
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II Figura 3

(k—1)?

2
YkV_
TRz Qkflq;r, Ve = Lok

ﬁk = k2 qk .

Prueba. Ver anexo.

Basado en las propiedades en diferencias finitas del se
gundo momento de probabilidad para sistemas estacionarios
la salida identificada basada en el segundo momento recursi
vo es (10).

Uk = Q1 kYk—1 + G2 1Yr—2 + Vi (10)

5. Funcional de error

El funcional de error cuadtico medio es una medida pa-
ra conocer la convergencia de los gr@etros estimados, a
través de los errores entre el paretro considerado y su esti-

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

DEde|k

/oS
VUL L- R 0E =D

mado [18].
De acuerdo al error del pametroa;, se obtiene (11).

FIGURA 3. Ampliacion de acuerdo a la informai obtenida en la

ek = a1 — Q1 (11)
El error del paametroas, se tiene (12).
ea k=02 — Qo) (12)

El funcional de error 1 de manera recursiva se encuentra
en (13).
1
Jig = =
Y el funcional de error 2, de forma recursiva se tiene
en (14).

e x + (K — 1)*J1 1] (13)

1
Jok = —5les ) + (k—1)*Jo 1] (14)

) k2
La forma recursiva generalmente aporta la préocisn-
tre los paametros estimados es#mticos y los basados en el
segundo momento, aplicables a un sistema digital.
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FIGURA 2. Salidas recursivag, (5) e identificadajy, (8).

grafica de la Fig. 2.
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FIGURA 4. Histograma de las salidas esisticas basada en el se-
gundo momento (azul-c), (7) y recursiva (azul), (9).

6. Resultados de simulagin

Se desea ejemplificar el algoritmo de estimacestoésti-
ca basado en el segundo momento. El proceso&stioo se
comporta de la forma siguiente:

a) La identificacon de la variable del sistema viene pre-
sentada en la Fig. 2. Donde los primeros quince mues-
treos las respuestas de salida se empatan confun-
diéndose una con otra.
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b) Para el caso recursivo se lograsnapido la identifica-
cibn de las variables de salida. Lagficas del experi-
mento se llevaron a cabo usando MatLab [19,20].

[16 una ampliadin como se muestra en la Fig. 3.

83

ro y tiene una varianza de 0.5 aproximadamente. Donde se
nota cero sesgo, lo que implica una calidad del estimador ex-
celente. De acuerdo al caso recursivo se presenta un histogra-

ma en la Fig. 4, donde la esperanza es cero y la varianza es
Usando los resultados obtenidos en la Fig. 2, se desarr8-03. Con cero sesgo. Lo cual indica que tiene una calidad

del estimador excelente [21].

Para observar la calidad del estimador se emplean los his- De acuerdo con las condiciones iniciales establecidas pa-

togramas de la variable de obsengaciEn la Fig. 4, se pre-

ra el algoritmo de estima@n estoastica recursiva, con res-

senta un histograma de la variable de salida contra la variabReCt0 a las Ecs. (7) y (9) se obtienen losgpaetros en la
recursiva simplificada. Donde la esperanza del modelo es c&i9. 5, para diferentes amplitudes de ruidos desde -0.8 hasta

u Figure 5
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FIGURA 5. Paiametros estdxsticos estimados basados en el segun-
do momentau; y a2 (rojo) y (azul) de la (7). P@ametros estimados
estoé@sticos recursivod, . Y az x , (verde) y (azul) de la (9).

u Figure 6

FIGURA 7. Identificacbn de los estados del motor BLDC. Ldisg¢
(negro) es la salida del motor BLDC con ruido y |diak(rojo) es
la salida del filtro describiendo laisa sin ruido.

)] Figure 8
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FIGURA 8. La Fig. 8a) Paametroa; de acuerdo con [18] obte-

FIGURA 6. Funcional de error del segundo momento para Niéndoa. x y de (9), el paametro concentraday ;. La Fig. 8b)

Ji(paametrod, 1) color (azul) yJ> (padmetrods ) color (rojo).

Nota: Es una Supermartingala [22,23].

paametro concentrada; .
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Figure 9 E]@
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como resultado lo mostrado en la Fig. 8, resultados que son
comparados con el @odo de paametros concentrados (9)

De la Fig. 8, los valores de estimani en ambos casos,
solo permite tener el valor en promedio de losjpaetros, y
gue se ven afectados por la varianza de los ruidos.

Su identificador, de acuerdo con (9), es descrito en la
Fig. 9.

Su correspondiente funcional de error para (4), con res-
pecto a los resultados de la Fig. 6 y de (10), se observan en la
Fig. 10.

Los resultados nos permiten observar que la estima-
cion por mnimos cuadrados [18] aplicadas posteriormente
al identificador (9), tiene como resultado que d@tado de
palametros concentrados tiene un mejor desémpen la
Figs. 8,9y 10.

0.45

04f
035}
o3t
025}
azf !
01sf |1
oaf

0051

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 k

7. Conclusiones

FIGURA 9. El sistema (4) se describe pgr, el identificador de

El objetivo de estimaéin con identificadn se cumpb cuan-
acuerdo con [18] eg y de (10), se obtuvgj;.

do los dos pametros estimados dentro del vector dépae-
tros concentrados:f,) basados en el algoritmo de estinéaci

u Figure 10
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descrito tanto en (7) como en (9) y usando el segundo mo-
mento de probabilidad convergieron al valor pedido por los

parametros de los estados esitsticos modelados linealmen-
te. Los paametros estimados encontrados por el segundo mo-
e mento de probabilidad solamente encontraron la convergen-

‘H cia cuando se invirdi el signo, tal como lo describe (1). El
01er ‘ 1 rango de convergencia de los garetros estimados operaron
0.14F K 1 en0 < |a; x| < 1,7 = 1,2. Las trayectorias de los gane-
012} E tros estimados siempre fueron Superimeggala.
o1l ! | | Una prueba importante fue al sustituir los fnaetros es-

‘ —hing timados (9) con el algoritmo propuesto en la variable de sali-
Josl cag | da (10) y se vio que se logequiparar perfectamente con los
datos aleatorios medibles experimentalmente que $anten

priori. Con estos resultados se deduce que el algoritmo de
—— : estimaocbn basado en el segundo momento aplicado a un mo-
delo experimental aleatorio y representado como un modelo
lineal estoéastico de segundo orden funcbadecuadamente

FIGURA 10. El funcional de errotJ,[;5 de acuerdo con [18], se en casl todeS los pumos. L . .
presenta en color azul, y el funcional de error de acuerdo con (10), _1amben fue posible digear y experimentar en la simu-
Ji(10) » S€ presenta en color magenta. lacibn un modelo de estiman recursiva paray, como se

describd en (9) a partir del estimador basado en el segun-
hasta 0.8. Lo que permite obtener fy@etros desde -0.99 do momento. Se reafizuna simula@n del identificador con
hasta 0.99 para un motor BLDC. estimador aplicado a cada una de las fases del motor BLDC

El funcional del error cuadtico medio, basado en el donde se obtuvieron einkea sus p@ametros y al actualizar
segundo momento de probabilidad de forma recursiva, del estado de este sistema, l&akestaba libre de ruido, tal y
acuerdo con (11), (12), (13) y, (14), se muestra en la Fig. 6. como se ve en la Fig. 7.

La identificacbn con estimadin de los paametros (9) de Este trabajo send como base para implementar en un
acuerdo con [24,25] se realiza con base a (10) y se muestra sistema digital el estimador y probarlo con datos experimen-
la Fig. 7, para el comportamiento de cada una de las fases; tdes de sistemas aleatorios para construir el estimador del
decir, se aplica el modelo filtrado para cada una de las fasesnodelo multivariable en el cual operen las tres fases con una

La sefial generada por el motor con respecto a su carga enatriz de transi@n.
la sdial con rizos y la s&al de salida del filtrado es la & La comparadin del estimador con el @odo desarrolla-
suavizada, ambas mostradas en la Fig. 7. do en [18], permith observar en las Figs. 8, 9y, 10, que el

El método de rmimos cuadrados mostrado en [18] apli- estimador de pametros concentrados tiene un mejor desem-
cado en el proceso de estimatide acuerdo con (4), se tiene peiio, que el propuesto en la literatura.

Ji
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008

Funcional de error

UDA»‘ B

002t
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Anexo De (27) el paametro estimado esten funcdbn directa de la

o ] covarianciapy, e inversamente a la covariangg como se
Prueba (Teorema 2.1)Dada la diramica interna del sis-  tjene en (28).

tema de segundo orden en diferencias finitas de acuerdo con

[7,8,10] y, [11], es descrito en (15). ar, = Prdy (28)
Con
Thy1 = @12k + a2Tp—1 + bwy (15) ar € RY2 ppRY2, y @ R**?
Con salida del sistemgl6). A continuacon se desarrolla ebdculo de las covarianzas
Pk, qk, COMO Se observa en (29). La covariancia exttica
Yr = cx + dug (16)  viene representada por la esperanza de los productos internos
. de la variable de salida convolucionada con la variafjle,
Retardandd15), se obtiend17). [11]
Tp = a1Tk—1 + a2Zk—2 + bwi_1 (17) [p1kp2k) = EQydi_1} — {Vidk — 1)"}) (29)
Retardandq(16), se obtieng18). La esperanza matéitica viene representada como una
secuencia de k muestreos y se describe en [15] como se pue-
Yk—1 = CTp—1 + dvp_1 (18)  de veren (30).
1
Despejando d¢18), el estadar;,_1, se tiene (19). [p1,kD2.k) = Z
_ -1 _ —1 k
wk*l =c ykfl dc U}Cfl (19) [ylylfl yly272]
i 2 s Vigale—1) )| @O
Retardando ahora 419) se obtieng20). i=0 Wi-1 Vili-2

Resolviendo las sumatorias se obtienen los dos vectores

-1 -1
Th—2 =€ Yk—2 — dC” Vg (20)  de las covarianzas [13}i 1 Y p2.r- Como se ve en (31).
Sustituyendo (19) y (20) en (17), se tiene (21). 1
) B [pl,k p27k] =%
Tk =a1C Yg—1 + a2C " Yk—2 i : |
YiYi—1 YiYi—2
—ayde g1 — asde Y p_s + bwp_q (22) X [Z < o (k — 1) >] (32)
i=0 RS
Sustituyend@21) en(16) se tieng(22). Mientras que la covarianzg € R?*2, es un caso en que

la matriz resulta singular, dando lugar a una matriz pseudoin-

Yr = @1Yk—1 + a2yk—2 versa, descrita en (32).

— a1dvg_1 — agdvg_o + bewg_1 + dv 22 _
1aVE—1 20V —2 k—1 k (22) _ [ qi1,k q12,k } _ E{quﬁ{,l}
De (22) el ruido es definido e(23). DLk 22k
_ Yrk—1

Vi := —a1dvg_1 — asdvg_o + bewy,_1 + dvg (23) =E { [ Yr_o ] [yklka]}

Y que(23) al ser sustituido elf22) se obtiend24). _ g [ v, Yk 1Yk —2 ] (32)
- + LV, .m (24) Yk—2Yk—1 y,%,g
Yl = A1k—1 7 (2Yk-2 b Resolviendo el operador esperanza sobre el producto in-
Prueba (Teorema 3.1) terno, se obtiene la matriz de covarianzas (33).

k 2
Qie qi2k | _ i Yi1 Yi—1Yi—2 33
I:Q21,k q22,k:| k2 ; {%—2%—1 y7 o ] (33)
Introduciendo las sumatorias en cada de &mitnos de la
matriz pseudoinversa en (34).

E{yelf 1} = aB{z_19;_} + E{ViV}_,}  (25)

El proceso de innovagn de (25) se describe en (26).

E{ykﬁg—ﬁ - E{ngz—l} - aE{zk—lﬁf—ﬁ (26) |:q11,k q12,k }
. . 921,k 422,k
Y el estimador de acuerdo con (25) y a la varianza de
Z,_1, se describe en (27). koo, k
Yi— Yi—2Yi—
~ aT _ 1 Z;O ! 1=0 ! (34)
ak = (E{ykﬁk—l} k2 k k )
= _ = Yi—1Yi— Yi—
B BT @) Sy Ly
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Desarrollando los muestreos en cada una de las sumatorias Que en forma extendida es (40)
de 0 hasta& muestreos, se llega obtener la forma secuencial

de cada uno de los componentes de la matriz pseudoinversa B 1 T = T
de la covarianza (35). Pk = 13 k-1 + Zyﬂgifl : (40)
=0
qi1,k q12,k | _ i qi1,: G124 (35)
@ie Qo | k2 @14 Q22 Para condiciones estacionariggt — 1) est definida
Donde los componentes de la matriz pseudoinversa se prgz1 (41).
senta (36). 1 k—1
Ph1 = s RIE 41
@11k =Y+ (k= 1) @161 Pl—t (k—1)2 Zoy it (41)

Q126 = Yk—2Uk—1 + (k — 1)?qua k1 o
' Que al ser sustituidék — 1)?p,_; de (39) en vez de

@1k = Yk—1Yk—2 + (b — 1)qo1,6—1 S ¥ w97 | en (38), se tiene (42)
Gk = Yoo + (k= 1)%qa2,51 (36) 1 T’ )
Pk = — (Y¥_1 + (K —1)"Dr—1. 42
La Ec. (34) se desglosa en dos componentes, de acuerdo con Pk =2 Wi + )P (42)

(37). Por condiciones estacionarias el estimador tiene la for-
:1< [ Z/;%_l ykféyk72 ma (43)
k2 Yk—2Yk—1 Yi_o .
Ak—1 = Pr—1Gy_,- (43)
2 | 911,k 12,k . R
+(k—1) [q21,k qu,k} ) (37) Que al ser considerad®,_1 = a,—1q;_, en (40),py
es (44)
El parametro es estimado usando el segundo momento expre- )
sado en (27) y (30) y (35), como se muestra en (38). P = ﬁ(ykﬁfq + (k- 1)231@71(7,?,1)- (44)
R qi1,k 412,k
ar=[ prr P2k ] {quk qw,k] ’ (38) Sustituyendo (44) en (28) y desarrollando, se tienen (45)
Con R X (k—1)2
ak = [ a‘kl,k &kg,k ] ) k= k-1 ( k2 )
Dk = [ D1k D2k ] ) N N 1 .
+ X (qk_1)+qk_1+ﬁyk19k—1 . (45)
G = Q1,k 12,k
421,k 422,k

R Y sustituyendo a
Dondeay, Y p, € R1%2 g, € R2x2 y

Prueba (Teorema 4.1) (k—12, .
La Ec. (28) considerando qu& y g, se son descritos T(qkfl) 4y

por el segundo momento de probabilidad como son definidas _

pr = E{yp9T_1}, @k = E{yp—19%_1 }, por 3, asi como

En diferencias finitas pamg, se tiene (39)

. YkVi—1 gh)*
_ 1 k2 k
Pr = 72 Z ity (39)

i=0 por vy, el estimador es (46).
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