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En este artı́culo se desarrolla un filtro digital estocástico como estimador - identificador basado en el segundo momento de probabilidad, de
acuerdo con un modelo estocástico de segundo orden considerado, que generalmente es aplicado en la fı́sica estoćastica para sistemas con
perturbaciones tales como Van der Pol, Schrödinger y Bernulli. El disẽno consiste en formular el modelo con una ecuación de estados con
salida acotada y estacionaria basado en la descripción de martingalas y el operador estocástico de esperanza matemática. En los resultados
de disẽno se desarrollaron las fórmulas de covarianza y varianza para calcular los parámetros concentrados aplicados en el modelo genera-
lizado. El disẽno del estimador se describió en manera recursiva, de acuerdo a las condiciones de estacionariedad, para ser implementado
en un sistema digital con recursos computacionales mı́nimos. La convergencia de los parámetros permite observar que la variable de salida
identificada cuenta con un error que tiende a cero. Los resultados gráficos se obtuvieron usando MatLab como plataforma de simulación.

Descriptores:Modelacíon y simulacíon computacional; algoritmos para la aproximación de funcionales; procesos estocásticos.

In this paper develops a stochastic digital filter as identification with estimation technique considering the second probability moment, with
respect to a second order model applied on stochastic physics such as Van der Pol, Schrödinger and Bernulli equation with perturbations. The
mathematical design considered the Martingale form and mathematical expectation into state space model with stationary conditions and
bounded output. The variance and covariance are used for internal parametres description model and its recursive form allows implementing
into a digital system with minimum computational resources. The parametres estimation results are included into model proving that the
convergence answer tends to reference signal, and in consequence, the error tends to cero. The graphical results were obtained using the
MatLab software as a platform simulation.

Keywords: Computer modeling and simulation; algorithms for functional approximation; stochastic processes.
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1. Introducción

En f́ısica, los sistemas de segundo orden con perturbaciones
son vistos como cajas negras, al no tener en términos genera-
les la posibilidad de conocer qué ocurre en un sentido ḿetri-
co, dentro de ellos. Pero con base a la información que pro-
porcionan a su entrada y salida, se desarrollan los modelos
que mejor describan esa relación. En el caso presente esas
mediciones corresponden a un motor de corriente directa sin
escobillas (BLDC -BrushlessDC) del tipo trifásico, como se
muestra en la Fig. 1.

Los sistemas tipo caja negra solo se conoce la relación de
su salida con respecto a su entrada (su respuesta con respec-
to a una excitación). Los modelos para este tipo de sistemas,
son llamados de caja negra de los cuales no se conocen sus
estados y parámetros internos de acuerdo con [1,2]. Un méto-
do para conocer los estados internos desconocidos a partir
de los estados observables, son los llamados métodos de es-
tados identificados basado en el error cuadrático medio [3].
El método para encontrar el error identificadoek, consiste
en hacer del estado no medible o desconocidoxk, un esta-
do identificadô̄xk, obteníendolo a trav́es de las condiciones
estoćasticas del estado observableyk, descrito en (1).

FIGURA 1. Diagrama a bloques del sistema BLDC con el filtro es-
tocástico.
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ek = yk − ŷk (1)

El errorek puede conducir a diversos métodos de estima-
ción y es conocido como proceso de innovación [4], basado
en el funcional del error (2) con respecto al error de identi-
ficación ek: Usando el segundo momento de probabilidad se
define el valor esperado de la norma Euclidiana deek con
respecto a [5,6].

Jk(ek) := E{eT
k ek} (2)

Que en forma desarrollada se tiene que
= E{(yk − ˆ̄yk)T (yk − ˆ̄yk)}, en donde la respuesta del sis-
tema descrito en la Fig. 1., como (yk) corresponde a la de
un modelo de segundo orden y que en diferencias finitas es
representado con dos retardos como se observa en (3).

d2f(y)
dy2

∼= (f(y)− 2f(y(k − 1)) + f(y(k − 2)) (3)

Esta descripción es el resultado del concepto de los cua-
tro pasos aplicado a una segunda derivada y posteriormente
haciendo que el lı́mite tienda a una constante que comúnmen-
te corresponde con el tiempo de muestreo del sistema digital
y los retardos indican el orden de la ecuación y est́a descri-
ta por el ńumero de veces que la señal observable se retar-
daŕa [7-11]. Basado en el estado observable del sistema pro-
puestoyk, su modelo aproximado corresponde a un modelo
de segundo orden de acuerdo a su evolución gŕafica, y al fun-
cional de error cuadrático medio. El objetivo de este trabajo
es disẽnar un estimador de parámetrośoptimo para un siste-
ma tipo caja negra cuya respuesta corresponde a un modelo
estoćastico de segundo orden con parámetros concentrados;
la estimacíon se realiza basado en el segundo momento de
probabilidad, y es aplicada al identificador para seguir a la
variable de salida del sistema de referencia buscando que su
convergencia sea asintótica. El art́ıculo est́a estructurado de la
manera siguiente: resumen, introducción, objetivo, modelo,
segundo momento, algoritmo de estimación recursivo, fun-
cional de error cuadrático medio, simulación, conclusiones,
anexo y bibliograf́ıa.

2. Modelo de Salida Estoćastica Simplificada

Un sistema con mediciones ruidosas entrada - salida, asu-
me un modelo con dos retardos si la velocidad de cambio
de un estado a otro es diferente a una constante, de acuerdo
con [9,10]:
Teorema 2.1El modelo ARMA(2,1)con paŕametros concen-
trados(a1, a2) ∈ R[0,1[ y velocidad de cambio acotada[7]
y [8], es descrito de manera recursiva por un modelo de se-
gundo orden en diferencias finitas con respecto a los estados
observables de la forma(4)

yk = a1yk−1 + a2yk−2 + Vk (4)

Con

yk, yk−1, yk−2,∈ R, y ⊆ N(µ, σ2 < ∞).

Prueba. Ver Anexo.

3. Algoritmo Estocástico Basado en el Segun-
do Momento

La estimacíon estoćastica est́a basada en el segundo momento
de probabilidad ya que es una técnica usada para mostrar que
una Variable Aleatoria (VA) tiene una probabilidad positiva.
Generalmente, el ḿetodo cosiste en acotar la probabilidad de
la VA alrededor de su media; esto quiere decir, que se tiene
una comparación del segundo momento de probabilidad con
respecto al primer momento de la secuencia aleatoria y su va-
lor medio; se describe comoσ2 = E{(yk − µ)2}, dondeyk

es la VA yµ es la media de acuerdo con [12,13] y [14].
Teorema 3.1Dado el sistema descrito en(4), su forma gene-
ralizada es(5).

yk = āz̄(k − 1) + Vk (5)

Con paŕametros y estados en(6).

ā := [a1a2], z̄(k − 1) := [yk−1 : yk−2]T

{Vk} ⊆ N(µ, σ2 < ∞) (6)

De acuerdo con[4-6] y, [15], el estimador de paŕametros
concentrados de(5) es (7).

ˆ̄ak = p̄k q̄k (7)

con

ˆ̄ak :=[âk1,k
âk2,k

] ∈ R1×2,

p̄k :=[p1,k p2,k] ∈ R1×2,

q̄k :=
[

q11,k q12,k

q21,k q22,k

]
∈ R1×2,

Prueba.Ver anexo.
El identificador con respecto almodelo ARMA(2,1) des-

crito en (4), estaŕa con respecto al estimadoˆ̄ak del paŕametro
concentradōak a trav́es del segundo momento (8).

ŷkk
= âk1yk−1 + âk2yk−2 + Vk (8)

4. Estimacíon recursiva

Considerando que en un sistema requiere usar la mı́nima can-
tidad de recursos, se desarrolla el estimador recursivo, permi-
tiendo observar en lı́nea su comportamiento.
Teorema 4.1De acuerdo con(7) y [5,6,10,14]y [17] se ob-
tiene el estimador recursivo(9).

ˆ̄ak = ˆ̄ak−1βk + γk (9)
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Con

βk =
(k − 1)2

k2
qk−1q

+
k , γk =

ykv2
k−1

k2
q+
k .

Prueba. Ver anexo.
Basado en las propiedades en diferencias finitas del se-

gundo momento de probabilidad para sistemas estacionarios,
la salida identificada basada en el segundo momento recursi-
vo es (10).

ŷk = â1,kyk−1 + â2,kyk−2 + Vk (10)

5. Funcional de error

El funcional de error cuadrático medio es una medida pa-
ra conocer la convergencia de los parámetros estimados, a
través de los errores entre el parámetro considerado y su esti-
mado [18].

De acuerdo al error del parámetroa1, se obtiene (11).

e1,k = a1 − â1,k (11)

El error del paŕametroa2, se tiene (12).

e2,k = a2 − â2,k (12)

El funcional de error 1 de manera recursiva se encuentra
en (13).

J1,k =
1
k2

[e2
1,k + (k − 1)2J1,k−1] (13)

Y el funcional de error 2, de forma recursiva se tiene
en (14).

J2,k =
1
k2

[e2
2,k + (k − 1)2J2,k−1] (14)

La forma recursiva generalmente aporta la precisión en-
tre los paŕametros estimados estocásticos y los basados en el
segundo momento, aplicables a un sistema digital.

FIGURA 2. Salidas recursivasyk (5) e identificadâyk (8).

FIGURA 3. Ampliación de acuerdo a la información obtenida en la
gráfica de la Fig. 2.

FIGURA 4. Histograma de las salidas estocásticas basada en el se-
gundo momento (azul-c), (7) y recursiva (azul), (9).

6. Resultados de simulacíon

Se desea ejemplificar el algoritmo de estimación estoćasti-
ca basado en el segundo momento. El proceso estocástico se
comporta de la forma siguiente:

a) La identificacíon de la variable del sistema viene pre-
sentada en la Fig. 2. Donde los primeros quince mues-
treos las respuestas de salida se empatan confun-
diéndose una con otra.
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b) Para el caso recursivo se logra más ŕapido la identifica-
ción de las variables de salida. Las gráficas del experi-
mento se llevaron a cabo usando MatLab [19,20].

Usando los resultados obtenidos en la Fig. 2, se desarro-
ll ó una ampliacíon como se muestra en la Fig. 3.

Para observar la calidad del estimador se emplean los his-
togramas de la variable de observación. En la Fig. 4, se pre-
senta un histograma de la variable de salida contra la variable
recursiva simplificada. Donde la esperanza del modelo es ce-

FIGURA 5. Paŕametros estoćasticos estimados basados en el segun-
do momentoa1 y a2 (rojo) y (azul) de la (7). Parámetros estimados
estoćasticos recursivoŝa1,k y a2,k , (verde) y (azul) de la (9).

FIGURA 6. Funcional de error del segundo momento para
J1(paŕametroâ1,k) color (azul) yJ2 (paŕametroâ2,k) color (rojo).
Nota: Es una Supermartingala [22,23].

ro y tiene una varianza de 0.5 aproximadamente. Donde se
nota cero sesgo, lo que implica una calidad del estimador ex-
celente. De acuerdo al caso recursivo se presenta un histogra-
ma en la Fig. 4, donde la esperanza es cero y la varianza es
0.03. Con cero sesgo. Lo cual indica que tiene una calidad
del estimador excelente [21].

De acuerdo con las condiciones iniciales establecidas pa-
ra el algoritmo de estimación estoćastica recursiva, con res-
pecto a las Ecs. (7) y (9) se obtienen los parámetros en la
Fig. 5, para diferentes amplitudes de ruidos desde -0.8 hasta

FIGURA 7. Identificacíon de los estados del motor BLDC. La señal
(negro) es la salida del motor BLDC con ruido y la señal (rojo) es
la salida del filtro describiendo la señal sin ruido.

FIGURA 8. La Fig. 8a) Paŕametroa1 de acuerdo con [18] obte-
niendoâ1,k y de (9), el paŕametro concentradôa∗1,k. La Fig. 8b)
Paŕametroa2 de acuerdo con [18] obteniendôa2,k y de (9), el
paŕametro concentradôa∗2,k.
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FIGURA 9. El sistema (4) se describe poryk, el identificador de
acuerdo con [18] eŝyk y de (10), se obtuvôy∗k.

FIGURA 10. El funcional de errorJk[18] de acuerdo con [18], se
presenta en color azul, y el funcional de error de acuerdo con (10),
Jk(10) , se presenta en color magenta.

hasta 0.8. Lo que permite obtener parámetros desde -0.99
hasta 0.99 para un motor BLDC.

El funcional del error cuadrático medio, basado en el
segundo momento de probabilidad de forma recursiva, de
acuerdo con (11), (12), (13) y, (14), se muestra en la Fig. 6.

La identificacíon con estimación de los paŕametros (9) de
acuerdo con [24,25] se realiza con base a (10) y se muestra en
la Fig. 7, para el comportamiento de cada una de las fases; es
decir, se aplica el modelo filtrado para cada una de las fases.

La sẽnal generada por el motor con respecto a su carga es
la sẽnal con rizos y la sẽnal de salida del filtrado es la señal
suavizada, ambas mostradas en la Fig. 7.

El método de ḿınimos cuadrados mostrado en [18] apli-
cado en el proceso de estimación de acuerdo con (4), se tiene

como resultado lo mostrado en la Fig. 8, resultados que son
comparados con el ḿetodo de paŕametros concentrados (9)

De la Fig. 8, los valores de estimación en ambos casos,
solo permite tener el valor en promedio de los parámetros, y
que se ven afectados por la varianza de los ruidos.

Su identificador, de acuerdo con (9), es descrito en la
Fig. 9.

Su correspondiente funcional de error para (4), con res-
pecto a los resultados de la Fig. 6 y de (10), se observan en la
Fig. 10.

Los resultados nos permiten observar que la estima-
ción por ḿınimos cuadrados [18] aplicadas posteriormente
al identificador (9), tiene como resultado que el método de
paŕametros concentrados tiene un mejor desempeño en la
Figs. 8, 9 y 10.

7. Conclusiones

El objetivo de estimación con identificacíon se cumplío cuan-
do los dos paŕametros estimados dentro del vector de paráme-
tros concentrados (ˆ̄ak) basados en el algoritmo de estimación
descrito tanto en (7) como en (9) y usando el segundo mo-
mento de probabilidad convergieron al valor pedido por los
paŕametros de los estados estocásticos modelados linealmen-
te. Los paŕametros estimados encontrados por el segundo mo-
mento de probabilidad solamente encontraron la convergen-
cia cuando se invirtió el signo, tal como lo describe (1). El
rango de convergencia de los parámetros estimados operaron
en0 < |âi,k| < 1, i = 1, 2. Las trayectorias de los paráme-
tros estimados siempre fueron Supermartı́n gala.

Una prueba importante fue al sustituir los parámetros es-
timados (9) con el algoritmo propuesto en la variable de sali-
da (10) y se vio que se logró equiparar perfectamente con los
datos aleatorios medibles experimentalmente que se tenı́an a
priori. Con estos resultados se deduce que el algoritmo de
estimacíon basado en el segundo momento aplicado a un mo-
delo experimental aleatorio y representado como un modelo
lineal estoćastico de segundo orden funcionó adecuadamente
en casi todos los puntos.

Tambíen fue posible disẽnar y experimentar en la simu-
lación un modelo de estimación recursiva parâ̄ak, como se
describío en (9) a partir del estimador basado en el segun-
do momento. Se realizó una simulacíon del identificador con
estimador aplicado a cada una de las fases del motor BLDC
donde se obtuvieron en lı́nea sus parámetros y al actualizar
el estado de este sistema, la señal estaba libre de ruido, tal y
como se ve en la Fig. 7.

Este trabajo servirá como base para implementar en un
sistema digital el estimador y probarlo con datos experimen-
tales de sistemas aleatorios para construir el estimador del
modelo multivariable en el cual operen las tres fases con una
matriz de transicíon.

La comparacíon del estimador con el ḿetodo desarrolla-
do en [18], permitío observar en las Figs. 8, 9 y, 10, que el
estimador de parámetros concentrados tiene un mejor desem-
pẽno, que el propuesto en la literatura.
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Anexo

Prueba (Teorema 2.1).Dada la dińamica interna del sis-
tema de segundo orden en diferencias finitas de acuerdo con
[7,8,10] y, [11], es descrito en (15).

xk+1 = a1xk + a2xk−1 + bwk (15)

Con salida del sistema(16).

yk = cxk + dvk (16)

Retardando(15),se obtiene(17).

xk = a1xk−1 + a2xk−2 + bwk−1 (17)

Retardando(16),se obtiene(18).

yk−1 = cxk−1 + dvk−1 (18)

Despejando de(18),el estadoxk−1, se tiene (19).

xk−1 = c−1yk−1 − dc−1vk−1 (19)

Retardando ahora a(19)se obtiene(20).

xk−2 = c−1yk−2 − dc−1vk−2 (20)

Sustituyendo (19) y (20) en (17), se tiene (21).

xk = a1c
−1yk−1 + a2c

−1yk−2

− a1dc−1vk−1 − a2dc−1vk−2 + bwk−1 (21)

Sustituyendo(21)en(16)se tiene(22).

yk = a1yk−1 + a2yk−2

− a1dvk−1 − a2dvk−2 + bcwk−1 + dvk (22)

De (22)el ruido es definido en(23).

Vk := −a1dvk−1 − a2dvk−2 + bcwk−1 + dvk (23)

Y que(23)al ser sustituido en(22)se obtiene(24).

yk = a1yk−1 + a2yk−2 + Vk .¥ (24)

Prueba (Teorema 3.1)

E{ykϑ̄T
k−1} = āE{z̄k−1ϑ̄

T
k−1}+ E{Vkϑ̄T

k−1} (25)

El proceso de innovación de (25) se describe en (26).

E{ykϑ̄T
k−1} − E{Vkϑ̄T

k−1} = āE{z̄k−1ϑ̄
T
k−1} (26)

Y el estimador de acuerdo con (25) y a la varianza de
z̄k−1, se describe en (27).

ˆ̄ak = (E{ykϑ̄T
k−1}

− E{Vkϑ̄T
k−1})(E{z̄k−1ϑ̄

T
k−1})+ (27)

De (27) el paŕametro estimado está en funcíon directa de la
covarianciapk, e inversamente a la covarianzaqk, como se
tiene en (28).

ˆ̄ak := p̄k q̄+
k (28)

Con
ˆ̄ak ∈ R1×2, p̄kR1×2, y q̄kR2×2

A continuacíon se desarrolla el cálculo de las covarianzas
pk, qk, como se observa en (29). La covariancia estocástica
viene representada por la esperanza de los productos internos
de la variable de salida convolucionada con la variableϑ̄T

k−1

[11].

[p1,kp2,k] = E({ykϑ̄T
k−1} − {Vkϑ̄(k − 1)T }) (29)

La esperanza matemática viene representada como una
secuencia de k muestreos y se describe en [15] como se pue-
de ver en (30).

[p1,kp2,k] =
1
k

×
[

k∑

i=0

(
[yiyi−1 yiyi−2]

−[Viyi−1 Viyi−2](k − 1)

)]
(30)

Resolviendo las sumatorias se obtienen los dos vectores
de las covarianzas [13],p1,k y p2,k. Como se ve en (31).

[p1,k p2,k] =
1
k

×
[

k∑

i=0

(
[yiyi−1 yiyi−2]
−[p̄i,kp̄2,k](k − 1)

)]
(31)

Mientras que la covarianzaqk ∈ R2×2, es un caso en que
la matriz resulta singular, dando lugar a una matriz pseudoin-
versa, descrita en (32).

=
[

q11,k q12,k

q21,k q22,k

]
= E{z̄k−1ϑ̄

T
k−1}

= E

{[
yk−1

yk−2

]
[yk−1yk−2]

}

= E

[
y2

k−1 yk−1yk−2

yk−2yk−1 y2
k−2

]
(32)

Resolviendo el operador esperanza sobre el producto in-
terno, se obtiene la matriz de covarianzas (33).

[
q11,k q12,k

q21,k q22,k

]
=

1
k2

k∑

i=0

[
y2

i−1 yi−1yi−2

yi−2yi−1 y2
i−2

]
(33)

Introduciendo las sumatorias en cada de los términos de la
matriz pseudoinversa en (34).[

q11,k q12,k

q21,k q22,k

]

=
1
k2







k∑
i=0

y2
i−1

k∑
i=0

yi−2yi−1

k∑
i=0

yi−1yi−2

k∑
i=0

y2
i−2





 (34)
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Desarrollando los muestreos en cada una de las sumatorias
de 0 hastak muestreos, se llega obtener la forma secuencial
de cada uno de los componentes de la matriz pseudoinversa
de la covarianza (35).

[
q11,k q12,k

q21,k q22,k

]
=

1
k2

E

{[
q11,i q12,i

q21,i q22,i

]}
(35)

Donde los componentes de la matriz pseudoinversa se pre-
senta (36).

q11,k = y2
k−1 + (k − 1)2q11,k−1

q12,k = yk−2yk−1 + (k − 1)2q12,k−1

q21,k = yk−1yk−2 + (k − 1)2q21,k−1

q22,k = y2
k−2 + (k − 1)2q22,k−1 (36)

La Ec. (34) se desglosa en dos componentes, de acuerdo con
(37).

=
1
k2

([
y2

k−1 yk−1yk−2

yk−2yk−1 y2
k−2

]

+ (k − 1)2
[

q11,k q12,k

q21,k q22,k

])
(37)

El paŕametro es estimado usando el segundo momento expre-
sado en (27) y (30) y (35), como se muestra en (38).

ˆ̄ak =
[

p1,k p2,k

] [
q11,k q12,k

q21,k q22,k

]+

, (38)

Con

ˆ̄ak =
[

âk1,k
âk2,k

]
,

p̄k =
[

p1,k p2,k

]
,

q̄k =
[

q11,k q12,k

q21,k q22,k

]+

.

Dondeˆ̄ak y p̄k ∈ R1×2 q̄k ∈ R2×2

Prueba (Teorema 4.1)
La Ec. (28) considerando quēpk y q̄k se son descritos

por el segundo momento de probabilidad como son definidas
p̄k := E{ykϑ̄T

k−1}, q̄k := E{yk−1ϑ̄
T
k−1},

En diferencias finitas parāpk se tiene (39)

p̄k =
1
k2

k∑

i=0

yiϑ
T
i−1 (39)

Que en forma extendida es (40)

p̄k =
1
k2

(
ykϑT

k−1 +
k−1∑

i=0

yiϑ
T
i−1

)
. (40)

Para condiciones estacionariasp̄(k − 1) est́a definida
en (41).

p̄k−1 =
1

(k − 1)2

k−1∑

i=0

yiϑ
T
i−1. (41)

Que al ser sustituida(k − 1)2p̄k−1 de (39) en vez de∑k−1
i=0 yiϑ

T
i−1 en (38), se tiene (42)

p̄k =
1
k2

(ykϑT
k−1 + (k − 1)2p̄k−1. (42)

Por condiciones estacionarias el estimador tiene la for-
ma (43)

ˆ̄ak−1 := p̄k−1q̄
+
k−1. (43)

Que al ser consideradōpk−1 = ˆ̄ak−1q̄
+
k−1 en (40), p̄k

es (44)

p̄k =
1
k2

(ykϑT
k−1 + (k − 1)2ˆ̄ak−1q̄

+
k−1). (44)

Sustituyendo (44) en (28) y desarrollando, se tienen (45)

ˆ̄ak =

(
ˆ̄ak−1

(
(k − 1)2

k2

)

× (q̄+
k−1)

+q̄+
k−1+

1
k2

ykϑT
k−1

)
. (45)

Y sustituyendo a

(k − 1)2

k2
(q̄+

k−1)
+q̄+

k

porβk asi como

ykν2
k−1

k2
q+
k )+

porγk, el estimador es (46).
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va de Sistemas Dinámicos. (Softident, UNICAUCA, 2004). pp.
1-12.

20. D. S. Orcero,La Matriz Fundamental y la Matriz esencial.
Conceptos y aplicaciones(Universidad de Malaga, 2002).

21. F. L. Lewis, L. Xie y D. Popa,Optimal Estimation, Optimal and
Robust Estimation(CRC Press 2008). pp. 423-442.
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