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Retardo temporal en las lentes por galaxias en el contexto
de Reissner - Nordstrom
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En este trabajo se deducen las expresiones matemáticas para el retardo temporal entre dos imágenes debidas a una lente gravitacional con
distribuciones siḿetricas tanto de masa como de carga eléctrica a partir del elemento de lı́nea en el contexto de Reissner - Nordstrom (RN).
Para esto, se estudia el movimiento de fotones que se curvan cerca de la distribución de masa cargada, mediante la métrica de RN, obteniendo
las expresiones para elángulo de desviación y el potencial de deflexión, estudiando ası́ el feńomeno de lentes gravitacionales tanto para una
masa puntual como para una distribución de masa. Luego se aplican los resultados obtenidos, al modelo de la esfera singular isoterma (ESI),
y se comparan con aquellos en los cualesúnicamente se considera galaxias con distribución de masa. Pero, cabe destacar que esta expresión
del retardo temporal es aplicable a cualquier modelo de lente gravitacional cargado.

Descriptores:Retardo temporal; lentes gravitacionales con carga eléctrica.

In this work we derive the mathematical expressions for the time delay between two images due to gravitational lensing with symmetric
distributions of both: mass and electric charge from the line element in the context of Reissner - Nordstrom (RN). For this, is important to
study the motion of photons that are curved around the mass distribution charged by RN metric, obtaining expressions for the deflection angle
and deflection potential studying the phenomenon of so much for a lensing precise mass to mass distribution. Then applied the results, the
singular sphere model isotherm (ESI), and compared with those in which only considers galaxies mass distribution. But, that this expression
of the time delay is applicable to any gravitational lens model loaded too.
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1. Introducción

El estudio sobre lentes gravitacionales nace a partir de la de-
flexión de un rayo de luz cuando pasa cerca de una masa, el
cual se desv́ıa de su camino. Este hecho se evidencia teórica-
mente cuando se resuelve la ecuación de campo de Einstein,
realizada por Schwarszchild, encontrándose eĺangulo de des-
viación y aplicando el resultado para el caso de rayos de luz
que pasan cerca del Sol.

Despúes que Arthur Eddington el 29 de mayo de 1919 en
sus observaciones durante un eclipse de Sol observó cómo se
curvaba la trayectoria de la luz proveniente de objetos distan-
tes al pasar cerca del Sol, produciéndose un desplazamiento
aparente en las posiciones, las lentes gravitacionales toman
un impulso tanto en la parte teórica como en la observacional
[2]. En la parte téorica se encuentran expresiones matemáti-
cas que relacionan los elementos encontrados en ella, tales
como:ángulo de desviación, potencial de deflexión, magnifi-
cacíon, ecuacíon de la lente, retardo temporal, para el caso en
que se consideran masas puntuales en el contexto cosmológi-
co. El concepto de lentes gravitacionales se extiende a dis-
tribuciones de masa, y es ası́ que se hace el estudio para ga-
laxias y ćumulos de galaxias, teniéndose expresiones mucho
más complicadas, lo cual condujo a definir la lente delga-
da, que consiste en proyectar la distribución de masa, en un
plano perpendicular al rayo de luz, teniéndose una densidad
superficial de masa y las distribuciones volumétricas de masa

pueden tener diferentes modelos dependiendo de su forma y
tambíen de la manera como se distribuyan las componentes
de la galaxia o ćumulos de galaxia.

Paralelamente, se empiezan a encontrar las primeras evi-
dencias experimentales de lentes gravitacionales como es el
caso de QSO 0957 +561 A / B (cuásar con doble imagen),
descubierto en 1979, y en este sentido se hacen mediciones
de las posiciones de las imágenes, retardo temporal entre dos
de las iḿagenes, velocidad de dispersión de las componentes
de la lente, etc.

Algunos téoricos en los temas sobre lentes gravitaciona-
les han propuesto que algunos objetos astrofı́sicos podŕıan
estar provistos, adeḿas de masa, de una carga eléctrica neta
que generarı́a un campo escalar, que no podrı́a ser detectado
por medios cĺasicos, pero sı́ mediante las variables asociadas
al feńomeno de deflexión de la luz.

Hasta el momento se han estudiado las lentes gravitacio-
nales en el contexto de RŃunicamente considerando que la
lente es un cuerpo puntual de masa y carga eléctrica. En nues-
tro caso, extenderemos el fenómeno a las lentes gravitacio-
nales considerando que estas tienen una distribución tanto de
masa como de carga eléctrica.

2. Ecuaciones de campo de Einstein

Las ecuaciones de Campo de Einstein (ECE) determinan la
métrica del espacio-tiempo a partir del fenómeno en estudio
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o de la distribucíon de materia, que perturba el espacio tiem-
po. Se trata de igualdades que involucran las componentes
del tensor ḿetricogµν , el tensor de RicciRµν (tensor de cur-
vatura que se construye a partir de las segundas derivadas del
tensor ḿetrico), la curvatura escalarR (que se obtiene a par-
tir del tensor de curvatura) y el tensor de energı́a impulsoTµν

que describe la configuración de masa y energı́a en un punto
del espacio tiempo.

Las ecuaciones describen cómo el espacio-tiempo se cur-
va por la materia y, recı́procamente, ćomo la materia es in-
fluenciada por la curvatura del espacio-tiempo, es decir, cómo
la curvatura da lugar a gravedad [1]:

Rµν − 1
2
gµνR = KTµν (1)

Estas ecuaciones son la base para la construcción del ele-
mento de ĺınea correspondiente al fenómeno f́ısico en estu-
dio.

3. Métrica de Reissner Nordstrom (RN)

Considerando una distribución de masam, est́atica y con si-
metŕıa esf́erica, y una cargaQ con simetŕıa esf́erica, se hace
el estudio del movimiento de una partı́cula que viaja desde el
infinito y pasa cerca a esta distribución. Este estudio se hace
mediante las ecuaciones de campo de Einstein (1), y las ecua-
ciones de las geodésicas y las de Euler-Lagrange, las cuales
se usan para encontrar el elemento de lı́nea.

Para el caso de Reissner - Nordstrom (RN), el término
Tµν (Tensor momento energı́a), de la Ecuación de Campo de
Einstein (1), es diferente de cero, ya que, representa la energı́a
debida a la radiación electromagńetica producida por la car-
ga eĺectrica contenida dentro de la distribución de masa en
consideracíon.

Reissner propone una métrica que mantiene la forma de la
métrica de Schwarszchild, pero introduce una función f(r),
la cual depende tanto de la masa como de la carga eléctrica
de la distribucíon de materia en estudio, esto es [1]:

ds2 =
(

1− 2M

r
+

Q2

r2

)
dt2 −

(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)−1

dr2

− r2dθ2 − r2(sin θ)2dϕ2 (2)

El tensor momento-energı́a asociado a dicha ḿetrica no
se anula id́enticamente, rebelando que dicho espacio-tiempo
est́a “inmerso” por un campo electromagnético est́atico con
simetŕıa esf́erica.

4. Métrica de Reissner Nordstrom en coorde-
nadas isotŕopicas

Para abordar las lentes gravitacionales con todo el rigor, se
requiere que las coordenadas espaciales tengan isotropı́a. Ba-
jo éstas argumentos se realizan en el elemento de lı́nea de
Reissner-Nordstrom un cambio de variable con el cual se

aborda el tema de lentes gravitacionales con carga eléctrica,
éste queda finalmente expresado en la forma [7]:

ds2 =
[
1− 2M

ρ
− 2

M2

ρ2

(
1− a2

2

)]
dt2

−
[
1 +

2M

ρ
+

3
2

M2

ρ2

(
1− a2

3

)]
dσ2 (3)

Donde se ha definidoa ≡ Q
M ≤ 1

5. Cálculo del ı́ndice de refraccíon y el poten-
cial de RN

Se puede calcular la velocidad de la luz en el medio,v, cuan-
do pasa cerca de la masa considerada que esta tiene una carga
neta, generando radiación electromagńetica. Para ello se par-
te de la Ec. (3), cambiandoρ por r, y tomandodS = 0, para
el caso de un rayo de luz.

Teniendo en cuenta la definición para eĺındice de refrac-
ción n = c/v, dondec es la velocidad de la luz en el vacı́o
y v es la velocidad de la luz en el medio de propagación, po-
demos escribir eĺındice de refracción en t́erminos de las uni-
dades originales para el caso de RN, el cual queda definido
entonces como [16]:

n = 1 +
2GM

c2r
+

7G2M2 + GkQ2

4c4r2
(4)

Comparando con la expresión del ı́ndice de refracción,
n = 1− 2Φ, dondeΦ es el potencial ańalogo al Newtoniano,
en este caso serı́a el potencial gravitacional incluyendo el de
Coulomb (eĺectrico) para una carga puntual. De esto tenemos
que en el caso de RN [16]:

Aśı, el potencial de RN es entonces,

Φ = −GM

c2r
− 7G2M2 + GkQ2

8c4r2
(5)

Con estos cambios se tendrán los elementos de las lentes
gravitacionales con carga con las unidades adecuadas para su
posterior ańalisis dimensional.

6. Ángulo de deflexíon de RN para una distri-
bución de masa cargada

Para obtener eĺangulo de deflexión α̂, utilizamos la defini-
ción:

α̂ = −
∫
∇⊥ndl = 2

∫
∇⊥Φdz (6)

Se introduce el potencial (5) en la expresión (6) y se llega
al ángulo de desviación para una masa puntual. Como nues-
tro trabajo consiste en extender las lentes cargadas para dis-
tribuciones tanto de masa como de carga, se debe hacer la
aproximacíon de una lente delgada sobre un plano perpendi-
cular. En consecuencia se define una densidad superficial de
masa cargada tomando un elemento diferencial de masa y de
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carga, respecto de en un punto cuyo parámetro de impacto se
encuentre en la posición: ~ξ − ~ξ′, se tiene,

dα̂ =
4G(~ξ − ~ξ′)

c2|~ξ − ~ξ′|
dM

+
πG2

2c4
(7 + η)

(~ξ − ~ξ′)

|~ξ − ~ξ′|
MdM

El cual se puede desarrollar independientemente dos con-
tribuciones deĺangulo de desviación, una correspondiente al
caso Schwarszchild y el otro a Reissner-Nordstrom, es decir,

~̂α = ~̂αSch
+ ~̂αRN (7)

El primer t́ermino de la Ec. (7) ya se ha tratado en la lite-
ratura normal, por lo que, nos dedicamos a resolver y encon-
trar una expresión para el segundo término que es la parte de
correspondiente a Reissner-Nordstrom (RN), de la Ec. (7):

~̂αRN =
π2G2

c4
(7 + η)χ

χ∫

0

χ′Σ(~χ′)M(~χ′)

× χ− 2χ

(χ− χ′)3(χ + χ′)
dχ′ (8)

Siendo:η = kQ2/GM2, un paŕametro adimensional in-
troducido para escribir la cantidad de carga en términos del
contenido de masa total de la Lente,Σ(χ) es la densidad su-
perficial de masa de la Lente.

Conésta expresión se hace el estudio delángulo de des-
viación que experimenta un rayo de luz cuando pasa cerca de
una distribucíon de masa que tenga simetrı́a esf́erica, y que
contenga una carga eléctrica neta. En la expresión encontrada
en la Ec. (8), se obtiene las correcciones alángulo de desvia-
ción de Schwarszchild. Se observa que estas correcciones se
hacen cuando se considera términos superiores a primer or-
den en la expansión en series deĺındice de refracción de la
luz que es desviada en su recorrido, pero estudiada ahora en
el contexto de Reissner-Nordstrom.

7. Potencial de deflexíon de RN para una dis-
tribuci ón de masa cargada

Se sabe que el potencial debido a una masa esférica cargada
est́a dado por la Ec. (5), y por tanto el potencial de deflexión,

ψ̂ = 2
∫

Φ(ξ, z)dz (9)

ReemplazandoΦ para el caso RN, obtenemos:

ψ̂ = ψ̂Sch
+ ψ̂RN (10)

Donde,

ψ̂RN = −G2(7 + η)M2

4c4ξ

[
π − Ds

DLDLS
ξ

]
(11)

corresponde al potencial de RN.
Al igual que se hizo con eĺangulo de desviación, nos cen-

tramosúnicamente en los términos que contienen la carga
eléctrica. Para una distribución de masa, se toma undM ubi-
cado en~ξ − ~ξ′ y produce un potencial de deflexión:

Resolviendo y escribiendo todo en términos deχ y χ′, el
potencial de RN será:

ψ̂RN =
G2ξ0(7 + η)π

c4

∫
χ′M(~χ′)Σ(~χ′)dχ′

×
[
π(χ2 − 3χχ′ + χ′2)

(χ + χ′)3
+

Dsξ0

DLDLS

]

Este es el potencial de desviación en el contexto de RN,
el cual se debe adicionar al encontrado con la lente de Sch-
warzschild de la literatura normal.

8. Retardo temporal de RN para una distribu-
ción de masa cargada

De acuerdo con la teorı́a sobre Lentes Gravitacionales en el
caso de distribuciones de masa el retardo temporal para una
imagen est́a dado por la expresión:

∆t =
(1 + zL)

c

DSDL

DLS

[
1
2
α2(χ)− ψ(χ)

]
(12)

Donde:DS en la distancia diametral angular desde la
fuente hasta el observador,DL es la distancia diametral an-
gular de la lente al observador,DlS es la distancia de la lente
a la fuente yzL es el corrimiento hacia el tojo e la lente.

9. Retardo temporal para el modelo de la ESI
cargada

En el caso en particular se aplicaran los resultados obteni-
dos al modelo de la esfera singular isoterma ESI, para es-
te modelo, la densidad superficial de masa está dada por:
Σ(ξ) = σ2

v/2Gξ y la masa de la distribución es
M(ξ) = (πσ2

v/G)ξ.
Reemplazando estos valores en las expresiones encontra-

das para eĺangulo y el potencial de deflexión (8) y (12) res-
pectivamente.

Aplicando primero a la expresión para eĺangulo de de-
flexión, se tiene,

~̂αRN =
π3(7 + η)χσ4

v

2c4

χ∫

0

χ′
χ− 2χ′

(χ− χ′)3(χ + χ′)
dχ′ (13)

Teniendo en cuenta el desarrollo del binomio de Newton
tanto para potencias positivas como negativas se llega final-
mente y despúes de despreciar términos de orden 3 o superior,

~̂αRN =
π3

4
(7 + η)

σ4
v

c2
(14)
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La cual no depende de la posición de las iḿagenes, sien-
do, η = kQ2/GM2 el factor que relaciona la carga de la
lente respecto de su masa.

Procediendo de manera similar, y después de introducir
las expresiones del modelo de la ESI, en el potencial de des-
viación, Ec. (12), se tiene,

ψ̂RN =
ξ2
0(7 + η)π2σ4

v

4c4

DS

DLDLS
χ2 (15)

Que depende cuadráticamente de la posición de las
imágenes representado porχ, mientras que en el caso de
usual de lentes gravitacionales sin carga, depende linealmen-
te.

Ahora bien para introducir en el retardo temporal, la
Ec. (12), se debe usar los operadores de proyección delángu-
lo de deflexíon, α(x) = DLSDL/(ξ0DS)α̂ y del potencial
de desviacíon, ψ̂RN = DSξ2

0/DLDLS .
De esta forma el retardo temporal entre dos imágenes

queda en la forma,

∆t =
(1 + zL)

c

DSDL

DLS

(7 + η)π2σ4
v

4c4
|χ2

2 − χ2
1| (16)

Siendo:DS es la distancia desde el observador hasta la fuen-
te,DL es la distancia desde el observador hasta la lente,DLS
es la distancia desde la lente hasta la fuente,zL es el corri-
miento hacia el rojo de la lente,σv es la velocidad de disper-
sión de las componentes de la galaxia deflectora,χ2 y χ1 son
las posiciones de las dos imágenes.

Este resultado indica que el retardo temporal entre las
imágenes depende cuadráticamente de la diferencia de po-
siciones angulares de las dos imágenes, y no linealmente co-
mo es el caso para la lente de schwarszchlid aplicado aéste
modelo particular. Este retado temporal con carga produce
efectos muy pequeños comparados con obtenido en la lente
de schwarszchlid.

10. Conclusiones

Se desarrolĺo la métrica de Reissne-Nordstrom para una ma-
sa est́atica con simetrı́a esf́erica considerando que tiene una
carga eĺectrica neta, teniendo en cuenta la ecuación de campo
de Einstein con tensor electromagnético.

Se transforḿo esta ḿetrica a coordenadas Isotrópicas pa-
ra estudiar el rayo de luz en todas las direcciones, sin hacer
aproximaciones en parte angular, para que la parte espacial
tenga la misma forma que la métrica plana.

Se encontŕo el ı́ndice de refracción de la luz en t́erminos
de la masa y la carga de la lente, y se hizo una expansión
en series de Fourier toḿandose contribuciones cuadráticas de
masa y carga hasta segundo orden.

Se encontraron expresiones para elángulo de deflexión
y potencial de desviación para el caso de distribuciones de
masa y carga eléctrica (Lentes por Galaxias).

Se extendieron los resultados obtenidos para el caso de
lentes gravitacionales de masas y cargas puntuales en el con-
texto de Reissner - Nordstrom, al caso de distribuciones de
materia (Masa y Carga), y poder estudiar posteriormente mo-
delos de lentes.

Se encontŕo una expresión para el retardo temporal en-
tre dos iḿagenes en lentes por galaxias en el contexto de
Reissner-Nordstrom.

En la literatura normal sobre lentes gravitacionales al ha-
cer la expansión en serieúnicamente se toman términos a
primer orden en la masa, despreciando las demás contribu-
ciones.

Se aplićo la expresíon del retardo temporal al caso parti-
cular de lentes por galaxias modeladas como una esfera sin-
gular isoterma.

Se observa que el retardo temporal en el modelo de esfera
singular isoterma, para el caso Schwarszchild es una función
lineal de la posicíon de las iḿagenes, mientras que para el
caso Reissner-Nordstrom la variación es cuadŕatica.
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noḿıa, Universidad de Chile. 2006).

14. R. Casadio,Phys Rev D58044015.

Rev. Mex. Fis.60 (2014) 190–194



194 C. MIRANDA, U. MOLINA Y P. VILORIA

15. M. Bartelmann and P. Schneider,Weak Gravitational Lensing,
(Max-Planck-Institut f̈ur Astrophysik, P.O. Box 1523, D-85740
Garching, Germany).

16. C. Cabra,Efecto lente gravitacional en la ḿetrica de Reissner-
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