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En este trabajo se deducen las expresiones naians para el retardo temporal entre doagenes debidas a una lente gravitacional con
distribuciones siratricas tanto de masa como de cargaglca a partir del elemento de¢a en el contexto de Reissner - Nordstrom (RN).

Para esto, se estudia el movimiento de fotones que se curvan cerca de la distrileutiasa cargada, mediante ktrica de RN, obteniendo

las expresiones para@&hgulo de desviadn y el potencial de defle@n, estudiando &€l fenbmeno de lentes gravitacionales tanto para una
masa puntual como para una distrithrcde masa. Luego se aplican los resultados obtenidos, al modelo de la esfera singular isoterma (ESI),
y se comparan con aquellos en los cudleigamente se considera galaxias con distrilmucie masa. Pero, cabe destacar que esta edpresi

del retardo temporal es aplicable a cualquier modelo de lente gravitacional cargado.

DescriptoresRetardo temporal; lentes gravitacionales con cargeteta.

In this work we derive the mathematical expressions for the time delay between two images due to gravitational lensing with symmetric
distributions of both: mass and electric charge from the line element in the context of Reissner - Nordstrom (RN). For this, is important to
study the motion of photons that are curved around the mass distribution charged by RN metric, obtaining expressions for the deflection angle
and deflection potential studying the phenomenon of so much for a lensing precise mass to mass distribution. Then applied the results, the
singular sphere model isotherm (ESI), and compared with those in which only considers galaxies mass distribution. But, that this expression
of the time delay is applicable to any gravitational lens model loaded too.
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1. Introduccion pueden tener diferentes modelos dependiendo de su forma 'y
tambien de la manera como se distribuyan las componentes

El estudio sobre lentes gravitacionales nace a partir de la dél€ |2 galaxia o @mulos de galaxia. _ .
flexion de un rayo de luz cuando pasa cerca de una masa, el Paralelamente, se empiezan a encontrar las primeras evi-
cual se desa de su camino. Este hecho se evidendisica-  dencias experimentales de lentes gravitacionales como es el
mente cuando se resuelve la ecoadie campo de Einstein, €aso de QSO 0957 +561 A/ B (@sar con doble imagen),
realizada por Schwarszchild, encdntdose eiingulo de des- descubierto en 1979, y en este sentido se hacen mediciones

viacion y aplicando el resultado para el caso de rayos de Iugde |as posiciones de las &genes, retardo temporal entre dos
que pasan cerca del Sol. de las indgenes, velocidad de dispénside las componentes

Desptes que Arthur Eddington el 29 de mayo de 1919 ende la lente, et(’:.. o
Algunos téricos en los temas sobre lentes gravitaciona-

sus observaciones durante un eclipse de Sol cbsbmo se ! .
. . : ... les han propuesto que algunos objetos asticafs podian
curvaba la trayectoria de la luz proveniente de objetos distan-

X . estar provistos, adeis de masa, de una cargaatica neta
tes al pasar cerca del Sol, procemilose un desplazamiento P g

- o gye generaa un campo escalar, que no piadser detectado
aparente en las posiciones, las lentes gravitacionales toman ) . i . . )
. i ; por medios dsicos, peroisnediante las variables asociadas
un impulso tanto en la parteddca como en la observacional

L : " al fenrdbmeno de deflenin de la luz.
[2]. En la parte terica se encuentran expresiones m Hasta el momento se han estudiado las lentes gravitacio
cas que relacionan los elementos encontrados en ella, tales 9

como:angulo de desviadn, potencial de deflesin, magnifi- nales en el contexto de Rificamente considerando que la

cacbn, ecuadn de la lente, retardo temporal, para el caso erl1ente €s un cuerpo puntual de masay cargatata. En nues-
gue se consideran masas puntuales en el contexto dagimol tro caso, e_xtenderemos el tene_no a las Ier_1te,_s grgwtamo-
co. El concepto de lentes gravitacionales se extiende a digl_ales considerando que _estas tienen una distatxento de
tribuciones de masa, y esiagie se hace el estudio para ga- masa como de cargaeetrica.

laxias y dimulos de galaxias, tegmdose expresiones mucho

méas complicadas, lo cual condujo a definir la lente delga2. Ecuaciones de campo de Einstein

da, que consiste en proyectar la distriliucde masa, en un

plano perpendicular al rayo de luz, tendose una densidad Las ecuaciones de Campo de Einstein (ECE) determinan la
superficial de masa y las distribuciones vogiritas de masa meétrica del espacio-tiempo a partir del taneno en estudio
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o de la distribuddn de materia, que perturba el espacio tiem-aborda el tema de lentes gravitacionales con cagraia,
po. Se trata de igualdades que involucran las componentéste queda finalmente expresado en la forma [7]:
del tensor retricog,,,, el tensor de RiccR,,,, (tensor de cur-

2 2
vatura que se construye a partir de las segundas derivadas del ds? = {1 _ M 2M (1 _ “)] dt2
tensor netrico), la curvatura escaldt (qQue se obtiene a par- P p? 2
tir del tensor de curvatura) y el tensor de em@igpulsor,, oM 3 M2 a2
B . s 4 2
que describe la configuraxi de masa y enei@en un punto - [1 + P + 2 2 (1 - 3>] do 3)

del espacio tiempo.

Las ecuaciones describedrao el espacio-tiempo se cur- Donde se ha definide = % <1
va por la materia y, réprocamente, @mo la materia es in-
fluenciada por la curvatura del espacio-tiempo, es ddxuingoc

la curvatura da lugar a gravedad [1]: 5. Calculo delindice de refraccibn y el poten-

) cial de RN
Ry = 59“”R = KT @ Se puede calcular la velocidad de la luz en el mediouan-
do pasa cerca de la masa considerada que esta tiene una carga
neta, generando radiaci electromagética. Para ello se par-
te de la Ec. (3), cambiandopor r, y tomandadS = 0, para
el caso de un rayo de luz.
Teniendo en cuenta la definbei para eindice de refrac-
3. Meétrica de Reissner Nordstrom (RN) cionn = ¢/v, dondec es la velocidad de la luz en el viac
y v es la velocidad de la luz en el medio de propagacpo-
Considerando una distribii de masan, esticay con si-  demos escribir éhdice de refracéin en €rminos de las uni-

metiia esérica, y una carga) con simetia esérica, se hace dades originales para el caso de RN, el cual queda definido
el estudio del movimiento de una piattla que viaja desde el entonces como [16]:

infinito y pasa cerca a esta distriboni Este estudio se hace

Estas ecuaciones son la base para la construcil ele-
mento de inea correspondiente al femeno fsico en estu-
dio.

mediante las ecuaciones de campo de Einstein (1), y las ecua- ne1q4 26M TG*M? + GkQ? @
ciones de las ge@sicas y las de Euler-Lagrange, las cuales cAr 4ctr?
se usan para encontrar el elementoided. Comparando con la exprési delindice de refracéin,

Para el caso de Reissner - Nordstrom (RN).geinino  , — 1 _ 29, donded es el potencial @logo al Newtoniano,
T,.» (Tensor momento eneia, de la Ecuadin de Campo de ey este caso serel potencial gravitacional incluyendo el de

Einstein (1), es diferente de cero, ya que, representa laianergc oylomb (ekctrico) para una carga puntual. De esto tenemos
debida a la radiadn electromaggtica producida por la car- gye en el caso de RN [16]:

ga ekctrica contenida dentro de la distribbicide masa en Asi, el potencial de RN es entonces,
consideradn.

Reissner propone unaatrica que mantiene la forma de la o GM TG*M? + GkQ?
métrica de Schwarszchild, pero introduce una fancf(r), c2r 8ctr?
la cual depende tanto de la masa como de la cafgarigla
de la distribuddbn de materia en estudio, esto es [1]:

®)

Con estos cambios se teadrlos elementos de las lentes
gravitacionales con carga con las unidades adecuadas para su
- terior aalisis dimensional.

oM Q2 oM Q2\ ! pos
(1B P (122 )
r T r r 1 - iatri
. 6. Angulo de deflexbn de RN para una distri-
2 1n2 2 2 2
— r2df® — r*(sin6)“dyp 2 .2
bucion de masa cargada

El tensor momento-endayasociado a dicha &trica no
se anula iénticamente, rebelando que dicho espacio-tiemp
esh “inmerso” por un campo electromagfito eshtico con

gara obtener éngulo de deflexin &, utilizamos la defini-
ion:

simetia esérica. . f/VLndl _ 2/ v, ddz ©)
4. Meétrica de Reissner Nordstrom en coorde- Se introduce el potencial (5) en la exptes(6) y se llega
nadas isotopicas al angulo de desviaoh para una masa puntual. Como nues-

tro trabajo consiste en extender las lentes cargadas para dis-
Para abordar las lentes gravitacionales con todo el rigor, geibuciones tanto de masa como de carga, se debe hacer la
requiere que las coordenadas espaciales tengan igotBg  aproximacbn de una lente delgada sobre un plano perpendi-
jo éstas argumentos se realizan en el elementdnda Ide  cular. En consecuencia se define una densidad superficial de
Reissner-Nordstrom un cambio de variable con el cual senasa cargada tomando un elemento diferencial de masay de
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carga, respecto de en un punto cuychpaetro de impacto se corresponde al potencial de RN.

encuentre en la posim: £ — ¢, se tiene, Aligual que se hizo con éngulo de desviaén, nos cen-
L. tramosdnicamente en losetminos que contienen la carga
S electrica. Para una distribum de masa, se toma d/ ubi-
2lE=¢| cado ert — ¢’ y produce un potencial de defléxi:
. Resolviendo y escribiendo todo erminos dey y x/, el
nG? €-¢) i :
+ (74 n)>—=2MdM potencial de RN sér.
2ct €= e (m
El cual se puede desarrollar independientemente dos con- ~ ¥rN = M /X’M(X’)E(X’)dX/
tribuciones dehngulo de desviaén, una correspondiente al
caso Schwarszchild y el otro a Reissner-Nordstrom, es decir, o [W(X2 =3 +x?) | Ds& }
A . (x+x')3 DrDrs
a= &Sch + dgrN (7

Este es el potencial de desviagien el contexto de RN,
El primer €rmino de la Ec. (7) ya se ha tratado en la lite-el cual se debe adicionar al encontrado con la lente de Sch-
ratura normal, por lo que, nos dedicamos a resolver y encomwarzschild de la literatura normal.
trar una expresin para el segund@tmino que es la parte de

correspondiente a Reissner-Nordstrom (RN), de la Ec. (7): 8. Retardo temporal de RN para una distribu
212 X ciobn de masa cargada
3 G TN
dpy = ——(T+n)x [ X'EX)M (') ) o
¢ 0 De acuerdo con la teta sobre Lentes Gravitacionales en el
caso de distribuciones de masa el retardo temporal para una

X —2x / ; ; iy
X v dx (8) imagen esit dado por la expresin:
(x =x)’(x+x')
_ ) o 1+2,) DgDy, [1
Siendo: = kQ?/GM?, un paametro adimensional in- At = (%L) DS - [QQQ(X) - w(X)} (12)
troducido para escribir la cantidad de carga @minos del LS
contenido de masa total de la Lent&x) es la densidad su- Donde: D en la distancia diametral angular desde la
perficial de masa de la Lente. fuente hasta el observaddp; es la distancia diametral an-

Conésta expresin se hace el estudio dahgulo de des-  gular de la lente al observaddp, S es la distancia de la lente

viacion que experimenta un rayo de luz cuando pasa cerca @gla fuente yz;, es el corrimiento hacia el tojo € la lente.
una distribucdbn de masa que tenga simatesérica, y que

contenga una cargaégitrica neta. En la exprési encontrada

en la Ec. (8), se obtiene las correccionearjulo de desvia- 9- Retardo temporal para el modelo de la ESI
cion de Schwarszchild. Se observa que estas correcciones se cargada

hacen cuando se consideganinos superiores a primer or-

den en la expangn en series ddhdice de refracéin de la  EN el caso en particular se aplicaran los resultados obteni-

luz que es desviada en su recorrido, pero estudiada ahora @S al modelo de la esfera singular isoterma ESI, para es-
el contexto de Reissner-Nordstrom. te modelo, la densidad superficial de masa ekida por:

() = 02/2G¢ y la masa de la distribugh es
. ]  M() = (703 /GE.
7. PIOter?C,'aI de deflexdn de RN para una dis- Reemplazando estos valores en las expresiones encontra-
tribuci on de masa cargada das para eiingulo y el potencial de defleéxi (8) y (12) res-
pectivamente.
Aplicando primero a la expre@n para elngulo de de-
flexion, se tiene,

Se sabe que el potencial debido a una magarieafcargada
est dado por la Ec. (5), y por tanto el potencial de defiexi

- [ N
V=2 / (&, 2)dz ®) s w4y [, x—2X ,
aRN - 204 X ( _ ,)3( + /) dX (13)
Reemplazand® para el caso RN, obtenemos: X7 XXT X
q[) — q/}sch + q[,RN (10) Teniendo en cuenta el desarrollo del binomio de Newton
tanto para potencias positivas como negativas se llega final-
Donde, mente y despes de despreciaetminos de orden 3 o superior,
5 G*(7T+n)M? [ D } 3 4
- T = 11 Son = 1 v
wRN 4645 DLDLS£ ( ) ORN = 1 (7 + 77) 2 (14)
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La cual no depende de la poginide las infagenes, sien-
do,n = kQ?*/GM? el factor que relaciona la carga de la
lente respecto de su masa.

Procediendo de manera similar, y despwle introducir
las expresiones del modelo de la ESI, en el potencial de de
viacion, Ec. (12), se tiene,

&7+ n)r*cl Dg
- A D.D.s "

VRN

2

(15)

Que depende cuasticamente de la posi de las
imagenes representado pgr mientras que en el caso de
usual de lentes gravitacionales sin carga, depende linealm
te.

Ahora bien para introducir en el retardo temporal, la
Ec. (12), se debe usar los operadores de progeatzlangu-
lo de deflexbn, a(z) = DrsDy/(&oDs)d y del potencial
de desviachn, Yy = Dsé2/DrDps.

De esta forma el retardo temporal entre dosgenes
gueda en la forma,

(1+ z1) DsDy, (T+n)m’c
C DLS 4ct

4
At = “Ix3—xil  (16)

193
10. Conclusiones

Se desarrofl la métrica de Reissne-Nordstrom para una ma-
sa eshtica con simeta esérica considerando que tiene una
garga ekctrica neta, teniendo en cuenta la eciacie campo
de Einstein con tensor electromagico.

Se transforra esta nétrica a coordenadas Iséficas pa-
ra estudiar el rayo de luz en todas las direcciones, sin hacer
aproximaciones en parte angular, para que la parte espacial
tenga la misma forma que laatrica plana.

Se encont el indice de refracéin de la luz enérminos
de la masa y la carga de la lente, y se hizo una expansi

€8 series de Fourier tdamdose contribuciones cuaticas de

masa y carga hasta segundo orden.

Se encontraron expresiones paraegulo de deflexin
y potencial de desviadh para el caso de distribuciones de
masa y carga éttrica (Lentes por Galaxias).

Se extendieron los resultados obtenidos para el caso de
lentes gravitacionales de masas y cargas puntuales en el con-
texto de Reissner - Nordstrom, al caso de distribuciones de
materia (Masa y Carga), y poder estudiar posteriormente mo-
delos de lentes.

Se enconfy una expres$in para el retardo temporal en-

Siendo:Dg es la distancia desde el observador hasta la fuertre dos imagenes en lentes por galaxias en el contexto de

te, Dy, es la distancia desde el observador hasta la IEnte,
es la distancia desde la lente hasta la fuentegs el corri-
miento hacia el rojo de la lente,, es la velocidad de disper-
sibn de las componentes de la galaxia deflectgsd, x1 son
las posiciones de las dos&genes.

Reissner-Nordstrom.

En la literatura normal sobre lentes gravitacionales al ha-
cer la expangin en serielnicamente se tomarmrminos a
primer orden en la masa, despreciando lasakeoontribu-
ciones.

Este resultado indica que el retardo temporal entre las Se apli® la expresbn del retardo temporal al caso parti-

imagenes depende cuatcamente de la diferencia de po-
siciones angulares de las dosigenes, y no linealmente co-
mo es el caso para la lente de schwarszchlid aplicagkiea

cular de lentes por galaxias modeladas como una esfera sin-
gular isoterma.
Se observa que el retardo temporal en el modelo de esfera

modelo particular. Este retado temporal con carga producgingular isoterma, para el caso Schwarszchild es unadanci
efectos muy pequims comparados con obtenido en la lentelineal de la posi@n de las ilagenes, mientras que para el

de schwarszchlid.
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