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Ciudad Universitaria, D.F., 04510, Ḿexico.
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El uso de modelos sencillos para obtener respuestasútiles, que inclusive acepten un grado de error conocido, tienen alta importancia cuan-
do se requieren hacer estimaciones de datos que no se conocen pero se requieren en diseños de experimentos, equipos o inclusive hasta
propiedades que no dependen de algún proceso en especı́fico. La capacidad de cálculo de las computadoras modernas hacen en ocasiones
ver las aproximaciones como métodos arcaicos, pero hay algunos casos en que es laúnica forma de hacer evaluaciones de posibilidades
que pueden ocurrir al pasar de la fase teórica a la pŕactica en alǵun procedimiento. Por ello, este trabajo presenta una forma de aproximar
ecuaciones de fluidos viscoelásticos por medio de ecuaciones diferenciales con retardo.

Descriptores:Fluido no Newtoniano; fluido de Maxwell; ḿetodo de atajo; ecuación diferencial con retardo; ecuación diferencial ordinaria.

Using simple models to obtain useful answers, including those dealing with an acceptable error degree, are mainly important when data
estimation is required for purposes such as experiment and equipment design, or even some properties that are non-process oriented. Modern
computers currently have data handling capabilities that lead to see shortcut methods as archaic solutions, yet from time to time it remains as
the only way to perform assessment evaluations that may occur from the theoretical phase to the experimental one at some procedure point.
Therefore, this work features one shortcut method through delay differential equations to shortcut viscoelastic fluid equations.

Keywords: Non-Newtonian fluid; Maxwell fluid Shortcut method delay; differential equation; ordinary differential equation.

PACS: 83.60.Bc; 83.60.Df; 47.50.-d

1. Introducción

Las caracterı́sticas o propiedades viscoelásticas se presen-
tan en la mayorı́a de los fluidos reales y por lo general no
son f́aciles de evaluar y tienen un comportamiento complica-
do [1]. El fluido de Maxwell [2] a pesar de sus limitaciones,
resulta ser el fluido no newtoniano más sencillo de evaluar.
Los fluidos con comportamientos que difieren de estos mo-
delos de referencia son los que resultan de interés en este tra-
bajo. Muchos ejemplos de fluidos viscoelásticos reportados,
difieren del comportamiento predicho por el fluido newto-
niano y por el de Maxwell, por lo que aún resulta de interés
obtener otros modelos que cumplan con ser sencillos yútiles
para una evaluación ŕapida y ḿas acertada para cada fluido.

Por otro lado la evaluación computacional del flujo de
fluidos no newtonianos ha ayudado al modelado y en-
tendimiento de sus comportamientos, sin embargo el tiempo
computacional requerido es muy grande, por lo que modelos
más simples siguen resultando atractivos a quienes pueden
permitirse trabajar con ecuaciones aproximadas. De igual
manera, cabe resaltar que en muchos casos las soluciones
numéricas no siempre son fáciles de encontrar debido a pro-
blemas de selección y convergencia del ḿetodo nuḿerico,
pues muchas veces se requiere de realizar pruebas hasta en-
contrar el ḿetodo nuḿerico ḿas adecuado para el flujo de-
seado.

Las ecuaciones diferenciales con retardo poseen la ven-
taja de poder introducir distintos tipos de retardo, tanto dis-
cretos como continuos, aunque los primeros resultan de más
fácil uso para su programación [3]. Por ese motivo, ya que el

método que se desarrolla en este trabajo plantea ser fácil de
emplear, se emplean los retardos anteriormente citados.

El objetivo de este trabajo es comparar diferentes res-
puestas generadas por propuestas de esfuerzo cortante,
comenzando por el fluido newtoniano como referencia am-
pliamente estudiada [4], pasando por el modelo de Maxwell
simple ya reportado en la literatura [5] y partiendo de dichos
modelos, presentar soluciones aproximadas obtenidas a partir
del modelo propuesto.

2. Ecuaciones que permiten obtener solu-
ciones aproximadas

Antes de postular las ecuaciones que llevan a las soluciones
aproximadas deseadas, se exponen las limitaciones y suposi-
ciones que se deben cumplir para que al usar tales ecuaciones,
las diferencias que se obtengan con los datos experimentales
disponibles deben ser aceptables para el intervalo de ope-
ración especificado en cada caso particular.

El primer requerimiento que se debe cumplir es que el
sistema analizado cumpla con los principios de la mecánica
del medio continuo, mientras que el segundo es que el flu-
jo debeŕa suponerse unidireccional o casi unidireccional, la
existencia de flujos secundarios indica que pueden ocurrir
inestabilidades o transiciones, aunque esto en nada invali-
da la raźon del promedio porque se trata de flujos unidire-
ccionales no homoǵeneos. Si existen flujos secundarios,
deben ser proporcionalmente menores al flujo principal de
acuerdo a la aproximación de lubricacíon de Reynolds [6].
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Para estas aproximaciones es que el gradiente de veloci-
dades seŕa supuesto como proporcional al promedio de la ve-
locidad de tal modo que se cumple con:

αvj ≈ ei
∂vj

∂xi
. (1)

Dondeα es el paŕametro que relaciona al operador gradiente
∂/∂xi, con la velocidadvj de manera aproximada, por lo que
debe de tener unidades del inverso de la longitud caracterı́sti-
ca asociada a la dirección del flujo, por lo que está ı́ntima-
mente asociado a la manera en que el material fluido se defor-
ma. El t́erminoei representa al vector unitario que tiene a la
misma direccíon que el gradiente de velocidades, por lo que si
existen flujos secundarios en el proceso, estos deben cumplir
con las consideraciones expuestas por la aproximación de lu-
bricacíon [6]. Tomando en cuenta lo anterior, la Ec. (1) se
puede mantener como válida de manera aproximada. Dicha
direccíon est́a dada porxi dondej e i representan las dire-
cciones principal y secundaria que están presentes en el flujo
analizado. A su vez, su combinación con la velocidad debe
ser similar al gradiente de velocidad principal tanto como sea
posible, pero esto es especı́fico de cada caso particular donde
esta aproximación se aplique.

Y ya que el flujo de fluidos, de manera general está des-
crito por la ecuacíon de Cauchy, en notación deı́ndices:

ρ
∂vj

∂t
+ ρ

∂vj

∂xi
vi = − ∂P

∂xj
+

∂

∂xi
Sij . (2)

Dondeρ es la densidad del fluido,t es el tiempo, el gra-
diente de presión, que es la fuente del movimiento, está dado
por ∂P/∂xj y por último, (∂/∂xi)Sij es la divergencia del
esfuerzo, que está relacionado con la deformación a la que
el fluido es sometido. Es importante identificar que la posi-
ción y direccíon tambíen son importantes en esta ecuación.
Porúltimo cabe sẽnalar que el t́ermino del lado izquierdo, la
derivada material, contiene un término de inercia (el segun-
do t́ermino). Para poder hacer un análisis de la importancia
de la contribucíon del esfuerzo se supondrá que los t́erminos
inerciales no son importantes y por ello, sólo la parte cortante
del esfuerzo contribuye al balance de momentum. Dicha su-
posicíon es coḿun en estudios reológicos [7], por lo que de
la ecuacíon de Cauchy se simplifica a:

ρ
∂vj

∂t
= − ∂P

∂xj
+

∂

∂xi
Sij . (3)

Además, al quedar la ecuación en t́erminos del promedio
de la velocidad y el esfuerzo cortante, la ecuación de Cauchy
se puede expresar, de manera aproximada, al reducir la de-
pendencia espacial [8,9]únicamente al t́ermino de la fuente
del movimiento, que es el gradiente de presión, como:

ρ
∂vj

∂t
= − ∂P

∂xj
+

eiSij

∆
. (4)

La Ec. (4) es la base del presente trabajo, ya que mientras
sea v́alida, el sustituir el t́ermino que corresponde al esfuerzo

por los casos señalados a continuación, no se presenta ningu-
na complicacíon y puede ayudar a obtener comportamientos
diferentes a pesar de la sencillez del sistema. Se puede iden-
tificar que el t́ermino∆ es la longitud caracterı́stica asociada
al flujo analizado.

2.1. Ecuacíon constitutiva para el fluido newtoniano

Esta es probablemente la ecuación más simple para un fluido
viscoso [10] y presenta una ecuación diferencial ordinaria de
primer orden, que ha sido ampliamente estudiada en sistemas
de control, donde al aplicar la suposición de que el gradiente
de velocidad es proporcional al promedio de la velocidad, co-
mo se expreśo en la Ec. (1), se cambia la ecuación del fluido
Newtoniano [11] por:

eiSij = −µei
∂vj

∂xi
≈ −µαvj . (5)

Al combinar la ecuación de Cauchy dada en (4) con la
aproximacíon anterior, expuesta en (5), se obtiene la primera
ecuacíon de referencia para el sistema más sencillo, la cual
mateḿaticamente se expresa como:

ρ
dvj

dt
= − ∂P

∂xj
− αµvj

∆
. (6)

Donde la Ec. (6) es la primera ecuación que permite
obtener una solución aproximada.

2.2. Ecuacíon constitutiva para el fluido de Maxwell

Esta es la ecuación más simple [12] para un fluido vis-
coeĺastico, donde una ecuación diferencial de primer orden,
al ser introducida en la ecuación de Cauchy, permite obte-
ner una ecuación de segundo orden, cuya solución tambíen
es conocida, pues se sabe que predice efectos ondulatorios.
La ecuacíon de Maxwell se presenta a continuación con el
gradiente de velocidad y con el parámetro con el mismo pro-
cedimiento utilizado en el caso newtoniano para continuar
con la simplificacíon a trav́es de la t́ecnica de promedios.

deiSij

dt
+ eiSij = −µei

∂

∂xi
vj ≈ −µαvj . (7)

Es importante mencionar que esta ecuación presenta una
enorme dependencia sobre la geometrı́a del sistema e investi-
gaciones como la de Oldroyd han resultado en modelos com-
plementarios para poder obtener soluciones independientes
del marco de referencia [13]. Este procedimiento complica
la ecuacíon de Maxwell, por lo que será mantenido fuera de
este trabajo. La sustitución para el esfuerzo en la ecuación de
Cauchy (4) corresponde en la siguiente expresión:

tc
d2vj

dt2
+ ρ

dvj

dt
= − ∂

∂xj
P − µαvj

∆
. (8)

La Ec. (8) es la segunda ecuación de referencia para el
sistema aproximado. Esta ecuación tiene una segunda deriva-
da a diferencia de la ecuación generada por la sustitución del
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fluido newtoniano definida en la Ec. (6). Se observa que hay
un tiempo caracterı́stico del material , que a su vez, si es igual
a cero, la Ec. (8) regresa a ser la del fluido newtoniano. El
tiempo caracterı́stico seŕa fijado a la unidad para poder te-
ner comportamientos aceptablemente distintos a los genera-
dos por la solucíon (6) sin sobreestimar el posible valor que
puedan presentar fluidos conocidos.

2.3. Ecuacíon constitutiva para contemplar retardos

Las ecuaciones diferenciales con retardo [14] se encuentran
aún en una etapa de desarrollo, pero su uso y solución ya
es variado. En este trabajo se hace uso de métodos nuḿericos
que permitan la obtención de soluciones. El motivo de utilizar
términos que contemplan valores anteriores de la solución es
para darle a la ecuación la posibilidad de presentar “memo-
ria”, lo que coḿunmente se identifica como la capacidad de
un material de regresar a un estado anterior y es por ello que
se asigna un tiempo de retardo en el fluido para que comience
a “responder” a la deformación, por lo que el estado previo es
tomado en cuenta mediante la evaluación de la informacíon
en un tiempot − tr, por lo quetr es el tiempo que todavı́a
tiene relevancia para el flujo del fluido, lo que lo hace similar
al tiempo caŕacteŕısticotc de la ecuacíon de Maxwell.

La ecuacíon propuesta que presenta un tiempo de retardo
en general será:

eiSij = −
t∫

t−tr

µ
∂

∂xi
vjeidt′ ≈ −

t∫

t−tr

µαvjdt′ . (9)

Sin embargo, para realizar una evaluación fácil de aplicar,
se requiere intercambiar el término de la integral por térmi-
nos discretos. Para este trabajo, ya que se trata de una apro-
ximación, se plantea que la velocidad promedio referida al
tiempo de retardo [15]v(t − tr) y el término v(t) que es
la velocidad promedio al tiempo actual, son suficientes para
aproximar el comportamiento viscoelástico, ya que las ca-
racteŕısticas viscoeĺasticas están relacionadas con el tiempo
caracteŕıstico del fluido. Śolo en elúltimo caso a presentar,
para observar efectos de combinaciones de velocidades con
retardos, se proponen dos tiempos de retardo. De lo expre-
sado anteriormente se toma la Ec. (9) y se sustituye por la
Ec. (10):

eiSij = −µα[βvj − (β − 1)vj(t− tr)] . (10)

El valor deβ en este trabajo debe encontrarse entre los
lı́mites0 ≤ β ≤ 1, donde si este parámetro toma el valor
de la unidad, la ecuación de retardo regresa al sistema newto-
niano. Por el otro lado, si toma el valor de cero, el valor de la
velocidad promedio en el tiempo de retardo es elúnico que
dicta el esfuerzo promedio, lo cual seguramente provocarı́a
inestabilidades y seguramente no tendrı́a sentido f́ısico [16].
Por ello, se fija el valor deβ = 0.5 para este trabajo con el fin
de que ambas contribuciones sean similares, dejando abierta
la posibilidad de proponer otro valor que mejore los datos
experimentales con los que se dispongan.

A la Ec. (10) se le puede hacer una modificación de tal
manera que existan dos retardos, con el fin de realizar com-
paraciones con los otros modelos. El resultado de incluir más
retardos lleva a obtener la siguiente expresión:

eiSij = −µα

{
βvj

− (β − 1)
2

[vj(t− tr1)− vj(t− tr2)]

}
, (11)

por lo que las ecuaciones para uno y dos retardos quedan ex-
presadas como:

ρ
dvj

dt
= − ∂P

∂xj
− µα

∆
[βvj − (β − 1)vj(t− tr)] (12)

ρ
dvj

dt
= − ∂P

∂xj
− µα

∆

{
βvj − (β − 1)

2

× [vj(t− tr1)− vj(t− tr2)]
}

. (13)

Aśı, para evaluar las ecuaciones obtenidas en esta se-
cción, est́an disponibles ḿetodos nuḿericos como los repor-
tados por [17], en especial los métodos que son directos como
los métodos de Runge-Kutta de cuarto orden para ecuaciones
diferenciales con retardo. Paqueterı́a informática como MAT-
LAB cuenta con una subrutina especı́fica para ecuaciones con
retardo [18,19]. También Mathematica a partir de su versión
7 puede resolver casos muy sencillos de ecuaciones diferen-
ciales con retardo [20].

2.4. El gradiente de presíon

Recordando que el fluido sólo recibe la fuerza generadora de
movimiento en una dirección, se toma en cuenta el gradiente
de presíon únicamente en su dirección principal. Ya quéesta
esta es la fuerza que provoca el movimiento del fluido, se ha-
cen pruebas para el flujo que inicia y alcanza el estado esta-
cionario (coḿunmente usado al iniciar y mantener cualquier
proceso en estado estable) dado por:

∂P

∂xj
= δjiei , (14)

dondeδji es la delta de Kronecker y causa que el laúnica
direccíon del gradiente de presión distinta de cero, sea la del
flujo principal. La otra evaluación es la de un flujo pulsátil
propuesto por medio de una serie de Fourier que permite ob-
servar el comportamiento del sistema durante un pulso y des-
pués de dicho pulso, el gradiente de presión es nulo. Dicha se-
rie se asemeja a la reportada como una de las series notables
de Fourier [21], usada en algunos casos para evaluar el flujo
sangúıneo arterial [22]. Mateḿaticamente se puede expresar
como:
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FIGURA 1. Gradientes de presión utilizados en este trabajo corre-
spondientes a los usados en las Ecs. (14) y (15).

∂P

∂xj
= δjiei

(
1
2π

+
2 sen(t) + 2 cos(t)− cos(4t)

3π

+
sen(2t)

4
+

2 sen(3t)− 2 cos(3t)
5π

+
2 sen(5t)− 2 cos(5t)

21π
+

2 sen(7t)− 2 cos(7t)
45π

)
. (15)

Debe tenerse en cuenta que en el sistema sólo la repre-
sentacíon gŕafica de los gradientes de presión a probar se en-
cuentra en la Fig. 1, donde se aprecia que el valor fijo del
primer gradiente es muy parecido al valor máximo del gra-
diente de presión fijado por la serie de Fourier. La idea es ob-
servar la respuesta del sistema para un gradiente de presión
constante “que se ha reportado ampliamente en la literatu-
ra con motivos de comparación y verificacíon de que todas
las soluciones convergen al mismo estado estacionario” [23].
Para el caso pulsátil, se debe observar cómo afectan los pul-
sos las respuestas del flujo cuando el valor máximo del gra-
diente de presión se presenta esporádicamente.

Aplicando el gradiente que no depende del tiempo, el
comportamiento de las ecuaciones de movimiento dadas en
(6), (8), (12) y (13), se procede a realizar la evaluación de
las soluciones para observar similitudes y diferencias en sus
comportamientos.

3. Evaluacíon numérica de las aproximaciones

Para realizar evaluaciones de las ecuaciones constitutivas
aproximadas presentadas, se utilizan distintos tipos de méto-
dos nuḿericos de acuerdo a la ecuación a resolver; para el
fluido newtoniano, un ḿetodo expĺıcito de Runge-Kutta de
cuarto orden [24] es ḿas que suficiente; por otro lado, para
resolver la ecuación que corresponde al fluido de Maxwell,
se selecciona el procedimiento de Runge-Kutta-Niström que
lleva a la solucíon de sistemas con derivadas de segundo or-
den [25].Y por último, el procedimiento para resolver las
ecuaciones con uno y dos retardos, se utiliza la propuesta pre-
sentada en la literatura para tales casos [26].

El sistema se plantea con condiciones iniciales en reposo,
lo que lleva a que no sólo los valores iniciales sean cero, sino
que el valor dev(t − tr) con retardo es también cero antes
de comenzar con la solución nuḿerica, lo que permite rea-
lizar comparaciones objetivas entre los resultados obtenidos
por las ecuaciones diferenciales ordinarias y las diferenciales
con retardo. A su vez, se fijan los valores deµ, ρ y ∆ a la
unidad en unidades de centı́metro, kilogramo y segundo (de
manera correspondiente a cada variable) para observar cómo
cambia la velocidad por el cambio de ecuación constitutiva.

3.1. Evaluacíon del flujo hacia estado estacionario

El estado inicial del sistema es el reposo. Para un tiempo
mayor que cero, se debe alcanzar un estado estacionario para
todos los sistemas representados por las Ecs. (6), (8), (12)
y (13). El flujo del fluido newtoniano presenta un compor-
tamiento ampliamente descrito en la literatura de teorı́a de
control [27]. Coḿunmente esta respuesta es conocida como
la solucíon a la funcíon escaĺon. El fluido de Maxwell presen-
ta un comportamiento cada vez menos oscilante también re-
portado en la literatura [14]. Por otro lado, las dos ecuaciones
englobadas en (12) y la Ec. (13) son casos que se pueden re-
ducir al newtoniano si los retardos se fijan a cero y al modelo
de Maxwell cuando el tiempo de retardo es corto y junto con
β, es seleccionado adecuadamente. El propósito de introducir
los retardos en el sistema es el buscar predicciones diferentes
a las dadas por los modelos ya establecidos, por lo que no se
presentan los casos que igualan a las ecuaciones de referen-
cia. Resultados distintos se observan en la Fig. 2:

La velocidad con un tiempo de retardo de 1 s, presenta un
comportamiento similar al del fluido de Maxwell, pero a su
vez, se encuentra el estado estacionario antes de que el flui-
do modelo lo haga, lo que indica que el tiempo de retardo es
similar al de reducir el valor detc para el fluido de Maxwell.

FIGURA 2. Respuesta de la velocidades promedio generadas por
el gradiente de presión constante para los fluidos newtoniano,
Maxwell, un tiempo de retardo de 1 s, un tiempo de retardo de 2 s
y 2 tiempos de retardo correspondientes a las Ecs. (6), (8) (12) para
tiempos de retardo iguales a 1 s y 2 s y (13) con ambos tiempos de
retardo mencionados.
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Por otro lado, cuando el tiempo de retardo es de 2 s, se
observa que desde el inicio hastat < 0.1 s, el fluido sigue
comport́andose como fluido newtoniano, pero rápidamente
alcanza una velocidad mayor que la esperada por el fluido de
Maxwell en sus puntos ḿaximos y menor en sus puntos mı́ni-
mos. Esto es importante porque hace alusión a que un fluido
con comportamiento viscoelástico, puede fluir áun más ŕapi-
do de lo que se esperaba si el sistema se diseñó utilizando la
ecuacíon constitutiva de Maxwell, lo que puede resultar muy
importante en desarrollos de microfluı́dica.

Por último la propuesta de los dos retardos permite te-
ner un comportamiento intermedio entretr = 1 s y tr = 2 s.
Esto es previsible si se interpreta a la Ec. (13) como una mez-
cla de dos ecuaciones de (12), pero también se tienen efectos
que no son previsibles en base a los resultados anteriormente
descritos: se debe observar que el tiempo de retardo de 2 s
primero causa que la velocidad se mantenga, en lugar de caer
como se observa en la descripción detr = 1 s, lo que da
la posibilidad de que predicciones teóricas permitan compor-
tamientos inesperados por ninguno de los modelos anterior-
mente citados, incluyendo el caso de la ecuación constitutiva
propuesta en este trabajo en la Ec. (10).

A continuacíon se evaĺua el sistema en estado transitorio
con el gradiente de presión expresado en la Ec. (15), donde
se observa la diferencia entre una fuente de movimiento con-
tinua y una variable. Cabe resaltar que esta serie de Fourier,
al ser una modificación de una serie fundamental presentada
en [21], no es ampliamente conocida pero tiene su utilidad al
presentar dos secciones de comportamiento [22].

3.2. Evaluacíon del flujo en estado transitorio

Las Figs. 3 y 4 contienen gráficamente las comparaciones de
las Ecs. (6), (8), (12) y (13), donde el utilizar casos de re-
ferencia resulta mucho ḿas útil que en la evaluación ante-
rior debido a que este flujo pulsátil no est́a tan ampliamente
reportado como en el flujo hacia estado estacionario.

Lo primero que se debe observar es que al fluido newto-
niano, al permit́ırsele tener un tiempo de alrededor de cua-
tro unidades de tiempo donde casi no hay bombeo, el fluido
puede mantenerse en reposo después de una ligera caı́da para
cada pulso, lo que se observa mejor en la Fig. 4. En cambio,
el fluido de Maxwell presenta dos oscilaciones grandes, la
primera causada por el gradiente de presión y la segunda, ḿas
pequẽna y negativa, resultado de las propiedades viscoelásti-
cas del material. La tercera oscilación, tambíen positiva, no
termina de oscilar cuando el siguiente pulso provocado por el
gradiente de presión ocurre. Esto no pasa ası́ con la solucíon
dada contr = 1 s, ya que después de la tercera oscilación, se
observa una cuarta sección de valores negativos que también
es de menor magnitud, la cual sı́ alcanza a detenerse antes del
siguiente pulso. También se puede notar que esta solución ob-
tiene, junto contr = 2 s, el pico de velocidad ḿas positivo
de todas las ecuaciones probadas. También se debe identificar
que para este tipo de gradiente de presión, tr = 2 s, genera
resultados ḿas similares al caso del fluido de Maxwell que

tr = 1 s, justo lo contrario a los resultados reportados del
flujo a estado estacionario que fue presentada en la Fig. 2,
pues las oscilaciones detr = 2 s, son muy similares al caso
del fluido de Maxwell con la excepción de que láultima os-
cilación es interrumpida poco después de que se pasa el pico
de la tercera oscilación con el siguiente pulso.

Del mismo modo que en el tipo de flujo anterior, el mo-
delo de dos tiempos de retardo, dado por la Ec. (13) tiene un
comportamiento combinado a partir de los tiempos de retar-
do, debido a que el ḿaximo positivo es similar en los tres ca-
sos de ecuaciones que contienen retardos, pero el valor nega-
tivo se ve mucho ḿas cerca de cero y el flujo se mantiene más
estable que en los casos anteriores en la tercera oscilación, lo
cual puede apreciarse en la Fig. 4.

Lo inesperado de la respuesta de la ecuación con dos re-
tardos es que después de la oscilación negativa, se puede
pensar ḿas en que la velocidad es mantenida si se aproxi-
ma alrededor de la velocidad promedio de 0.1 s, hasta que el
siguiente pulso vuelve a provocar el flujo. Del mismo modo,
en la Fig. 4 se puede identificar que el comportamiento de la

FIGURA 3. Respuesta de las velocidades promedio generadas por
el gradiente de presión producido por la serie de Fourier expresada
en la Ec. (15) para los fluidos newtoniano, Maxwell, un tiempo de
retardo de 1 s, un tiempo de retardo de 2 s y 2 tiempos de retar-
do correspondientes a las Ecs. (6), (8) (12) para tiempos de retardo
iguales a 1 y 2 y (13) con ambos tiempos de retardo.

FIGURA 4. Acercamiento en un intervalo de2πs a partir de
t = 6πs de la Fig. 3.
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Ec. (13) es la que ḿas presenta simetrı́a alrededor de sus pi-
cos positivos y negativos, lo que no es previsto por ninguna
otra ecuacíon constitutiva presentada en este trabajo.

Cabe resaltar que todas las ecuaciones, por sı́ mismas,
generan soluciones aproximadas que pueden resultar de utili-
dad una vez que sus valores sean fijados a fluidos especı́ficos.
Sin embargo, en este trabajo se ha expresado que, sin dejar de
utilizar ecuaciones sencillas, se pueden obtener mejores esti-
maciones para comportamientos viscoelásticos a trav́es de un
tratamiento aproximado. Para casos especı́ficos de flujo, estas
ecuaciones pueden llevar a mejores diseños y predicciones de
lo que ecuaciones ya ampliamente aceptadas pueden proveer.

4. Conclusiones

El aproximar tanto la velocidad y el esfuerzo a sus promedios
y evaluar modelos de fluidos puede ser tan viable como bus-
car valores que validen a la ecuación constitutiva del fluido de
Maxwell y a la ecuacíon del fluido newtoniano. Adeḿas de
que, el presentar un comportamiento hı́brido entre los fluidos
antes reportados, puede ser muyútil para evaluar intervalos
de operacíon posibles entre fluidos que no están totalmente
caracterizados en un tipo de flujo requerido.

La contraparte, como todo modelo empleado en cualquier
descripcíon, es que mientras ḿas paŕametros una ecuación
contenga, y estos requieran de ser ajustados, más complicado
resulta el uso fidedigno de dichas aproximaciones. Además
de que el motivo de usar aproximaciones deliberadamente
simplificadas sobre modelos más complejos y completos es
tratar de evitar todos los impedimentos que surgen al no ha-

cer simplificaciones; por ejemplo, tener en cuenta el término
de inercia o mantener en cuenta una geometrı́a complicada.
Por lo anterior, se identifica que estos sistemas requieren de
todas las consideraciones que usualmente se toman en cuenta
cuando se plantea el uso de fluidos, tanto newtonianos co-
mo no newtonianos, presentando la posible ventaja de que
las predicciones generadas sean más exactas.

Pese a lo anterior, los resultados preliminares obtenidos
demuestran que las ecuaciones constitutivas propuestas en
este trabajo pueden tener utilidad, sobre todo cuando se ha
caracterizado alǵun fluido en especı́fico y su comportamien-
to no est́a comprendido en los casos reportados como el del
fluido newtoniano o de Maxwell.

Se debe tener en mente que el motivo de utilizar aprox-
imaciones es que problemas muy complicados tengan una
solucíon más f́acil de obtener al ser comparadas con las solu-
ciones ḿas complejas y completas consideradas como exac-
tas, por lo que la propuesta de utilizar retardos parece muy
prometedora.
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