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Se estudia téoricamente el cambio delı́ndice de refracción lineal y no lineal como también la absorcíon óptica lineal y no lineal en un
punto cúantico ciĺındrico (CQD) en presencia de un campo magnético uniforme, usando el formalismo de la matriz densidad y un procedi-
miento perturbativo. Los niveles de energı́a y las funciones de onda de un electrón en el CQD se obtuvieron solucionando la ecuación de
Schr̈odinger independiente del tiempo en el marco de la aproximación de masa efectiva. Los cálculos nuḿericos se efectúan para un CQD
de GaAs/GaAlAs. Se encontró que la posicíon de los picos de resonancia, se desplazan hacia regiones de bajas energı́as (corrimiento al rojo)
cuando la intensidad del campo magnético disminuye y aumentan las dimensiones de la nano-estructura.

Descriptores:Absorcíon óptica; punto cúantico ciĺındrico; campo magńetico; matriz densidad.

We study theoretically linear and nonlinear change of refractive index as well the linear and nonlinear optical absorption in a cylindrical
quantum dot (CQD) in the presence of a uniform magnetic field by using the formalism of matrix density and perturbation method. The
energy levels and wave functions of an electron in the CQD were obtained by solving the Schrödinger equation independent of time within the
effective mass approximation. Numerical calculations are performed for a CQD GaAs/GaAlAs. It was found that the position of the resonance
peaks, shifts to regions of lower energies (red shift) when the magnetic field intensity decreases and the dimensions of the nanostructure
increases.
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1. Introducción

Los recientes avances en nanotecnologı́a de semiconducto-
res han permitido diseñar y producir una gran variedad de
sistemas cúanticos de baja dimensionalidad tales como: po-
zos cúanticos, hilos cúanticos y puntos cúanticos (QD’s) [1];
que han contribuido con la evolución de la nano-electrónica y
el desarrollo de tecnologı́as tales como: producción de ĺase-
res, fuentes de emisión de fotones, relojes cuánticos y algu-
nas tecnoloǵıas adecuadas para información cúantica, com-
putacíon cúantica, etc. [2-3]. Sin embargo los QD’s son las
nano-estructuras ḿas exploradas porque el confinamiento tri-
dimensional de los electrones en estas estructuras conduce a
la formacíon de espectros electrónicos de energı́a similares a
los que se presentan en sistemas atómicos; estos niveles dis-
cretos de energı́a se pueden ajustar mediante el control del
tamãno de los QD’s y/o la acción de agentes externos tales
como: temperatura, presión hidrost́atica, campos eléctricos y
campos magńeticos [1,4].

Recientemente, el cambio deı́ndice de refracción y la ab-
sorcíonóptica en sistemas cuánticos de baja dimensionalidad
han sido investigados por diferentes autores. Duqueet al.,
estudiaron el efecto de un láser intenso sobre la absorción
óptica no lineal y rectificación óptica en pozos cúanticos in-
dividuales sometidos a un campo eléctrico y magńetico, mos-
trando que la absorción óptica no lineal y rectificación óptica

son funciones no monótonas de las dimensiones de la hete-
roestructura y de las perturbaciones externas que considera-
ron en su investigación [5]. Liang y Xie, muestran en su in-
vestigacíon que la forma de los puntos cuánticos tiene gran
influencia en los coeficientes de absorción óptica [6]. Vaseg-
hi et al., investigaron los efectos simultáneos de la presión y
la temperatura sobre el coeficiente de absorción óptica y el
cambio déındice de refracción de un punto cúantico esf́erico
con confinamiento parabólico encontrando que los picos de
resonancia se desplazan hacia las regiones de mayor energı́a
a medida que aumenta la presión y disminuye la temperatura,
evidenciando ası́ que los cambios de presión y temperatura
modifican el confinamiento cuántico en los sistemas nano-
estructurados [7]. Zhanget al., encontraron que los valores
para cambio déındice de refracción en pozos cúanticos son
fuertemente afectados por el ancho y la profundidad del pozo
y adeḿas que estos valores aumentan cuando se considera la
interaccíon fońon-electŕon en el sistema cuántico [8].

Esta investigación presenta un estudio teórico sobre el
cambio deı́ndice de refracción y la absorcíon óptica de
un CQD de GaAs/AlGaAs con potencial de confinamiento
asiḿetrico, sometido a un campo magnético uniforme. Se
analiza el efecto del campo magnético y del tamãno del CQD
sobre las propiedadesópticas mencionadas.

Este art́ıculo se organiza como sigue: primero, se ob-
tienen las energı́as y funciones propias del sistema cuánti-
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co usando la aproximación masa efectiva. Las expresiones
anaĺıticas para el cambio delı́ndice de refracción y los co-
eficientes de absorción óptica lineal y no lineal se obtienen
usando el formalismo matriz densidad y el método perturba-
tivo. Segundo, se llevan a cabo los resultados numéricos y
discusiones. Poŕultimo, se presenta una breve conclusión.

2. Teoŕıa

2.1. Valores propios de enerǵıa y las funciones propias
del sistema

El sistema cúantico estudiado consiste de un electrón confi-
nado en CQD en presencia de un campo magnético uniforme
B orientado en la dirección axial del CQD. En el marco de la
aproximacíon de masa efectiva el HamiltonianôH0 del siste-
ma est́a dado por la Ec. (1) [9-10]:

Ĥ0 =
1
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A
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dondem∗ es la masa efectiva,̂P es el operador momento li-
neal,e es la carga fundamental,c es la velocidad de la luz en
el vaćıo, A es el vector potencial del campo magnético uni-
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paŕametro adimensional que indica la intensidad de la per-
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− ~
2m∗

[
1
ρ

∂

∂ρ

(
ρ

∂

∂ρ

)
+

1
ρ2

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2

]
ψ

− i~ωc

2
∂ψ

∂ϕ
+

m∗ω2
cρ2

8
ψ +

m∗ω2
ρρ2

2
ψ

+
m∗ω2

zz2

2
ψ + λ

m∗ω2
zz3

2L
ψ = Eψ, (3)

dondeωc = eB/m∗c es la frecuencia de ciclotrón.
Se propone el siguiente ansatz para la función de onda del

electŕon:

ψ(ρ, ϕ, z) = f(ρ, ϕ)g(z). (4)

Al insertar (4) en (3) se obtienen una ecuación para
f(ρ, ϕ) y otra parag(z), esto es:
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La solucíon de la Ec. (5) es conocida [11] y está dada por:
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donde a =
√
~/m∗Ω, F (a, b, x) es una funcíon hiper-

geoḿetrica confluente,m es el ńumero cúantico magńetico y
nρ es el ńumero cúantico radial. La Ec. (6) se resuelve usan-
do teoŕıa de perturbaciones independiente del tiempo, donde
el términoλ(m∗ω2

zz3/2L) corresponde a la perturbación y el
problema sin perturbar corresponde a un oscilador armónico
unidimensional cuya solución es conocida [12] y está dada
por:
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donde,Hl(x) son los polinomios de Hermite yl es un ńume-
ro cúantico. La correccíon de la funcíon de onda y la energı́a
despúes de aplicar la teorı́a de perturbaciones independiente
del tiempo son:
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2.2. Cambio déındice de refraccíon y coeficientes de ab-
sorción óptica lineal y no lineal

En esta sección, se haŕa una breve derivación del cambio del
ı́ndice de refracción y de los coeficientes de absorción óptica
lineal y no lineal usando el formalismo de la matriz densidad
y un procedimiento perturbativo. Se supone que el sistema
cuántico es excitado por un campo electromagnético que en
la aproximacíon de onda larga [13] se escribe:

E(t) = Ẽiωt
e + Ẽ∗eiωt, (12)

dondeω es la frecuencia de campo externo incidente. Enton-
ces la evolucíon del operador matriz densidadρ̂(t) est́a dada
por la siguiente ecuación maestra fenomenológica [2,13-14].

∂ρ̂

∂t
=

1
i~

∂t[Ĥ0 + V̂ (t), ρ̂(t)]− Γ̂(ρ̂(t)− ρ̂(0)(t)), (13)

donde, Ĥ0 representa el operador Hamiltoniano del sis-
tema cúantico sin interactuar con el campóoptico,
V̂ (t) = −µ̂ · E(t) es el operador Hamiltoniano de inter-
accíon entre el campóoptico E(t) y la nano-estructura en
la aproximacíon dipolar,µ̂ es el operador momento dipolar,
ρ̂(0)(t) es el operador densidad del sistema no perturbado,Γ̂
es el operador fenomenológico responsable de los procesos
de relajacíon y sus elementos matriciales se asocian con los
tiempos de relajación de los procesos de emisión espont́anea
y pérdida de coherencia del sistema.

Para resolver la Ec. (13) se utiliza el procedimiento per-
turbativo est́andar que implica la expansión deρ̂(t):

ρ̂(t) =
∑

n

ρ̂(n)(t). (14)

Despúes de expandir la polarización electŕonica como la
Ec (14) se obtiene una expresión de la electrodińamica cĺasi-
ca para la polarización eĺectrica inducidaP (t) en el CQD
debido a la interacción con el campóopticoE(t) se escribe
como:
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donde,χ(1), χ
(2)
0 , χ

(2)
2ω , χ

(3)
3ω son la susceptibilidad́optica li-

neal, la rectificacíon óptica, generación de segundo arḿonico
y generacíon de tercer arḿonico respectivamente yε0 es la
permitividad del vaćıo. El ordenn de la polarizacíon elec-
trónica est́a dado por:

〈P (n)(t)〉 =
1
V

Tr[ρ̂(n)µ̂], (16)

donde,V es el volumen del punto cuántico,Tr es la traza
media o la suma sobre los elementos diagonales de matriz.
Al utilizar el formalismo de la matriz densidad y su proce-
dimiento perturbativo descrito por las Ecs. (13) y (14), las

expresiones analı́ticas de la susceptibilidad lineal y de la sus-
ceptibilidad de tercer orden para un sistema de dos niveles
est́an dadas por las Ecs. (17) y (18) [13,15]:
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donde σv es la densidad de electrones en el CQD,
E21 = E2 − E1 es la enerǵıa de transicíon del estadoψ1 al
estadoψ2, Mij = |〈ψj |ez|ψi〉| es el elemento de matriz del
momento dipolar eléctrico de transición,~ω es la enerǵıa del
fotón incidente,Γ0 = 1/T0, conT0 el tiempo de relajación
del sistema. El cambio deı́ndice de refracción y la absorcíon
óptica est́an dados por [16-17]:

∆n(ω)
nr

= Re
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2n2
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)
, (19)

α(ω) = ω

√
µ

εR
Im(ε0χ(ω), (20)

dondenr es el ı́ndice de refracción, µ es la permeabilidad
del medio yεR es la parte real de la permitividad. Los co-
eficientes de absorción óptica lineal y no lineal se escriben
como [18-19]:
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E2
21−(~Γ0)2

}
, (22)

dondeI = 2ε0nrc|Ẽ|2 es la intensidad́optica incidente.
Además el coeficiente de absorción óptica total se escribe:

α(ω, I) = α(1)(ω) + α(3)(ω, I). (23)

Los cambios déındice de refracción lineal∆n(1)(ω) y
no lineal de tercer orden∆n(3)(ω, I) se expresan como si-
gue [19,20]:
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FIGURA 1. Coeficientes de absorción óptica lineal, no lineal y to-
tal en funcíon de la enerǵıa del fot́on incidente~ω con intensi-
dadóptica deI = 0.2 MW/cm2, un campo magńetico externo de
B = 10T , L = 10 nm yR = 8 nm.

FIGURA 2. Coeficiente de absorción óptica total como una función
de la enerǵıa del fot́on incidente~ω para cinco valores diferentes
del campo magńetico externo (B = 0T , B = 5T , B = 10T ,
B = 15T , B = 20T ), conL = 10 nm yR = 8 nm.
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El cambio déındice de refracción total∆n(ω, I) se es-
cribe:

∆n(ω, I)
nr

=
∆n(1)(ω)

nr
+

∆n(3)(ω, I)
nr

. (26)

3. Resultados y Discusiones

En esta sección, se discute el cambio deı́ndice de refracción
y coeficientes de refracción óptica lineal y no lineal en CQD
de GaAs/AlGaAs bajo la influencia de un campo magnético
externo. En estos cálculos se usaron los siguientes paráme-
tros [21-22]:λ = 0.5, m∗ = 0.067mo (mo es la masa del
electŕon libre)To = 0.2ps, σv = 5× 1024 m−3, nr = 3.2.

En la Fig. 1, los coeficientes de absorción óptica lineal
α(1)(ω), no linealα(3)(ω, I) y total α(ω, I) son graficados
como una funcíon de la enerǵıa del fot́on incidente~ω para
una intensidad deI = 0.2 MW/cm2, B = 5T , L = 10 nm
y R = 8 nm. Se observanα(1)(ω), α(3)(ω, I) y α(ω, I) en
función de~ω, donde las tres curvas presentan un pico en la
misma posicíon, el cual se produce debido a la resonancia de
un solo fot́on.

Cabe aclarar que al interactuar un campoóptico con un
medio material se produce una separación de cargas positivas
y negativas generada por la fuerza eléctrica que experimen-
tan los portadores de carga al estar sometidos a un campo
eléctrico. Cuando la intensidad del campoóptico incidente es
alta, esta fuerza eléctrica tiene contribuciones lineales y no li-
neales que son el origen de las caracterı́sticasópticas lineales
y no lineales. Estas caracterı́sticas incluyen el signo opues-
to entreα(1)(ω) y α(3)(ω, I) que se indica en las Ecs. (17)
y (18) y se evidencia en la Fig. 1.

La Fig. 2, muestra el coeficiente de absorción óptica total
α(1)(ω) como una funcíon de la enerǵıa del fot́on incidente
~ω para cinco valores diferentes del campo magnético exter-
no (B = 0T , B = 5T , B = 10T , B = 15T , B = 20T ), con
I = 0.2 MW/cm2, L = 10 nm yR = 8 nm. De esta figura se
puede apreciar fácilmente que los campos magnéticos tienen
una gran influencia sobre los coeficientes de absorción ópti-
ca total. Una propiedad muy importante que se observa en la
Fig. 2, es el desplazamiento del pico de resonancia deα(ω, I)
hacia regiones de alta energı́a producido por el aumento deB,
esto indica que el aumento del confinamiento de los portado-
res de carga producido por el aumento del campo magnético
genera un corrimiento al azul en las energı́as de transición de

FIGURA 3. Coeficiente de absorciónóptica no lineal como una fun-
ción de la enerǵıa del fot́on incidente~ω para cinco valores diferen-
tes del campo magnético externo (B = 0T , B = 5T , B = 10T ,
B = 15T , B = 20T ), conL = 10 nm yR = 8 nm.
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FIGURA 4. Coeficiente de absorción óptica total como una función
de la enerǵıa del fot́on incidente~ω para tres valores diferentes del
radio del QD (R = 8 nm,R = 9 nm,R = 10ñm), conL = 10 nm
y B = 5T .

los electrones en QD’s semiconductores. Esta propiedad es
de mucha utilidad en aplicaciones de opto-electrónica.

Por otra parte, el pico de resonancia del coeficiente no
lineal α(3)(ω, I) no es una función mońotona del campo
magńetico porque cuandoB aumenta de0− 15T , α(3)(ω, I)
aumenta, pero disminuye cuandoB > 15T ; tal como lo in-
dica la Fig. 3. Esta caracterı́stica puede explicarse a partir del
ańalisis de las Ecs. (21) y (22), donde se observa que el pico
de resonancia deα(3)(ω, I) es proporcional a|M21|4 mien-
tras que el pico de resonancia deα(1)(ω) es proporcional a
|M21|2, sin embargo estos picos de resonancia dependen no
sólo del elemento de matriz de transición dipolarM21, si-
no tambíen de la enerǵıa de transicíon internaE21. Por tal
motivo, cuandoB > 15T el término|M21|4 contribuye ḿas
queE21 en el pico de resonancia deα(3)(ω, I) lo que produ-
ce una disminución, en contraste con los picos de resonancia
deα(ω, I) que provienen principalmente del término lineal,
α(1)(ω) el cual tiene ḿas influencias de la energı́a de tran-
sición internaE21. La raźon f́ısica de este comportamien-
to se atribuye al efecto que produce el aumento del campo
magńetico externo; de tal forma que cuandoB aumenta la
enerǵıa de transicíon electŕonica aumenta y disminuye la su-
perposicíon de diferentes estados electrónicos implicando la
disminucíon del elemento de matriz de transición de dipolo.

Con el fin de investigar el efecto del tamaño del CQD so-
bre el coeficiente de absorción óptica total se graficaα(ω, I)
como una funcíon del fot́on incidente~ω con B = 5T
para diferentes radios del QD (R = 8 nm, R = 9 nm,
R = 10 nm) y longitud constanteL = 10 nm, como se mues-
tra en la Fig. 4.

Se encontŕo que a medida que aumentaR la posicíon
del pico de resonancia se desplaza hacia regiones de bajas
enerǵıas (corrimiento al rojo) pero el valor deα(ω, I) aumen-
ta. Esto se debe a que al disminuir las dimensiones de una
nano-estructura el confinamiento cuántico se hace ḿas fuer-
te, lo cual se refleja en el aumento de la respuestaóptica y en
un aumento de la separación de los niveles de energı́a, impli-
cando que los picos de resonancia se desplazan hacia regiones
de alta enerǵıa cuando las dimensiones del CQD disminuyen.

FIGURA 5. Cambio déındice de refracción lineal, no lineal y to-
tal en funcíon de la enerǵıa del fot́on incidente~ω con intensi-
dadóptica deI = 0.2 MW/cm2, un campo magńetico externo de
B = 10T , L = 10 nm yR = 8 nm.

FIGURA 6. Cambio déındice de refracción total como una función
de la enerǵıa del fot́on incidente~ω para cinco valores diferentes
del campo magńetico externo (B = 0T , B = 5T , B = 10T ,
B = 15T , B = 20T ), conL = 10 nm yR = 8 nm.

En la Fig. 5, los cambios déındice de refracción lineal
∆n(1)(ω)/nr, no lineal∆(3)

n (ω, I)/nr y total ∆n(ω, I)/nr

se grafican en función de la enerǵıa del fot́on incidente
~ω para una intensidad deI = 0.2 MW/cm2, B = 5T ,
L = 10 nm y R = 8 nm. De esta figura, se puede
apreciar que∆n(ω, I)/nr tiene mayor contribución debido
a ∆n(1)(ω, I)/nr; adeḿas se observa que∆n(1)(ω)/nr y
∆n(3)(ω, I)/nr son de signos opuestos. La razón f́ısica de
estas caracterı́sticas se atribuye a la polarización óptica lineal
y no lineal que presentan los materiales cuando interactúan
con un campo de luz intenso.

La Fig. 6, muestra el cambio deı́ndice de refracción total
∆n(ω, I)/nr como una funcíon de la enerǵıa del fot́on inci-
dente~ω para cinco valores diferentes del campo magnético
externo (B = 0T , B = 5T , B = 10T , B = 15T , B = 20T ),
conI = 0.2 MW/cm2, L = 10 nm y R = 8 nm. De esta fi-
gura se observa que los campos magnéticos tienen una gran
influencia en los cambios delı́ndice de refracción total. Una
propiedad muy importante es que el pico de resonancia se
mueve hacia el lado derecho de la curva con el aumento de
B, lo que se atribuye a un efecto de confinamiento fuerte.
Como resultado, los niveles de energı́a presentan una mayor
separacíon. Tambíen se observa que entre menor es el valor
del campo magńetico, ḿas agudo es el pico de resonancia.

El efecto de la variación radio del QD sobre el cambio de
ı́ndice refraccíon tambíen se muestra en la Fig. 7, en la cual
se grafica∆n(ω, I)/nr como una funcíon del fot́on incidente
~ω conB = 5T para diferentes radios del QD (R = 8 nm,
R = 9 nm,R = 10 nm) y longitud constanteL = 10 nm. Se
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FIGURA 7. Cambio déındice de refracción total como una función
de la enerǵıa del fot́on incidente~ω para tres valores diferentes del
radio del QD (R = 8 nm,R = 9 nm,R = 10 nm), conL = 10 nm
y B = 5T .

observa un significativo desplazamiento hacia el rojo que se
obtiene con el aumento del tamaño del QD. La raźon es que
a medida queR aumenta la diferencia entre los niveles de
enerǵıa de los estados implicados en la transición disminuye.

4. Conclusiones

En este trabajo, se ha presentado un estudio completo sobre
la absorcíon óptica y cambios déındice de refracción lineal
y no lineal en un CQD de GaAs/GaAlAs, donde se ha inves-
tigado el efecto del campo magnético y del tamãno del QD.
Los ćalculos fueron realizados usando el formalismo de la
matriz densidad y un procedimiento perturbativo dentro de la
aproximacíon masa efectiva.

Se observ́o que la posicíon de los picos de resonancia pre-
sentes en las gráficasα(ω, I) y ∆n(ω, I)/nr, se desplazan

hacia regiones de bajas energı́as (corrimiento al rojo), cuan-
do la intensidad del campo magnético disminuye y aumentan
las dimensiones de la nano-estructura. Los resultados tam-
bién muestran que el pico de resonancia del coeficiente de
absorcíon no linealα(3)(ω, I) no es una función mońotona
del campo magńetico. Adeḿas el cambio deĺındice de re-
fracción y el coeficiente de refracción óptica son fuertemente
dependientes de parámetros internos como el radio del QD y
de paŕametros externos como el campo magnético.

En resumen, se encontró que el campo magnético y el ta-
maño de la nano-estructura juegan un papel importante en las
propiedadeśopticas no lineales que presentan los semicon-
ductores de baja dimensionalidad, abriendo ası́ nuevas opor-
tunidades para la exploración pŕactica del efecto cúantico de
tamãno y/o la accíon de agentes externos en los dispositivos.
De esta manera, se espera que los resultados obtenidos en
este trabajo puedan contribuir a la interpretación de los es-
tudios experimentales y proporcionar un nuevo modelo para
la aplicacíon pŕactica, como todos los interruptoresópticos,
fotodetectores infrarrojos y modulador electro-óptico.
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