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Mediante el empleo del formalismo matricial-tensorial, se discu-
ten las propiedades relevantes del movimiento de rotación del cuerpo rígi-
do y se deducen los resultados mecánicos más importantes de un modo muy
sencillo y elegante.

ABSTRACT

The most important mechanical results and relevant features of
the rotational motion af the rigid body are deduced and discussed in a sim-
ple and elegant way by means of the matrix-tensor formalismo

* Toda correspondencia concerniente a este trabajo deberá ser dirigida a
E.A. Castro.
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1. INfRODUCCICN

Un cuerpo rígido que se mueve en el espacio posee 6 grados de
libertad, tres de 10$ cuales corresponden al desplazamiento del centro de
masa y los tres restantes al movimiento de rotación. Como es bien sabido,
ambos tipos de movimiento pueden tratarse por separado. Para estudiar la
rotación se utilizan habitualmente dos sistemas de ejes cartesianos orto-
gonales fijos en el centro de masa O del cuerpo. Uno de estos sistemas
(OXyz) se desplaza paralelamente al sistema de referencia inercial (OXYZ),
mientras que el otro (Ox'y'z') rota unido al cuerpo rígido.

Los textos habjt~~lmente usados en los cursos de mecánica clási-
ca(l,2) presentan la rotación del cuerpo rígido desde un punto de vista
geométrico vectorial y sólo utilizan el formalismo matricial-tensorial en
el momento de introducir el tensor de inercia(l). Aun aquellos textos
que tratan el movimiento de rotación en fonna algebraica, abandonan esta
metodología cuando deducen las ecuaciones que rigen el movimiento del só~
lido(2) perdiendo as] la oportunidad de realizar un desarrollo más elegan-
te y ventajoso de dicho problema*. Este hecho ya ha sido discutido en va-
rios trabajos realizados sobre el tema con fines educativos(3-6). No obs-
tante esto, muchas de las ventajas que presenta el formalismo matricial-
tensorial no han sido puestas de manifiesto en dichas comunicaciones. Una
de tales ventajas es que al efectuar el tratamiento matricial se conoce
en todo momento en qué sistema de coordenadas se expresa cada una de las
cantidades mecánicas facilitando la comprensión del problema. Por otra
parte, el desarrollo matricial~tensorial resulta más rápido y elegante,
evit[¡ndose el empleo de engorrosos productos vectoriales múltiples y per-
mitiendo Obtener los resultados de un modo mucho más sencillo.

El objeto de este trabajo es poner de relieve la gran utilidad
del método matricial-tensorial, así como su filosofía, la que aparentemen-
te ha sido omitida en las anteriores publicaciones(3-6)*. Como el trata-

Una excepción la constituye el libro de texto de E.J. Saletan y A.H.
Cromer {Theoretical Mechanics, John wiley & Sons, Inc. (1971l chapter V)
cuya lectura se recomienda. sin embargo, este libro no es de uso habi-
tual, lo que en nuestra opinión justifica la realización de este artículo.
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miento exige tan sólo de unos pocos elementos matemáticos que la mayoría
de los alumnos adquiere en los curso~ introductorios de álgebra lineal,
esta comunicación puede resultar, a nuestro entender, de utilidad pedagó-
gica en la enseñanza de la mecánica clásica.

En la sección siguiente expondremos brevemente los elementos
matemáticos y la notación que emplearemos, en la sección 3, para desarro-
llar las ecuaciones que rigen el movimiento de rotación de un sólido en
el espacio.

2. DEFINICIONES MATE/>IATICAS Y NarACION

Como es habitual en muchos libros de álgebra lineal(7). llamare-
mos ~ al espacio vectorial de las n-uplas reales x = (Xlx2o •• X ) Y Rnxm

n
al conjunto de matrices reales de TI filas por ro columnas (a = (a .. )EffXIn).

1)Sean e = {el,e2,e3} y el = {e¡,ei,c;} dos bases ortonormales en R3 y
f:R3 + R3 tma transfonnación lineal tal que

a .. e'J1. j ( 1)

entonces diremos que a ;::(a, .)e:R3x3 es la matriz de f en las bases e y e':
1)

a (2)

En la Ec. (1) se ha utilizado la convención de Einstein sobre la suma de
índices repetidos. Para simplificar la notación usaremos esta convención
a lo largo de todo el trabajo.

Llamaremos u a la matriz de la transformación idéntica 11 C;.) ;:: ;
en las bases el y e

"'D.e 'e u (3)

Es fácil ver que fi = U = (ó .. ).
ee 1.J

~~lquier vector x e: R3 podrá representarse mediante una matriz
columna (R3XI) tanto en la base e como en el:
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X = x [::Je

X' Xe, [:iJ

( 4a)

(4b)

L8 imagen de ;: por f puede representarse taIl'Üién en forma matricial:

f(~) (Sa)

f ,X = aXee e
(5b)

Si f Y g son dos tr::msfonnaciones lineales de R3 en R3 y e, e'.

e" tres bases ortoronnales de R3, es fácil verificar que la matriz de la

composición f*g f(g) en las bases e y e" está dada por

(6)

Cuando f es un isomorfismo, g

(6) que

- Jf Y e e" se deduce irunediatamente de

y

nee u (7a)

- 1 - 1
(f lee' (fe'e)

Corro caso pa,rticular tcnemo~, (7)

• -) = ut
.llee I = U

donde ut representa la TIk1triz traspuesta de u.
La ~ltriz fe fee se relaciona con fe'

senci 110:

(lb)

(8)

fe' e I de lID modo muy
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(9)

AnálogamentE podemos vincular las matrices columna X y XI mediante una
fórmula que se deduce de (S):

(10)

Si los elementos a, . de una matriz ae:Ifxm son flUlciones deriva-
'JbIes de un cierto parámetro real ~. podemos definir la ~~triz derivada á

en la forma siguiente:

(11 )

Para nuestro tratamiento de la rotación del cuerpo rígido, resulta parti-
cularmente importante la derivada de una matriz ortogonal C(t)e:R3x3:

Derivando (12) respecto de t se deduce que la matriz

A(t) = C(t) C(t) t

es antisimétrica:

A(t)

( 13)

(14 )

Entre el conjunto Ae:R3x3 de las matrices antisimétricas y R3•
podemos establecer tm isomorfismo

F,Á~R3 (ISa)

en la forma siguiente:

F(A)
~

= x AcÁ (1 Sb)

x., (lSe)

donde £ijk es un tensor, conocido en mecánica como densidad de Levi-Civi-
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ta(2). cuyas componentes no nulas son:

( 16)

La transfo~lción inversa

cst.'í dada por

A ..
"J

( 17a)

(17b)

Las ecuaciones (15c) y (17b) representan también tul isomorfismo entre A y
3d

R (por comodidad usaremos el mismo símbolo F):

F(A) = X

( 18a)

( 18b)

(18c)

( 18d)

Sean A Y A'EA las matrices de una cierta transformación g en
las bases e y el respectivamente:

A ge

A' ge'

Si

X F (A)

X' F(A' )

y u = Hee, es una rotación, probaremos que

X = uX'

( 19a)

( 19b)

(20a)

(20b)

(21)
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De (9), (15c), (17b) Y (20) se deduce que

x = (1/2)0 .. A.k= (1/2)0 .ku. A' U. = (1/2)0 .. ku. u o x'
~Jk J .lJ ]m ron 1<0 .1) Jm ko mnp p

Por lo tanto,

( 22)

u. x.=(1/2)0 .. ko u. u. u. x'=(1/2)det(u)0 o x'=6 x'=x' (23)
J.r .1 J.) mnp J.r Jm kn p rmn mnp p rp p r

El determinante de la matriz ti (det(u)) vale 1 ya que por hipótesis esta
matriz representa una rotación(7) .

El lector podrá verificar que

particular, cuando ~ coincide con los vecto-

(25b)

El = -1 O O; (25a)

O O O

~
(Xl X2 X3)' Como casosi x ::;

res coordenados, obtenemos;

O O O

El O O
O -1 O

donde

E. F-l(e.), ,

O O -1

O O O
O O

O O

(24)

Algunos autores(2) llaman generadores de rotación infinitesimal a las ma-
trices -Ei.

Para concluir esta sección mostraremos cómo puede el producto
vectorial de dos vectores x,y£R3 escribirse en forma matricial. Por defi-
nición, la i-ésima componente de dicho producto estará dada por

(26)
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Si A Y A EA son
x y

que (ver (J 7b))

-+ -+ -1las imágenes de x e y por F respectivamente, tendremos

(27)

3x1 -+
l'c acuerdo con esta ecuación. la matriz P E:R del vector (x x y) en la

xy
hase estará dada por

p
xy

A X A'Y
y x (28)

3)(1 -+ -+
donde X,Y£R son las matrices de x e Y. respectivamente, en la base c.

Esta breve disgresión matemática nos suministra los elementos
necesarios para que podamos, en la sección siguiente, tratar el problema

planteado en la Introducción.

3. MJVIMIENTO DEL CUERPO RIGlOO

Sean e y e' las bases ortonormalcs asociadas a los sistemas
cartesianos (Oxyz) y (Ox'y'z'), respectivamente. La posición relativa de

e' respecto de e cambia con el tiempo, y supondremos que inicialmente am-

bas bases coinciden:

e (29)

En todo JOOmcnto ambas bases están vinculadas por medio de la matriz

n, = u(t), cuyos elementos son funciones del tiempo. La naturaleza fí-e e
sien del problema exige que la velocidad y aceleración del cuerpo sean

ftUlciones continuas de .t, 10 cual se tr3duce mateJ1k1.ticamente en que U.. (t)
'J

Y Ü.. (.t) sean fW1ciones continuas de -f.. La posición del sólido en el es-
'J

rada queda perfectamente detenninad3 por la posición relativa de e' (t)

respecto dc e, o lo que es lo mismo, por los elementos uij(-f.). Cbviamen-

te, la velocidad y la aceleración del cuerpo serán funciones de las canti-

(.bJcs Ú .. (f) y ij, .(.t). En virtud de esto, podemos decir que el estado
~] ~]

del cu('rpo rígido, en cualquier instante de tiempo, queda determinado por

u(t) y su deriv<.H.b primera. Por 10 tanto, todas las propiedades del rrovi-

miento dc rotación del sólido dchc'1 poder deducirse de las propiedades de
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la matriz u(t). Como esta matriz representa una rotación en RJ, posee
dos propiedades matemáticas que la definen:

det(u)

tuu = U (30)

(31 )

Uno de los puntos esenciales de nuestro trabajo consiste en re-
velar cómo es posible deducir toda la mecánica del cuerpo rígido a partir
de las Ees. (30) y (31). Esto no ha sido mostrado con claridad suficien-
te en los trabajos previamente citados(3-6)*.

Si derivamos (30) respecto de t obtenemos

u(t) A(t) u(t) (32)

donde A(t)£A es la matriz de una cierta transformación linral en la base
e. ya que

A=uut=n n
e'e ee' (33)

re aquí en adelante usaremos una tilde para indicar las matrices en la ba-
se e'.

Sea G(t)£R3xI la matriz de una determinada magnitud vectorial 9
en la base e; luego

G uG' (34)

Si derivamos (34) respecto del tiempo (y usamos (32)) obtenemos una expre-
sión que vincula la velocidad de variad.ón de G en arrbos sistemas de coor-
denaua.s :

G AG + uG' (35)

Una conclusión interesante se obtiene al estudiar la velocidad de carrbio

de la base e':

* E.J. saletan and A.H. Cromer, op. cit.
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Corre

det(u)

u .. e.
J' J

det(A) o

1,2,3 ( 36)

(37)

se deduce que los vectores c¡ no son linealmente independientes. Es m.is,

corre el rango (n(nnero de fi las o collD1Ul3S1inealmente independientes) de

la matriz A es dos, estos vectores dehen ser coplanares. La elegancia y

rapidez con que se ohtiene este resu) tado (bien conocido en mecánica) es

W10 de los grandes logros del método ffi"ltricial-tensoria1.

Si definimos un vector ~ en la forma

w -F(A) ( 38)

la Ec. (35) puede ser escrita en un:1 forma alternativa (ver Ec. (28))

p + uC'w9 (39 )

Comoveremos a continuación, Zi es el conocido vector velocidad angular.

Sea x el vector posición (con origen en O) de un punto P que se mueve res-

¡)(.'cto uc la terna el, y sean X y X'£R3><l su.'" m..'ltrices cn las bases c y c',

respcct ivamcnte. Lucgo

x

x

A..X + uX' ( 40)

Escr itas vcctorialmcntc cs tas ecuac iones adoptan la fonna siguiente:

~ ~ ~ . x'.c.x w , x + u.
1J J 1

., •• ~ ~ (~ xl 2~ ~ ~
x w , x + w , , + , v + a

r r

( 42)

( 43)

Comoes habitual, hemos definido 1(.1velocidau v y la aceleración a. Jelr r
JllllltO P relativas ;¡ la terna (Ox'y'z') en la [om.:

V
r

u .. x~e.
1.] ] 1.

x~c~
J J



~
a
r

",u. ,x.e,
1) ) 1

X ~e~
J J
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(45 )

Usualmente, en el tratamiento de este problema se introducen otros concep-
tos mecánicos tales como la aceleración de Coriolis (~c), la aceleración
centrípeta (a ) y la aceleraci6n azimutal o de Euler (a: ) que facilitanc. esu descripciónl1,2):

~ z"{, ~ (46a)a • wc r

~ ~
(x i:) (46h)a w •ce

~ ~ 4 (46c)a x • we

SegWl se aprecia, el método mutricial-tcnsorial nos permite establecer de
un modo mudlO más sencillo y claro, a qué sistema de coordenadas se están
refiriendo las distintas cantidades mecánicas. Por otra parte, y como ha-
bíamos ;rnticipado, se ve claramente que el vector o:¡ definido en (38) es
realmente el vector velocidad angular. Este vector posee una propiedad
que 10 distingue de otros y que se obtiene de (39):

ECuaUOHU de. Eu£.e./f.

Consideremos una partícula, de masa ~, del sólido, cuya posi-
ción esté dada por el vector ~ (con origen en O). Sean ~ la matriz de
...•. - 1 ...•.
x" 'cn la base e, y x" = F (x,,)'

Dado que Xhi = O, la energía cinética T de rotación del cuerpo
tendrá la fonna siguiente:

T = (l/Z)"h~\ ( 48)

donde W[R3>c1 es la matriz de ;:;en la base e.
Dado que T es un escalar. y por lo tanto invariante frente a

los carroios de base, la Ec. (48) puede escribirse de manera más convenien-
te:
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La matriz definida como

(SOa)

puede identificarse corro el "tensor de inercia ya que un cálculo senci 110

nos muestra que:

l..
1J -"h"hi"h; (i , j)

"h(XhtXh - "hl)

(SOb)

(SOe)

El momento cinético I definido en la forma

posee una matriz L en la base e dada por

(S la)

donde

IW' (S le)

La versión matricial-tensorial de las ecuaciones de Eulcr se ob-

tienen derivando (51b) resl~cto del tiempo:

L = AL + uL'

Esta ecuación es ros conocida en su [anna vectorial (1,2)

(S2a)

L.
1

(S2b)

T!LMiaC.i611 de!' oJL.igerz de cooJtdel1ada.6

Com el origen O de la tema (Ox'y'z') coincide con el centro

de masa de 1 cuerpo. las coordenadas Xhi 53tis Cacen la condición
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( 53)

Considereroos llll3 nueva tema de ejes (O'x"y"z") paralela J. la

anterior. Las coordenadas de los plmtos del cuerpo respecto de la 5cgun-
da terna serán

(5.\)

donde x . son las
01

O'. El tensor de

to,

componentes del vector ~ con origen en O y cytremo eno
inercia relativo a la tema (O'x"y"z") será, por lo tan-

( SS)

-1 ~donde M es la masa total del cuerpo y Xo := F (xo)'

Si bien la Ec. (SS) constituye W1 resultado muy conocido(2). de-

be tenerse en cuenta que aquí la hemos deducido de un modo rápido}' senei-

110 sin necesidad de recurrir a nuevos elementos matemáticos. Esta posi-

bilid..'1d de wúficar todo el trat:unicnto del cuerpo rígido es otro de 105

atractivos que presenta el fonnalismo m.::.ltricial-ten,orial.

Anguloó de ful ••

Es bien sabido que la matriz que expresa una rotación en R3 po-

see tan sólo tres parámetros inuependientes. Este resul tauo matemático

está en perfecto acuerdo con el siguiente hecho físico: un cuerpo rígido

fijo en un PWlto posee únicamente tres grados de lihertad.

Los parámetros más convenientes para describir la rotación de
un sólido son los denominados ángulos de Euler <p,e,lIJ( 1,2). En ténninos

de estos parámetros, la lIk"ltriz u tiene la fom. siguiente:

(56 )

donde
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R•
cosep -sen~ O

sen~ cos4> O

O O 1

1 O O
() cose -sene

o sene cose

cosl).! -senl./J o
sen~ coslJ! o
o o 1

( 573)

(57b)

(57c)

métricas

La Tfk1.tri: r\ puede expresarse en función de las matrices antisi-

A. R Rt••
Aa i{ Rte e

i\ R Rt

" "
del modo ~iguiente:

(58b)

(58c)

,\ (59)

La Ec. (38) nos sLUIJinistr.1 lma expresión para las componentes

de w en función de los ángulos de Euler y sus derivadas:

'"1 1\32 6cos4> + ~senescn4>

W2 AI3 Osen4> - I./Jcos4>scnO

W3 " A;> 1 " + IJ¡cos6

(bOa)

(hllh)

(60c)

Las componentes de ~ en la hase e' se obtienen en fonna análoga

;1 pa rt i l' de A' :
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(61)

Comparando (59) Y (61) se aprecia que para pasar de A a A' debemos inter-
cambiar ~ y 1./JY reemplazar R~, Re y Rw por sus traspuestas. Esto último
es equivalente a cambiar senS por -senS (S = ~.8.~) (ver Ecs. (57)).

Realizando estos cambios en (60) obtenemos:
,

w' ecos1./J+ ~senesen1./J (62a)1

w' -8senl./J+ ~cosljJsene (62b)2

w' ~+ ~cose (62c),
Para que el manejo de estas ecuaciones se pueda apreciar con

más claridad hemos incluido en este trabajo un ejemplo muy sencillo que
se muestra a continuación:

Ejemplo: Eie de rotación
Supongamos que el cuerpo rígido está rotando alrededor del eje

z y sea 8 el ángulo de rotación. En estas condiciones se verifica que

u

cos8 -sene O
sen8 cose o
o o

(63)

Un cálculo muy sencillo nos pennite obtener, a partir de (33), el siguien-
te resul tado:

A =
. tBE, (64)

Según las Ecs. (25) y (38), el vector ~ estará dirigido a 10 largo del
eje z y su módulo será I iJ 1:

(65)

Cbviamente, el sentido de ~ queda determinade. por el signo de e.
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.¡. CCH::-''f ARIOS FI r-w.ES

Los resultados presentados a 10 largo de este trabajo no preten-
den ser originales y nuestro objetivo ha sido simplemente deducirlos me-
diante un fonnalisoo diferente del habitu..1.1mente empleado(l,2)*.

No debe olvidarse que los finrs del presente artículo son exclu-
sivamente cduCJtivos y está dirigido a oostrar a los alUlTUlos de los cursos

dc mcc:inica c1551c3 lU13 nueva alternativa en el tratamiento del movimien-

to de rotación del cuerpo rígido. El métooo matricial- tensorial utí1 iza-

do I)Cnnitc ohtcncr estos resultados en [amI rápida y elegante y revela

var íos aspectos del prob lema que normalmente quedan ocultos. Uno de ellos

es el rol relevante que desempeña la matriz ortogonal u de cuyas propieda-

des matemáticas (Ecs. (30) y (31)) puede deducirse el comportamiento físi-

ca del sólido.

En nuestra opinión, este hecho esencial no ha sido puesto de re-

1¡('ve, con claridad suficiente, en los trabajos previos sobre el tetlk/3-6).

En estas referencias se han discutido las ventajas que presenta este for-

Illal iSIlIO, atUlque sin realizar Wl tratmniento completo COJOOel reportado

aquí.

Para finalizar, cabe señalar que el método puede utilizarse aWl

para tratar otros aspectos del probletlkl no considerados en este trabajo,

completando así la discusión del JOOvimiento de rotación del cuerpo rígido.
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