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RESUMEN

Mediante el empleo del formalismo matricial-tensorial, se discu-
ten las propiedades relevantes del movimiento de rotacidn del cuerpo rigi-
do y se deducen los resultados mecdnicos mis importantes de un modo muy
sencillo y elegante.

ABSTRACT

The most important mechanical results and relevant features of
the rotational motion of the rigid body are deduced and discussed in a sim-
ple and elegant way by means of the matrix-tensor formalism.

* Toda correspondencia concerniente a este trabajo deberd ser dirigida a
E.A. Castro.
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1. INTRODUCCION

Un cuerpo rigido que se mueve en el espacio posee 6 grados de
libertad, tres de los cuales corresponden al desplazamiento del centro de
masa y los tres restantes al movimiento de rotacién. Como es bien sabido,
anbos tipos de movimiento pueden tratarse por separado. Para estudiar la
rotacidn se utilizan habitualmente dos sistemas de ejes cartesianos orto-
gonales fijos en el centro de masa 0 del cuerpo. Uno de estos sistemas
(Oxyz) se desplaza paralelamente al sistema de referencia inercial (OXYZ),
mientras que el otro (Ox'y'z') rota unido al cuerpo rigido.

Los textos habitualmente usados en los cursos de mecdnica clisi-
ca“’ZJ presentan la rotacidn del cuerpo rigido desde un punto de vista
geométrico vectorial y sélo utilizan el formalismo matricial-tensorial en
el momento de introducir el tensor de inercia(1). Aun aquellos textos
que tratan el movimiento de rotacidn en forma algebraica, abandonan esta
metodologia cuando deducen las ecuaciones que rigen el movimiento del s6-
1ido(2) perdiendo asi la oportunidad de realizar un desarrollo mis elegan-
te y ventajoso de dicho problema*. Este hecho ya ha sido discutido en va-
rios trabajos realizados sobre el tema con fines educativos(j’ﬁ}. No obs-
tante esto, muchas de las ventajas que presenta el formalismo matricial-
tensorial no han sido puestas de manifiesto en dichas comunicaciones. Una
de tales ventajas es que al efectuar el tratamiento matricial se conoce
en todo momento en qué sistema de coordenadas se expresa cada una de las
cantidades mecdnicas facilitando la comprensién del problema. Por otra
parte, el desarrollo matricial-tensorial resulta mds rdpido y elegante,
evitdndose el empleo de engorrosos productos vectoriales miltiples y per-
mitiendo cbtener los resultados de un modo mucho mids sencillo.

El objeto de este trabajo es poner de relieve la gran utilidad
del método matricial-tensorial, asi como su filosof%aé)la que aparentemen-

®

te ha sido omitida en las anteriores publicaciones Como el trata-

* Una excepcidn la constituye el libro de texto de E.J. Saletan y A.H.
Cromer (Theoretical Mechanics, John Wiley & Sons, Inc. (1971) chapter V)
cuya lectura se recomienda. Sin embargo, este libro no es de uso habi-
tual, lo gue en nuestra opinién justifica la realizacidn de este articulo.
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miento exige tan sélo de unos pocos elementos matemiticos que la mayoria
de los alumos adquiere en los cursos introductorios de dlgebra lineal,
esta comunicacidn puede resultar, a nuestro entender, de utilidad pedagd-
gica en la ensefianza de la mecdnica clisica,

En la seccién siguiente expondremos brevemente los elementos
matemiticos y la notacién que emplearemos, en la seccién 3, para desarro-
llar las ecuaciones que rigen el movimiento de rotacién de un sélido en
el espacio.

2. DEFINICIONES MATEMATICAS Y NOTACION

Como es habitual en muchos libros de dlgebra 1inea1(7), llamare-
mos R% al espacio vectorial de las n-uplas reales X = (xlxz...xn) y R
al conjunto de matrices reales de n filas por m columas (a = (ai.}sRnx“U.
Sean e = {e),e;,e3} y e' = {e],ej},el} dos bases ortonormales en R3 y
£:R®*+R% wna transformacién lineal tal que

fle,) = ajie; i (m

entonces diremos que a = (aij)sR3x3 es la matriz de f en las bases e S T

fee, = a . (2)
En la Ec. (1) se ha utilizado la convencién de Einstein sobre la suma de
indices repetidos. Para simplificar la notacién usaremos esta convencidn
a lo largo de todo el trabajo.

Llamaremos u a la matriz de la transformacién idéntica ﬂ(?) =X
en las bases e' y e

1 = u . (3)

Es fdcil ver que ﬂee =T = (8.0,
Cualquier vector X e R3 podrd representarse mediante una matriz
columa (R3*1) tanto en la base e como en e':
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X1
%
X=X, = |x2| , x=x04 3 (4a)
X3
1
%
T = ¥ = |3 = 1
X Xe, X5 y X x;ei (4m)
1
3
La imagen de X por f puede representarse también en forma matricial:
-
= = = '
f(x) f(xiei) xif(ei) xjajiej g (5a)
-+
= = g
f(x}e, foo X, =aX . (5b)

Si fy g son dos transformaciones lineales de R®en R¥y e, e',
e" tres bases ortorormales de R}, es facil verificar que la matriz de la

composicién f#g = f(g) en las bases e y e' estd dada por

(£2g) v = f (6)

eIeugeel

; ; = . )
Cuando f es un isomorfismo, g = £ 1y e = e'' se deduce inmediatamente de

(6) que

- _ . _ -1
(£x£ )ee T Tee H fe'r:z(f )ee' (7a)
¥
= _ -1
N = E,d™ s (7b)
e (7
Como caso perticular tenemos
i TR
ﬂeer =u u L] (8)
donde u® representa la matriz traspuesta de u.
La matriz f = f se relaciona con £ , = £, , de un modo muy
< ee = =

sencillo:



597

deed) , ., =€,=1_,£1 , =uau . (9)

e'e' e ee' e e'e

Anilogamente podemos vincular las matrices columna Xy X' mediante una

formula que se deduce de (5):

1, =x =1 x=ux . (10)

ee'

Si los elementos a, . de una matriz aeR™™™ son funciones deriva-
bles de un cierto pardmetro real t, podemos definir la matriz derivada a

en la forma siguiente:
a = da/dt = (daij/dt) = (aij) ; (11

Para nuestro tratamiento de la rotacidn del cuerpo rigido, resulta parti-

cularmente importante la derivada de una matriz ortogonal C(z)eR3%3:
cct=ctc=u . (12)
Derivando (12) respecto de & se deduce que la matriz
A = Ccw® (13)
es antisimétrica:

Al) = -ADE . (14)

Entre el conjunto AcR3*3 de las matrices antisimétricas y R3,

podemos establecer un isomorfismo

F i A R3 (15a)
en la forma siguiente:

F(A) =x , AcA ,  XeR® (15b)

x, = (1/2)e (15¢)

ijkAjk 2

donde Eijk es un tensor, conocido en mecinica como densidad de Levi-Civi-
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(2)

ta*”’, cuyas componentes no nulas son:

= g = B ) - = e =1 . []6}

ST Y (17a)
estd dada por
Ay ® G o (17b)

Las ecuaciones (15¢) y (17b) representan también un isomorfismo entre A y

1 ; : g
R3x (por comodidad usaremos el mismo simbolo F):

T TN (18a)
F(A) = X (18b)
s p® ea (18¢)
Flog =a . (18d)

Sean A y A'eA las matrices de una cierta transformacién g en

las bases e y e' respectivamente:

A= . (19a)

A= g, (19b)
54

X = F(A |, (20a)

Xt = F(A') (20b)
yu=1 es una rotacitn, probaremos que

ee'

X = uX' | (z2n
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De (9), (15c), (17b) y (20) se deduce que

X = (1/2)E,

ljkAjk=U/2}E u, A =(1/2)¢, x' . (22)

sl €
ijk jm mn kn ijk jmukn mnp p
Por lo tanto,

uirxi={1/2]e.

s iz Fayaplf
3% mnpYir Y YnXp [1/2)det(u)ermn£ x'=6_ x'=x : (23)

mnpp ¥pp T

El determinante de la matriz u (det(u)) vale 1 ya que por hipftesis esta

(7

El lector podrd verificar que

matriz representa una rotacidn

0 X3 -Xp
F'3® = |-x3 0 x| , (24)
X2 -X) 0

. = % -> % >
si x = (x; X3 x3). Como caso particular, cuando x coincide con los vecto-

res coordenados, obtenemos:

donde

_ -1
B = Freed s (25b)
Al gunos autores(z) 1laman generadores de rotacién infinitesimal a las ma-
trices —Ei.

Para concluir esta seccitn mostraremos cbmo puede el producto
vectorial de dos vectores X,yeR? escribirse en forma matricial. Por defi-

nicién, la i-&sima componente de dicho producto estard dada por

- -+,
RERy = Guddy (26)
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Si Ay AyeA son las imigenes de X e y por . respectivamente, tendremos
que (ver (17b))

(X % Y}l = (A‘{Jljxj = _(Axlikyk

(27)
s " 3x1 > -
De acuerdo con esta ecuacidn, la matriz nysR del vector (x x y) en la
base estard dada por
B~ K AY (28)
Ix1 u -+ -+ "
donde X,YeR son las matrices de x e y, respectivamente, en la base e.
Esta breve disgresidn matemitica nos suministra los elementos
necesarios para que podamos, en la seccién siguiente, tratar el problema

planteado en la Introduccién.
3. MOVIMIENTO DEL CUERPO RIGIDO

Sean e y e' las bases ortonormales asociadas a los sistemas
cartesianos (Oxyz) y (Ox'y'z'), respectivamente. La posicidn relativa de
e' respecto de e cambia con el tiempo, y supondremos que inicialmente am-

bas bases coinciden:
e'(£=0) = e . (29)

Fn todo momento ambas bases estdn vinculadas por medio de la matriz

ﬂe.e = u(?), cuyos elementos scn funciones del tiempo. La naturaleza fi-
sica del problema exige que la velocidad y aceleracidn del cuerpo sean
funciones continuas de £, lo cual se traduce matemdticamente en que ﬁij(t}
y ﬁij(t] sean funciones continuas de t. La posicidn del s6lido en el es-
pacio queda perfectamente determinada por la posicidn relativa de e' (%)
respecto de e, o lo que es lo mismo, por los elementos uij(t). Obviamen-
te, la velocidad y la aceleracidn del cuerpo serdn funciones de las canti-
dades Oij(r) y ﬁij(r). En virtud de esto, podemos decir que el estado
del cuerpo rigido, en cualquier instante de tiempo, queda determinado por
u(t) y su derivada primera. Por lo tanto, todas las propiedades del movi-

miento de rotacion del sélido debenpoder deducirse de las propiedades de
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la matriz u(¢). Como esta matriz representa una rotacién en R?, posee

dos propiedades matemdticas que la definen:
uu = wm = U (30)
det(u) = 1 . (31)

Uno de los puntos esenciales de nuestro trabajo consiste en re-
velar como es posible deducir toda la mecénica del cuerpo rigido a partir
de las Ecs. (30) y (31). Esto no ha sido mostrado con claridad suficien-
te en los trabajos previamente citados (370)#,

Si derivamos (30) respecto de £ obtenemos

u(t) = Au) (32)

donde A(t)eA es la matriz de una cierta transformacién lineal en la base

e, ya que

A=wt=1 1 . (33)

e'e ee'

De aqui en adelante usaremos una tilde para indicar las matrices en la ba-
se e';

Sea G(;t)aR“1 la matriz de una determinada magnitud vectorial g
en la base e; luego

G = uG' . (34)

Si derivamos (34) respecto del tiempo (y usamos (32)) obtenemos una expre-
sidn que vincula la velocidad de variacién de G en ambos sistemas de coor-
denadas:

G = AG+uG' . (35)

Una conclusidn interesante se obtiene al estudiar la velocidad de cambio

de la base e':

* E.J. Saletan and A.H. Cromer, op. cit.
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@

I
=3
(4]
—

n

1,2,3 . (36)
Como
det(l) = det(A) = 0 (37)

se deduce que los vectores éi no son linealmente independientes. Es mis,
como el rango (ntmero de filas o columnas linealmente independientes) de
la matriz A es dos, estos vectores deben ser coplanares. La elegancia y
rapidez con que se obtiene este resultado (bien conocido en mecdnica) es
uno de los grandes logros del método matricial-tensorial.

Si definimos un vector o en la forma

o = -F(A) |, (38)
la Ec. (35) puede ser escrita en una forma alternativa (ver Ec. (28))

G = Pug * uG' . (39)
Como veremos a continuacién, w es el conocido vector velocidad angular.
Sea x ¢l vector posicién (con origen en 0) de un punto P que se mueve res-

Ix1 .
pecto de la terna e', y sean Xy X'eR *" sus matrices en las bases e y e',

respectivamente. Luego

X

AX + uk' (40)

AX + A2X + 2AuX' + uX' . (41)

<l
I}

Escritas vectorialmente estas ecuaciones adoptan la forma siguiente:

- -+ - .

X = wxX+u, _xle ., (42)
= Ui i [

o - -> -+ > -+ -+ = b 3

X = wxx+wx (WwxXx) + 2w x Y, * B, . (43)

5 X i . . =¥
Como es habitual, hemos definido la velocidad v y la aceleracion a del
r

punto P relativas a la terna (Ox'y'z') en la forma:

e . .
v = b Xxe. = xls! (44)
r il 53
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a_ = u. .X'e, = SE;e! : (45)

Usualmente, en el tratamiento de este problema se introducen otros concep-
. ) - . e s
tos mecdnicos tales como la aceleracién de Coriolis (ac), la aceleracién

centripeta (Ec ) ¥ la aceleracién azimutal o de Euler (Ze) que facilitan

su descripcién 1,2),
a = N xw |, (46a)
C E
a_ = Gx(xxw (46b)
a = xxo . (46¢)

e

Seglin se aprecia, el método matricial-tensorial nos permite establecer de
un modo mucho mids sencillo y claro, a qué sistema de coordenadas se estin
refiriendo las distintas cantidades mecdnicas. Por otra parte, y como ha-
biamos anticipado, se ve claramente que el vector » definido en (38) es
realmente el vector velocidad angular. Este vector posee una propiedad
que lo distingue de otros y que se obtiene de (39):

wle, = gle!
i U i i L

Ecuacdiones de Eulen

Consideremos una particula, de masa m_, del s6lido, cuya posi-
ci6n esté dada por el vector ;h (con origen en 0). Sean X, la matriz de
;h-en la base e, y X = F'](}h).

Dado que % ; = 0, la energia cinética T de rotacidn del cuerpo
tendrd la forma siguiente:

T = (1/2)m K% = (1/2)Wm x X = -/ m 2w (48)

3x1 i -
donde WeR™™ es la matriz de » en la base e.

Dado que T es un escalar, y por lo tanto invariante frente a
los cambios de base, la Ec. (48) puede escribirse de manera mis convenien-
te:
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T=(1/2)mh(ulu‘)t{ux}']ut)tux;lutdu'=(1/2)mh[d’t)gr'ltxt'lw'=(1/2]W'tIW' . (49)

La matriz I definida como

Itl

I = mxXX (50a)

puede identificarse como el ‘tensor de inercia ya que un cilculo sencillo
nos muestra que:

Iij = -mhx};ixt;j (i#3) ’ (50b)
L "‘h(xt'atxr'l -xD - (50¢)

n

El momento cinético L definido en la forma
L=mE sk (51a)
posee una matriz L en la base e dada por

L= mmog K= omn AX = mog o = umx Seut = ult o, (51)

donde

Wt

L' = m X X_AW' = I 5 fh1E)

La versién matricial-tensorial de las ecuaciones de Euler se ob-
tienen derivando (51b) respecto del tiempo:

[ = AL+ul' . (52a)
Esta ecuacidén es mids conocida en su forma vectorial(1’2)

Li = (w x L)i + uijIjkmk (52b)

Trasfacién def orndigen de cocrdenadas

Como el origen 0 de la terna (Ox'y'z') coincide con el centro

de masa del cuerpo, las coordenadas xﬁi satisfacen la condicidn
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R T 0 (53

Consideremos una nueva terna de ejes (0'x''y'z'") paralela a la
anterior. Las coordenadas de los puntos del cuerpo respecto de la segun-
da terna serdn

Be = Sa =X o (4)

.2 .
donde X ; son las componentes del vector X con origen en 0 y extremo en
0'. El tensor de inercia relativo a la terna (0'x"y"z") serd, por lo tan-
to

To = Mo = m O = xa - ) oM, = Temex, (55)

donde M es la masa total del cuerpo y £ F-](;OJ.

Si bien la Ec. (55) constituye un resultado muy conocido(z], de-
be tenerse en cuenta que aqui la hemos deducido de un modo rdpido y senci-
1lo sin necesidad de recurrir a nuevos elementos matemiticos. Esta posi-
bilidad de unificar todo el tratamiento del cuerpo rigido es otro de los

atractivos que presenta el formalismo matricial-tensorial.

Angulos de Eulen

Es bien sabido que la matriz que expresa una rotacién en R? po-
see tan sblo tres pardmetros independientes. Este resultado matemitico
estd en perfecto acuerdo con el siguiente hecho fisico: un cuerpo rigido
fijo en un punto posee Gnicamente tres grados de libertad.

Los parametros mds convenientes para describir la rotacién de
un sélido son los denominados dngulos de Euler ¢,9,¢(]’2)- En términos
de estos pardmetros, la matriz u tiene la forma siguiente:

1. 0= R RH

R JRR, (56)

donde



600

cosy =-seng O
seng cosp O
0 0 1
1 0 0
0 cos8 -senf
0 seng cosO
cosy =-seny O
seny cosy O
0 0 1

(57a)

(57b)

(57¢)

La matriz A puede expresarse en funcidén de las matrices antisi-

métricas
A, = RR (58a)
Ay RR (58b)
A ﬁwRE , (58¢)
del modo siguiente:
A = %+%%§+%%%ﬁﬁ . (59)

La Ec. (38) nos suministra una expresidn para las componentes

de w en funcién de los dngulos de Euler y sus derivadas:

wy = Agp = Hcosd + &senesen¢ 5 (60a)
wy = Ay = ésen¢ - @cos¢sen0 , (60b)
w3 = Az; = ¢ + Ycos® . (60¢)

> . -
Las componentes de w en la base e' se obtienen en forma andloga

a partir de A':
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i m By e HERE t
A u Au RwReA¢RBR¢ + RwAeRw + Aw : (61)
Comparando (59) y (61) se aprecia que para pasar de A a A' debemos inter-
cambiar ¢ y U y reemplazar R, Re y Rw por sus traspuestas. Esto Gltimo
es equivalente a cambiar senf por -senB (8 = ¢,6,¥) (ver Ecs. (57)).
Realizando estos cambios en (60) obtenemos:

o

wl = @cosy + psengseny (62a)
w) = -8seny + jcosysens (62b)
wy = Y + ¢cosd . (62¢)

Para que el manejo de estas ecuaciones se pueda apreciar con
mis claridad hemos incluido en este trabajo un ejemplo muy sencillo que

se muestra a continuacioén:

Ejemplo: Eje de rotacidn

Supongamos que el cuerpo rigido estd rotando alrededor del eje

z y sea 8 el dngulo de rotacidn. En estas condiciones se verifica que

cosg -send 0
u = |senf cos8 0 3 (63)
0 0 1

Un cdlculo muy sencillo nos permite obtener, a partir de (33), el siguien-

te resultado:
A = 8BS . (64)

Segln las Ecs. (25) y (38), el vector o estard dirigido a lo largo del
eje z y su médulo serd |8]:

-+

G = fey . (65)

Obviamente, el sentido de # queda determinade por el signo de 0.
q p en
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4. COMENTARIOS FINALES

Los resultados presentados a lo largo de este trabajo no preten-
den ser originales y nuestro objetivo ha sido simplemente deducirlos me-
diante un formalismo diferente del habitualmente empleado(]’z)*.

No debe olvidarse que los fines del presente articulo son exclu-
sivamente educativos y estd dirigido a mostrar a los alumnos de los cursos
de mecdnica cldsica una nueva alternativa en el tratamiento del movimien-
to de rotacion del cuerpo rigido. El método matricial-tensorial utiliza-
do permite obtener estos resultados en forma rdpida y elegante y revela
varios aspectos del problema que normalmente quedan ocultos. Uno de ellos
es el rol relevante que desempefia la matriz ortogonal u de cuyas propieda-
des matemiticas (Ecs. (30) y (31)) puede deducirse el comportamiento fisi-
co del sélido.

En nuestra opinién, este hecho esencial no ha sido puesto de re-
lieve, con claridad suficiente, en los trabajos previos sobre el tema(s_ﬁ).
En estas referencias se han discutido las ventajas que presenta este for-
malismo, aunque sin realizar un tratamiento completo como el reportado
aqui.

Para finalizar, cabe senalar que el método puede utilizarse aun
para tratar otros aspectos del problema no considerados en este trabajo,

completando asi la discusién del movimiento de rotacién del cuerpo rigido.
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