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Resumen. Se utilizan las lineas de simetria en el plano de Poincaré
(ecuatorial) para estudiar las orbitas periédicas en el problema de
Stormer. Se enfoca el estudio a las drbitas periédicas que cruzan el
plano de Poincaré tres veces. El seguimicnto de una linea de simetria
particular (I'3) al aumentar el paramctro ; de Stérmer (que es esen-
cialmente el valor del momento angular de la particula en la direccién
del dipolo) permite estudiar la aparicién y desaparicién de las 6rbitas de
periodo tres, obteniéndose asi su estructura y clasificacion en familias
en forma global.

PACS: 03.20.+i; 05.45.+b

1. Introduccién

El problema de Stormer consiste en estudiar el movimiento de particulas cargadas
en el campo de un dipolo magnético [1]. Sobre este problema hay una gran cantidad
de literatura dada su antigliedad y su conexién con los cinturones de Van Allen y la
radiacién césmica. En las referencias se encuentran algunas de las mas importantes.

El estudio de este problema es dificil debido a que es no integrable [2]. Vallarta
y Lemaitre [3,4] estudiaron el problema de Stérmer en conexién con la radiacién
césmica. Graef y Kusaka (5] resolvieron el caso ecuatorial explicitamente en términos
de funciones elipticas.

Es frecuente restringir el estudio del problema de Stormer al movimiento en
el plano meridiano usando el hecho de que la variable azimutal es ignorable en el
hamiltoniano (véase la Sec. 2). Puede entonces utilizarse la técnica de las lineas de
simetria introducida por De Vogelaere [6] para calcular las érbitas periédicas. Esta
técnica se ha utilizado recientemente en varios problemas con dos grados de libertad
y una constante de movimiento [7,13].

Markellos y sus colaboradores estudiaron el movimiento en el plano meridia-
no [14,19]. Ellos obtuvieron érbitas periédicas simétricas simples y multiples, asi
como sus parametros de estabilidad, e hicieron una clasificacion en familias. Estu-
diaron también la llamada familia asimétrica principal [22].

En la Ref. [13] se presenta un analisis de la dindmica de ciertas lineas llamadas
de simetria para entender la clasificacion de las drbitas periddicas en el problema
de Stormer, haciendo una correspondencia con los trabajos de Markellos. En ese
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trabajo queda manifiesta la importancia de las lineas de simetria, ya que sintetiza
muchos trabajos anteriores sobre aparicién y bifurcaciones de érbitas periodicas, asi
como su clasificacién en familias, la cual resulta bastante natural.

Este trabajo es una continuacién del de Jiménez y Pifia [1 3] en el que se analiza
la dindmica de otra linea de simetrfa (T';) al cambiar un parametro para entender la
estructura de las orbitas de periodo 3 y su clasificacién en familias. Por cuestiones de
completez se dard primero un breve resumen: en la Sec. 2 se presentan las ecuaciones
de movimiento, y en la Sec. 3 se introducen las lineas de simetria y sus propiedades
mas importantes. En la cuarta seccién se presenta la dindmica de las lineas IiyTa
para entender la bifurcacién de un periodo n alrededor del periodo 1. Finalmente,
en la iltima seccién se estudia la dindmica de la linea I'; en el plano de Poincaré al
aumentar el parametro 7). Esto permite entender la estructura global de las érbitas
de periodo 3, que se presenta en el espacio de parametros.

2. Ecuaciones de movimiento

Considérese una carga q de masa m moviéndose en el campo de un dipolo magnético
de momento dipolar M. El hamiltoniano es

1 2
Hl == ﬂ[P_qA] ’

con P — gA = mr, donde r es el vector de posicién de la carga medido desde el
dipolo (supuesto puntual), P es su momento conjugado y A = (M x r)/r? es el
potencial del dipolo con momento magnético dipolar M.

Introduciendo la transformacién a variables adimensionales:

r=u01, yt = SC], (l)
donde
M
= lql,
muv
se obtiene el hamiltoniano
1] 4 B, (B —coR(N)/w?] 1
H = 2 [ wE u? cos?(A) T )

escrito en coordenadas esféricas con la direccién del eje z en la direccién del momento
magnético dipolar (Fig. 1) y cuyo valor numérico es 1/2.

Se tienen 2 constantes de movimiento: H y p,. El movimiento en ¢ est4 resuelto
hasta una cuadratura:

d 0s?(A
pp = u’ Cosz(/\)j:i [ u( ) = 2. (3)
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FIGURA 1. Coordenadas de la carga en el campo magnético dipolar.

A p, se le denota por 2v,, donde v; se conoce como el parimetro de Stérmer.

Si el movimiento se limita al plano ecuatorial (A = 0) el sistema es integrable y
la solucién se expresa en términos de funciones elipticas [5]. Por otro lado, se puede
pensar que el hamiltoniano en la Ec. (2) solo depende de las variables u y A y resolver
el problema equivalente en el plano meridiano, con una constante de movimiento:
H. El espacio de configuracién serd el plano meridiano que en coordenadas esféricas
estara definido por las coordenadas (u,)) y en cilindricas por (p,z), donde p =
ucos Ay z = usen).

El movimiento de la particula cargada estard determinado por el hamiltoniano
en la Ec. (2) donde el potencial es

v:%( Po °°5’\)2. (4)

ucos A u?

Puesto que el objeto de este estudio son las érbitas periddicas, sélo se considerara
el caso 71 > 0, es decir, cuando la fuerza radial es atractiva. V es no negativa y
toma el valor cero cuando 2y;u = cos? A, que es la ecuacién de una linea de campo
conocida como el thalweg (valle) desde los trabajos originales de Stormer.

Se observa también que cuando la velocidad de la particula es cero, el potencial
toma el valor 1/2, obteniéndose las curvas de velocidad cero:

—— —cos )\ = eu?, (5)
donde € = +1. Si w = 2yju y b= 1/(27)?, entonces

2_ v =
ebw — +cos A =0, (6)
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FiGURA 2. Curvas tipicas de la regién de Hill (marcada con X) en el plano meridiano (u,1)
paray; = 0.8, 71 = 1y 11 = 1.1, respectivamente. El thalweg se dibujé con linea
interrumpida.

que tiene tres soluciones fisicas:

. = 1/ cos(A) — 4/1/ cos?(X) + 4bcos())

—2b ’

oy L) ~ /17 cos?(X) — dbcos())
2b ,

1/ cos(}) + y/1/ cos’(X) — 4bcos(})
e % :

En la Fig. 2 se muestran formas tipicas de las curvas de velocidad cero para y; < 1,
41 =1y > 1. La zona interior es la regién del espacio de configuracién (u, A)
en donde es posible el movimiento (regién de Hill). En la regién acotada, cuando
71 > 1, las érbitas estan atrapadas para todo tiempo.

Finalmente, para facilitar los calculos numéricos, se efectiia la transformacién

A=A (M

do = 8v;%e %% ds,

para obtener el hamiltoniano

E_l[z_‘_ 2]_...ae_gz—+l —C_rCOSA 2_0 (8)
=Pz TPA 2 2 \cos A o
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donde # = p;, A = Pa, @ = 1/(2y1)*. Un punto sobre una letra denota derivada
respecto de o. Las ecuaciones de movimiento resultan:

i=ae’® —e T 4 e cos?()),
- (9)
A = tan(A)[—1 — tan®()) + cos?(N)e™?7),

con la integral de movimiento (8).

3. Mapeos de Poincaré y lineas de simetria

Para el estudio de las drbitas periédicas en el plano meridiano (u, A) se utilizara
una técnica desarrollada por De Vogelaere [6]. Primeramente se establece la seccién
de Poincaré escogiendo el plano A = 0 dentro del espacio fase e intersectando la
trayectoria fase con ¢él, de manera que cada interseccion produce un nuevo punto.

Sizy=z,29 =), 73 =%y z4 = ), entonces un punto (ry, r3) sobre la superficie
de seccién sera suficiente para definir las condiciones iniciales de una érbita en el
espacio fase, ya que ro = 0 y z4 se deriva de la ecuacién de la energia (8). Se
escogera r4 positiva para las condiciones iniciales.

Sea x un punto en el plano de Poincaré, y Tx, T?x,..., las intersecciones
sucesivas de la trayectoria fase con el plano de Poincaré. El operador de evolucién
temporal T [que se obtiene integrando las ecuaciones diferenciales (9)] define un
mapeo del plano en si mismo que conserva area (pues T es candnica). Si n es el
entero positivo mas pequeiio tal que 7"x = x, el conjunto {x,TXx,.. sl x] &
una 6rbita periédica de periodo n en el plano de Poincaré. T es reversible [6] pues
se puede escribir como el producto de dos involuciones:

T'= II Iﬂa
donde
hily =lyly =1,
ya que el problema de Stérmer tiene la simetria
(21,22, 23, 24) = (21, — 22, — 73, 74),

de manera que si (x1,z3) es un punto sobre el plano de Poincaré, Ip(zy,13) =
(I], —1‘3) e Il = TI()

La factorizacin en el producto de dos involuciones fue introducida inicialmente
por Birkhoff [20] y ampliamente estudiada por De Vogelaere [6]. Si para j un entero

arbitrario se define

I; =TI,
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puede demostrarse que [; también es involucion, y que el conjunto {I,-,Tk}, con
Jik € Z (como es usual, Z es el conjunto de los enteros), es un grupo discreto [7]
con la representacion

=1,
T L = I,
LI =Tk
L% = T4,

Se define ademds el conjunto de puntos fijos bajo I; por T'j, es decir, I'; =
{x|I;x = x}. A T; se le llama la linea de simetria j. Si j,k,{ y n son enteros
arbitrarios, pueden demostrarse algunas propiedades importantes [6,21]:

1. Si
x € T; NIy = THHx = x

es decir, si un punto esta en la interseccién de dos lineas de simetria, por ejemplo
T'; and T, el punto sera periédico y su periodo divide a [j — k|.

2. Lineas de simetria se mapean bajo T o I en lineas de simetria;
T"Tk = Ton4k;
InTg = Pon—p.
Asi, Ty, genera todas las lineas pares, y I'; todas las impares.
3. Puesto que

Iolp =Ty

las lineas negativas se obtienen simplemente reflejando a las positivas por Ij.

4. Si x € T; N T4k, entonces x € I'j 4 para cualquier [ € Z. Ahora bien, si el
periodo de x es k, existe un [ tal que j + lk = s donde s = 0,1,..., k-1, ¥y
entonces se puede demostrar [21] que para cualquier t € Z dado,

T(f+k—s)/2x = ItT(t+k_,)/2x

lo cual implica que T(*+5=9)/2x € T,. Asi, dados una érbita periédica de periodo
k y un entero arbitrario t, algin punto de la érbita periédica estard sobre I'y,
siendo la tnica restriccién sobre t que (t + k — s) sea par. Como corolario se
tiene la siguiente propiedad.
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5. Supéngase que x es un punto de una érbita invariante con respecto a Iy en el
plano de Poincaré y con periodo n, entonces x esta en la interseccién de dos
lineas de simetria y ocurrird una y solo una de las siguientes posibilidades:

a) La érbita tiene dos puntos, y solo dos, sobre I'p y ninguno sobre I’y si n es
par.

b) La érbita tiene dos puntos, y solo dos, sobre 'y y ninguno sobre Iy si 7 es
par.

c) La érbita tiene un punto, y solo uno, sobre I'y y otro punto, y solo uno, sobre
T’y si n es impar (exepto en el caso en que n = 1, donde ei mismo punto esta

sobre I'y y T'y).

En el problema de Stérmer, Ty es simplemente la }inea 23 = 0. Por otro lado,
si un punto fase (ry,zy = 0,r3,z4) al tiempo ¢t = 0 evoluciona con el flujo al
punto (z1,r2 = 0, —z3, —z4) al tiempo t = 7, esto es, Tx = T(zy,23) = (21, —13),
entonces en t = 7/2 el punto fase toca la curva de velocidad cero, y la particula
regresard por la misma trayectoria con velocidad opuesta. Nétese que x € 'y,
pues I_1x = I)Tx = Iy(xy,—z3) = (z1,23) = x. Se sigue también que T'x € Ty por
la propiedad 2. Por lo tanto, para calcular Ty, simplemente se toman puntos con
condiciones iniciales sobre la curva de velocidad cero y se busca su primer cruce con
la seccién de Poincaré. Las otras lineas se calculan utilizando las propiedades 2 y 3.

Nétese que todas las 6rbitas de periodo impar n se deben iterar dos veces para
obtener la érbita periédica completa en el espacio fase. Cuando la érbita se itera n
veces, regresa al mismo punto en el plano de Poincaré pero con x4 de signo opuesto
al original (pues n es impar). Estas érbitas periédicas son trayectorias también
simétricas en el espacio de configuracién pues contienen un punto sobre I'y, es decir,
tienen un punto que cruza perpendicularmente al ecuador. Ademas, por tener un
punto sobre la linea I'y, son érbitas que tocan la curva de velocidad cero y regresan
sobre si mismas, por lo tanto son del tipo abierto [17] en el espacio de configuracién.

Las érbitas de periodo par con dos puntos sobre la linea Ty son simétricas en el
espacio de configuracién, cruzando en dos puntos al ecuador perpendicularmentce;
éstas son del tipo cerradc.

Las érbitas de periodo par con dos puntos sobre la linca I'y scran en general
orbitas asimétricas en cl espacio de configuracién, aunque son simétricas en el plano
de Poincaré. Estas 6rbitas son del tipo abierto y tocan la curva de velocidad cero
en dos puntes no simétricos (en el espacio de configuracion) en general.

Puesto que £ = 0y 24> > 0 en la Ec. (8), la region permitida en el plano de
Poincaré (z3 = 0) es

laa] < yJaer1 — (1 — e=m)2,

Todas las lineas de simetria deben estar dentro de la regién anterior.
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4. Orbitas periddicas

En la Ref. [13] se presento un estudio de las lineas de simetria y su dindmica al
variar el parametro v;. En especial fue analizada la dinamica de las lineas I'y y
I'; al cambiar el parametro pues contienen toda la informacién sobre clasificacion
en familias de érbitas periddicas simples (i.e. periodo 1 y 2), asi como nacimiento,
bifurcaciones y desaparicion de estas familias.

I'; esta formada por dos ramas espirales (véase la Fig. 3) que corresponden
al primer cruce con el plano de Poincaré de las dos curvas de velocidad cero que
convergen a la singularidad u = 0, A = £ /2. Malmquist [22] demostré que existe
al menos una 6rbita que llega a la singularidad para cada valor fijo de 7, aun-
que la demostracién de unicidad fue dada posteriormente por Braun [23]. Esto es
importante, pues si linicamente una trayectoria 7 llega a la singularidad, y si se
considera a la trayectoria que sale de la singularidad como la trayectoria 7 recorrida
en sentido opuesto, las dos espirales de 'y convergen a un punto que se denotara
por £; en el plano de Poincaré (z,z3). Este punto es la primera interseccién con
el plano de Poincaré de la trayectoria que sale de la singularidad y que puede ser
considerado como un punto de I'; si se define T-1¢; = Ipf;. 'z no pasa a través de
£1, ni lo hacen ninguna de las lineas pares. I'; tiene también dos ramas espirales que
convergen a un punto, que se denotara por €3, y que es la segunda interseccién con
el plano de Poincaré de la érbita que sale de la singularidad, es decir T = £3 (este
punto alcanzara a apreciarse hasta la Fig. 7). De hecho, todas las lineas impares
['2n—1 (n entero positivo) estan formadas por dos ramas espirales que convergen al
punto £2,_1 ¥ que es la enésima interseccion con el plano de Poincaré de la érbita
que sale de la singularidad.

En la Fig. 3 se muestran las lineas I'g a I'g para 7; = 0.7857. Estas se calcu-
laron utilizando el método Runge Kutta a orden 4 para integrar las ecuaciones de
movimiento (8). Las respectivas lineas negativas son su reflexién por el eje z;.

Las lineas 'y, T3, ..., etc., se encuentran una dentro de otra y todas ellas entre
los 2 brazos salientes de I'y, de tal forma que no se produce ninguna interseccion y no
pueden existir érbitas periédicas. El valor critico debajo del cual no existen érbitas
periédicas es 4 = 0.788541 [14,24], en donde todas las lineas se hacen tangentes en
un solo punto parabdlico.

Para valores del parametro un poco mayores que v; se producira la interseccién.
La érbita parabélica bifurca en dos érbitas de periodo 1 que determinan la familia
principal de érbitas periédicas (fy) para cada valor fijo del parametro v;. Estas dos
érbitas nacen en la direccién de la tangente a todas las lineas de simetria (el eje
z1) en el punto de bifurcacion. La mtersecmon del lado izquierdo fp' es una érbita
estable o eliptica y la del lado derecho fg es inestable o hiperbdlica.

Cerca del punto eliptico de la familia principal fo, las lineas de simetria rotan
en el sentido de las manecillas del reloj al aumentar el parimetro 51, generandose
érbitas periddicas que nacen de fy con nimero de rotacién p/q. Este estd determi-
nado por la traza del mapeo linearizado alrededor de la érbita estable de fo [7]. En
el momento en que una érbita de periodo n estd bifurcando de fo', la linea I'y es
tangente de inflexién con I'y; si el pardmetro aumenta ligeramente, se produciran
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FiGura 3. Lineas I'y a 's para y; = 0.7857. Las lineas negativas se obtienen reflejandolas por el

eje z3 = 0.
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FiGUrRA 4. Dindmica de la linea I'; en una bifurcacién del periodo n alrededor del periodo 1.

dos puntos nuevos de interseccién entre I'y, y I'g, que son las dos érbitas de periodo
n que acaban de bifurcar de fy. Esta pareja de 6rbitas periédicas forman una familia
con la variacion del parametro 4; y han sido estudiadas por Markellos et al [24],
en un pequeno intervalo de valores de 7. En la Fig. 4 se muestra la dindmica de la
linea I', en una bifurcacién del periodo n alrededor del periodo 1. La tiltima 6rbita
en bifurcar es la de periodo 2, que es la llamada familia f;. Cuando esta familia
nace, la 6rbita de periodo 1, i.e. la familia fy', se vuelve hiperbélica.

Conforme el parametro aumenta, el punto £; baja hacia el eje 3 = 0, ge-
nerandose nuevas intersecciones entre la doble espiral de I'; y la horizontal I'y. La
interseccién de la enésima vuelta de I'; con I'g dard dos 6rbitas de periodo 1, una
de ellas estable (la del lado izquierdo sobre el eje z1), que se denotara por fa,.", y
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otra inestable (la del lado derecho), que se denotara por fyn?, formando la familia
fan. La parte estable bombea drbitas con nimero de rotacién p/q, de la misma
manera que lo hace f; hasta que desestabiliza cuando nace la familia fo,4; de
periodo 2 [13].

5. Orbitas de periodo 3

En este trabajo se hard un seguimiento de la linea I' al aumentar el parametro
71 para analizar la estructura de las érbitas de periodo 3 y su clasificacion en
familias. Para ello se introduce el espacio de parametros utilizado en Markellos et
al. [18], para que la correspondencia con ese estudio sea clara. El parametro que se
maneja en la Ref. [18] es C' = ,"_-,(1/(2-711)'i (la energia). Para cada valor de C fijo,
y por consiguiente de 7, se grafica la coordenada radial 2y,u = €*! de las orbitas
periodicas en el punto donde cruzan perpendicularmente al ecuador (i.e. . = 0) lo
cual corresponde a los cruces de I's con Iy, escrito en las coordenadas (u. A = 0). Se
obtiene asi una grafica global de las érbitas periddicas en el espacic de parametros
llamada la “curva caracteristica”.

Ademas, los calculos numéricos muestran que la dinamica y bifurcaciones al
aumentar el parimetro v; es esencialmente la misma para las familias pares. Esto
se debe a que el punto &3 de I'; orbita alrededor de £; (en el sentido de las manecillas
del reloj cuando 5; aumenta) de tal manera que las intersecciones que se producen
en conexion con una familia fs, son esencialmente las mismas que se producen en
conexion con la fyp42. Asimismo, para v, > 1 los puntos terminales de las lineas de
simetria en la frontera de la region permitida se “desenredan” (desplazandose en el
sentido de las manecillas del reloj a lo largo de la frontera al aumentar v,), de tal
manera que dejan la misma disposicién exterior de las lineas al pasar de una familia
fon ala siguiente fon4o.

Se presentaran aqui las 6rbitas de periodo 3 conectadas con fj al cambiar ;, en
el entendido de que esta misma dinamica se presenta para las familias de periodo 3
conectadas con cualquier familia fs,. Algunas de esas familias ya fueron estudiadas
por Markellos et al. [18] en un pequefio intervalo, llamandoles en forma genérica las
ramas j3, j3' v k3 de las familias j y k.

En las Figs. 5-8 se muestran las lineas 'y, I'y, 'y y I'3 para valores crecientes del
parametro. Siguiendo la dindmica de las lineas al aumentar ~;, asi como los cruces
de I'3 con Iy, se puede obtener una grafica cualitativa de las 6rbitas de periodo 3 y
su lasificacion en familias en el espacio de parametros £. En la Fig. 9 se muestra
el espacio de parametros ¥ para periodos 1, 2 y 3 conectados con fy y f2, estando
la frontera definida por energia cinética igual a cero y A = 0 en la ecuacion de la
energia (9). Como se verd, para cada familia f;, se obtienen seis ramas diferentes,
cuatro de las cuales estan reportadas en la Ref. [18] aunque no en forma global, sino
iinicamente en una pequefia vecindad de fy, estable.

Para 1 = 0.8 (C = 0.07629), sélo una de las dos espirales de I'3 se ha intersec-
tado con I'y, en dos puntos por los que también pasa I'; (véase Fig. 5). Estos puntos
son las dos érbitas de periodo 1 que definen a fy para ese valor de ;. Al aumentar
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FIGURA 5. Lineas I'g, I'y, I'; y I's para v, = 0.8 (C = 0.076293).
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FiGura 6. 71 = 0.85 (C = 0.05986). Una nueva familia indicada con una flecha estd préxima a
nacer (rama c). Las orbitas de periodo 3 que son miembros de las familias a y b que
bifurcaron de fo' se encuertran indicadas. También se indican los miembros de las
familias fo y fi.

71 se observa la dindmica ya descrita en la seccién anterior, por la cual bifurca una
pareja (que da dos érbitas diferentes de periodo 3), una del lado izquierdo de fo'
(rama a) y otra del lado derecho (rama b). Esta bifurcacién es la estudiada en la
Ref. [18] como bifurcaciones “j3” de la rama “;” y que se muestra en el recuadro
superior de la Fig. 9.

En la Fig. 6 se muestran las mismas lineas cuando v; = 0.85 (C' = 0.05986). El
punto fo' se ha desestabilizado dando nacimiento a la familia fi. ¢35 se ha movido



622 Lidia Jiménez Lara

L i s
8.36 .43 .63 8.7 8.41

FIGURA 7. Lineas T, [y, [z y T'3 para 11 = 0.9 (C' = 0.04762). Una nueva familia (rama €) ha
nacido entre f,' y fo'. Las familias a, b, ¢, e, fo ¥ fi se encuentran indicadas.

hacia la izquierda y hacia abajo (aunque ain no se ve en la figura), de manera que
la otra espiral de I'; esta muy préxima a tocar I'g y generar otra familia de periodo
3 que no bifurca de fy y que se denotara por la rama c en el espacio de parametros
(marcada con una flecha).

En la Fig. 7 se muestran las lineas I'g a '3 para y1 = 0.9 (C = 0.04762). El punto
£3 continiia su rotacién alrededor de £;, generandose nuevas intersecciones entre las
dos espirales de I'; (alrededor de £3) y Tg. Sin embargo, estas nuevas intersecciones
no generan mas familias que las ya existentes b y ¢, como quedara claro un poco
mas adelante. Obsérvese que entre fi' v fo', la parte mds externa de la espiral doble
de T'3 ya se ha intersectado con Iy, generdndose una nueva familia denotada por e
que, como ¢, tampoco bifurca de fy'. El siguiente brazo o vuelta de I'y dara lugar,
cuando aumente 7, a una nueva familia también espiral que se denotard por g, pero
que alin no aparece para 71 = 0.9.

El punto {3 orbita alrededor de £, al aumentar el parametro, asi que eventual-
mente cruzara por primera vez a ['g. En el espacio de parametros, Ro? denotard a la
primera interseccién de &3 con ', es decir, es el centro del remolino formado por las
ramas b y ¢ asociadas a la familia f;. Para ese valor del pardmetro, infinitas parejas
de érbitas habran nacido entre fi? y fo, y en adelante comenzaran a desaparecer
también en parejas, tanto de la familia b como c.

Sin embargo, las nuevas parejas que nacen entre las 6rbitas fi*y fo? no generan
nuevas familias, ya que I's es continua excepto en el punto 3, con dinamica continua
respecto a la variacion de v, (6], asi que todas las intersecciones que se produzcan
entre una sola espiral de I'; con [y, estan conectadas continuamente al cambiar
71 y formaran una sola familia. Puesto que I'y consta de dos espirales, habrd dos
familias que sélo se tocan en el punto Ry en la Fig. 9. Estas familias son la rama
b que bifurcé de fp' y que termina en Ro®, y la rama ¢ que no bifurca de fy' pero
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FiGURA 8. Lineas [g, 'y, 'z y I's para 1, = 1.0 (C = 0.03125). La familia cp, marcada con una
flecha, esta préxima a desaparecer.

que también forma una espiral alrededor de Ro? en el espacio de parametros £. Los
calculos numéricos muestran que ¢ termina ecuatorialmente.

Obsérvese también que un par de drbitas que nacen juntas pertenecientes a
las ramas espirales b o ¢, no desapareceran juntas: la del lado derecho desaparece
con una érbita que nacié anteriormente (i.e. para un valor de v, menor) del lado
izquierdo debido a una interseccién de una vuelta mas externa del mismo brazo de
I'3 con Ty. Similarmente para las ramas e y g, la érbita del lado izquierdo desaparece
con una o6rbita que nace antes del lado derecho. Esta situacién ya se ha analizado
con respecto a la familia de Grbitas asimétricas simples en la Ref. [13].

El iltimo valor de 51, para el que se presentara en forma grafica a I';,es y1 = 1.0
(C = 0.03125) en la Fig. 8, ya que para valores superiores la grafica se vuelve
muy compleja. Puesto que apareceran 6rbitas de periodo 3 en conexién con fa, se
denotard por azn, ban, Con, dan, €2n ¥ g2a a las ramas asociadas a las familias fon.
Este subindice también se utilizara en Rg,® (n entero positivo o cero) para denotar
el centro de dos espirales en £, una de ellas bifurcando del lado derecho de fz,'
(rama by, ) en su parte cercana al maximo.

Cuando 47 = 1.0, el punto &3 ha continuado su movimiento alrededor de &
de manera que han desaparecido todas las parejas de las familias espirales by y ¢p
(entre fity fgd) excepto una érbita perteneciente a ¢y (marcada con una flecha en la
Fig. 8) y que esta muy préxima a desaparecer ecuatorialmente cuando se desenreden
las lineas para v; > 1.

Por otro lado, entre fi' y fo' se han producido muchisimas intersecciones entre
la doble espiral de '3 y I'g, pues aparentemente el punto €3 se encuentra muy cerca
de I'y. Estas intersecciones pertenecen a las ramas ey y go que forman espirales
alrededor del punto que se denota por Lg* en ¥ y que corresponde a la segunda
interseccién de £3 con la linea 'y en su movimiento “orbital” alrededor de ; al
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FiGura 9. Familias fo, fi... fs y las ramas a, b ¢, d, e y g de periodo 3 asociadas a f; y
f2 en el espacio de parametros: C' = (1/(271 )* (eje vertical) contra 2y,u = e

{e_]e honzontal) La familia fon4, blfurca de fa,' cuando ésta desestabiliza. Entre el
maximo de fan, y su bifurcacién en fa,4; bifurcan familias de todos los periodos.
En particular, las ramas ag y by representan la familia de periodo 3 que bifurca de
fo' cuando y; aumenta (C disminuye). La parte inferior de fs,' que termina en la
frontera de la region prohibida también es estable. Las ramas g y d° son dos érbitas
de periodo 3 que bifurcan de ella cuando v; disminuye. Las 6 ramas se han dibujado
sdlo aproximadamente y se han deformado en la espiral para facilitar el dibujo.

aumentar ;. El punto Lg,® se define en analogia con Ra,>. Asi, la n-ésima inter-
seccion de &3 con I’y (n un entero positivo) en el plano de Poincaré Corrc-onndera
al punto R,_ 1) en el espacio de parametros si n es impar, y al punto L 2) sin
es par. .

La érbita perteneciente a la rama ag (que bifurcé de fo' cerca del maximo en el
espacio L) estd ain presente y es la primera interseccién entre I'g y I'3 de izquierda
a derecha en la Fig. 8. Las familias f, y f; ya estan presentes por un mecanismo
descrito en la seccién anterior (Fig. 4), asi como las ramas a3 y by de fa. Ademds,
la doble esplral de I'; ya ha generado nuevas intersecciones con I'g entre los puntos
f3% vy f22, que son las ramas by y ¢, asi como las ramas e, y g2 entre f3'y fo'.

Por otro lado, una nueva familia dy nacié antes (en un valor de v menor) que
la familia fo, y dcspues que la familia f;. Para n = 1.0, dp tiene un punto entre
fo' y a2 y otro entre fo% y fl Los calculos numéricos muestran que al aumentar el
parametro el lado derecho de la familia dy termina ecuatorialmente, mientras que el
lado izquierdo bifurca de fy' en su parte final, i.e. cerca de la frontera de la regién
permitida en el espacio X, donde fy' vuelve a ser estable (bifurcaciones de la rama
“k” en la Ref. [18]).

Sin embargo, las familias d;, (aquellas que nacen después que la familia f,, y
antes que la fp42 (m par)), no tienen la misma grafica cualitativa en el espacio de
parametros al pasar de una familia f, a la fi42. Por ejemplo, sélo hay una familia
dy para fy, micntras que hay dos independientes para fp:
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FiGuraA 10. Familias d2° y dy" en el espacio de pardmetros L.

1. La que por la derecha termina ecuatorialmente y por la izquierda bifurca de fp'
(en su parte final de la grifica en el espacio de pardmetros). Esta rama sera
denotada por dgo.

2. La que esta formada por dos secciones que nacen en valores de v, diferentes,
ambas formando un méximo en £, pero que al aumentar el parametro v; se ve
que se conectan, primero por la izquierda y después por la derecha. Véase la
Fig. 10. Esta familia se denota por d;! y es una familia bastante especial, pues
ni bifurca de ninguna familia f, ni termina ecuatorialmente. Ademas, su curva
caracteristica en el espacio ¥ tiene forma cerrada o de “burbuja” (véase la Fig.
10). Estas érbitas son llamadas irregulares en la Ref. [25].

Las ramas d del primer tipo (que terminan ecuatorialmente) se denotaran por
d°, y las del segundo tipo que ni terminan ecuatorialmente ni bifurcan de ninguna
familia f, por d!, d?, etc.

Conforme v; aumenta y van naciendo nuevas familias fp, las ramas am, bm,
Cmy €m ¥ gm (m par) son esencialmente iguales al cambiar m. Por otro lado, las
familias d,, son de los dos tipos mencionados anteriormente: la que bifurca de f,,
(en su parte inferior) y que termina ecuatorialmente d,,’, y las del tipo cerrado,
con la peculiaridad de que éstas forman burbujas anidadas dp!, dn?,. .., dm' cuyo
numero [ crece conforme aumenta m.

Las familias a las que pertenecen los puntos de interseccién de I'y, I'y y I's, con
I'p para 4, = 1.0 (Fig. 8) son, de menor a mayor valor para la coordenada horizontal
z1, las siguientes:

a0 f1'€agoeago - - - €agoeogoco fo'doas f3' exg2g2€2 f2'ds!
dy' d2°dy"dy " dy! 3 bacabrcacabacy f2%do f1%co fol.

Se calcularon las lineas I'y a '3 para valores 71 > 1, pero no se presentan aqui
debido a su complejidad. Los resultados correspondientes a las familias de periodo
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3 en conexion con fy y f2 se muestran cualitativamente en la Fig. 9. No se dibujé
la familia dy'.
Algunos hechos importantes que cabe senalar son:

1. La familia fz,"' vuelve a ser estable en su segmento final cercano a la fron-
tera de la regién prohibida (recuadro inferior de la Fig. 9). Si ahora se analiza
en forma inversa, es decir cuando 7; disminuye, se observa escencialmente la
misma dinamica que en la parte estable cercana al maximo de f;,'. La pareja
perteneciente a las ramas ga, y dan° que bifurca de fy' forman una familia.

2. La familia e termina ecuatorialmente. Esto se debe a que el punto final de la
espiral correspondiente de I'3 (que es un punto sobre la frontera de la region
permitida en el plano de Poincaré) rota en el sentido de las manecillas del reloj
al aumentar 7, hasta que pasa por [p. En ese momento la érbita se vuelve
ecuatorial.

e

La rama a termina ecuatorialmente.

p

Las ramas a y b pertenecen a la misma familia.

5. Las ramas b y ¢ podrian considerarse de la misma familia si se considera que
se conectan en el punto R*. Este punto corresponde, en el caso de by, cg y R3,
a la trayectoria que sale de la singularidad y cruza por segunda vez el plano
de Poincaré con 3 = 0, es decir, ortogonalmente al ecuador. Lo mismo pueden
considerarse ¢ y ¢ de la misma familia si se considera que se conectan en L3, Asi,
ag, by y co formarian una sola familia que bifurca de fp' cerca de su maximo,
y d5, eo y go otra familia que bifurca de fy' cerca de la frontera con la regién
prohibida.

6. Las variedades dibujadas en el espacio de parametros solo se intersectan en
puntos de bifurcacion.

7. En la Ref. [18] s6lo se reportan las bifurcaciones que se muestran en los recuadros
de la Fig. 9 y que solo incluyen pequenios segmentos de las ramas a, b y g,
d®, respectivamente. Aqui se han extendido a todo el espacio de pardmetros
obteniendo la forma espiral de b y g, asi como dos nuevas ramas: la e y la ¢,
también espirales, y que no se habian reportado anteriormente. También se ha
visto que a, c, d’ y e terminan ecuatorialmente, y se han encontrado nuevas
familias con curvas caracteristicas cerradas (burbujas anidadas) d', d?,... etc.
que no bifurcan de fy ni terminan ecuatorialmente.

Las orbitas que pertenecen a la misma familia cambian su forma en el espacio
de configuracién de manera continua. La rama a de fi' tiene forma de & cuando
bifurca de fy', y ésta se mantiene semejante a lo largo de toda la rama. La rama
b de fy' tiene la forma de )O cuando bifurca de f3' y la mantiene practicamente
sin cambio a lo largo de la parte externa de la espiral. Las érbitas que se producen
por la siguiente interseccion de una vuelta mas interna de I'; con Ty, tienen una
oscilacion mas alrededor del thalweg en sus extremos que tocan la curva de velocidad
cero [13]. Esto se debe a que las dos espirales de 'y provienen de las dos curvas de
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velocidad cero (la interior y la exterior), asi que deben alternarse los puntos de
retorno de aquellas drbitas entre las curvas de velocidad cero interior y exterior.
Orbitas muy cercanas a R® efectuardn un gran nimero de oscilaciones alrededor
del thalweg hasta tocar la curva de velocidad cero y regresar sobre si mismas (en el
espacio de configuracion).

Aunque los extremos de las 6rbitas que tocan la curva de velocidad cero pueden
tener mas o menos oscilaciones alrededor del thalweg para una misma familia-espiral
de periodo 3, la forma basica de la familia no cambia. Asi, para las ramas by y co
de fo' la forma bésica es J0. De hecho, el punto Rq® corresponde a una érbita de
periodo 3 con la forma basica DO que llega a la singularidad.

La forma basica de las ramas eg y go de fp' es )y el punto Lo® corresponde
a una orbita con esa forma basica que llega a la singularidad después de infinitas
oscilaciones alrededor del thalweg.

Algunos aspectos que requieren mas estudio o quedan por resolver son:

1. Analizar la estabilidad de las ramas aqui presentadas. En la region (o regiones)
donde se encuentre estable una familia de periodo 3, ésta bombeara 6rbitas con
periodo multiplo de 3.

2. Calcular las lineas I'y, I's, etc y estudiar su dindmica al cambiar el parametro. Se
espera que haya curvas caracteristicas espirales y burbujas para las familias de
periodo impar en el espacio £. Es posible que haya un comportamiento comun
que permita entender en forma global la estructura de érbitas con periodo bajo.
También es factible que las curvas caracteristicas de las familias de periodo m
asociadas a fa, tengan la misma forma cualitativa que las de fy, excepto tal vez
las familias burbujas.

3. Estudiar con precisién el movimiento de &, £3..., ap41 ... al aumentar el
parametro, pues esto dara informacion sobre la posicion de los centros de las
familias espirales en el espacio de parametros.

4. Estudiar las lineas de simetria en el limite en que 7, — oo (C' — 0).
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Abstract. Symmetry lines on the Poincaré plane (equatorial plane)
are used for the study of periodic orbits in the Stérmer problem. A
special study of periodic orbits that cross the Poincaré plane three
times is made. The pursuit of a particular symmetry line (I'3) as the
Stérmer parameter (the value of the angular inomentum in the dipolar
direction) increases, allows for the study of birth and death of period-
three orbit families. Their structure and classification in a global way
is thus obtained.



