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Resumen. Se utilizan las líneas de simf'tría E"nel plano de Poincaré
(ecuatorial) para estudiar las órbitas periódicas en el problema de
Stormer. Se enfoca el estudio a las órhita.<¡ periódicas qne cruzan el
plano de Poincaré tres ve(('s. El s('guimi('lIto de una línea d(' simetría
particular (f3) al aumentar el parámdro )'1 ele Stormer (que (Oses(On.
cialmente el valor del momento angular de la partícula en la dirección
del dipolo) permite estudiar la aparición y d('!laparición ele las órbitas de
periodo tres, obteniéndose así su estructura y cla.<¡ificación en familias
en forma g1oba.1.

PACS: 03.20.+;; 05.45.+b

1. Introducción

El problema de Stormer consiste en estudiAr el movimiento de partículas cargadas
en el campo de un dipolo magnético [I]. Sobre este problema hay una gran cantidad
de literatura dada su antigüedad y su conexión con los cinturones de Van Allen y la
radiación cósmica. En las referencias se encuentran algunas de las más importantes.

El estudio de este problema es difícil debido a que es no integr"hle [21.V"ll",ta
y Lemaitre [3,4] estudiaron el problema de Storrner en conexión con la radiación
cósmica. Graef y Kusaka [5] resolvieron el caso ecuatorial explícitamente en términos
de funciones elípticas.

Es frecuente restringir el estudio del problema de Storrncr al movimiento en
el plano meridiano usando el hecho de que la variable azimutal es ignorable en el
hamiltoniano (véase la Sec, 2). Puede entonces utilizarse la técnica de las líneas de
simetría introducida por De Vogclaere [6}para calcular las órbitas periódicas. Esta
técnica se ha utilizado recientemente en varios problemas con dos grados de libertad
y una constante de movimiento 17,13].

Markellos y sus colaboradores estudiaron el movimiento en el plano meridia-
no [14,19). Ellos obtuvieron órbitas periódicas simétricas simples y ffitíltiplcs, así
como sus parámetros de estabilidad, e hicieron una clasificación en familia.<¡.Estu-
diaron también la llamada familia asimétrica principal [22].

En la Ref. [13] se presenta un análisis de la dinámica de ciertas líneas llamadas
de simetría para entender la clasificación de las órbitas periódicas en el problema
de Storrncr, haciendo una correspondencia con los trabajos de Markellos. En ese
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trabajo queda manifiesta la importancia de las líneas de simetría, ya que sintetiza
muchos trabajos anteriores sobre aparición y bifurcaciones de órbitas periódicas, así
como su clasificación en familias, la cual resulta bastante natural.

Este trabajo es una continuación del de Jiménez y Piña [13] en el que se analiza
la dinámica de otra línea de simetría (r3) al cambiar un parámetro para entender la
estructura de las órbitas de periodo 3 y su clasificación en familias. Por cuestiones de
completez se dará primero un breve resumen: en la Sec. 2 se presentan las ecuaciones
de movimiento, y en la Sec. 3 se introducen las líneas de simetría y sus propiedades
más importantes. En la cuarta sección se presenta la dinámica de las líneas r1 y rn
para entender la bifurcación de un periodo n alrededor del periodo 1. Finalmente,
en la última sección se estudia la dinámica de la línea r3 en el plano de Poincaré al
aumentar el parámetro 11. Esto permite entender la estructura global de las órbitas
de periodo 3, que se presenta en el espacio de parámetros.

2. Ecuaciones de movimiento

Considérese una carga q de masa m moviéndose en el campo de un dipolo magnético
de momento dipolar M. El hamiltoniano es

1
ll¡ ~ 2m[P - qAJ',

con P - qA = mio, donde r es el vector de posición de la carga medido desde el
dipolo (supuesto puntual), P es su momento conjugado y A ~ (M x r)/r' es el
potencial del dipolo con momento magnético dipolar M.

Introduciendo la transformación a variables adimensionales:

r = uGl, vi = sG¡, (1 )

donde

se obtiene el hamiltoniano

e, ~vM1ql,mv

11 1 [ , p¡ (P. - cos'(.\)/u)']
-- P +-+~--~---- 2 11 u2 u2 cos2(..\)

1
= 2' (2)

escrito en coordenadas esféricas con la dirección del eje z en la dirección del momento
magnético dipolar (Fig. 1) Y cuyo valor numérico es 1/2.

Se tienen 2 constantes de movimiento: If y PiPo El movimiento en <p está resuelto
hasta una cuadratura:

, d'f! c08'(.\)
P. ~ u' cos ('x)-d + -- ~ 21',.s u (3)
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FIGURAl. Coordenadas de la carga en el campo magnético dipolar.

A PV' se le denota por 2'Y1,donde ;1 se conoce como el parámetro de Stormer.
Si el movimiento se limita al plano ecuatorial (A = O)el sistema es integrable y

la solución se expresa en términos de funciones elípticas [5]. Por otro lado, se puede
pen.ar que el hamilloniano en la Ec. (2) .010 depende de las variables u y A Yresolver
el problema equivalente en el plano meridiano, con una constante de movimiento:
H, El espacio de configuración será el plano meridiano que en coordenadas esféricas
eslará definido por las coordenadas (u, A) y en cilíndricas por (p, z), donde p =
UCOSA y z = usenA.

El movimiento de la partícula cargada estará determinado por el hamiltoniano
en la Ec. (2) donde el polencial es

(4 )

Puesto que el objeto de este estudio son las órbitas periódicas, sólo se considerará
el caso ;1 > O, es decir, cuando la fuerza radial es atractiva. V es no negativa y
toma el valor cero cuando 2;IU = cos2 A, que es la ecuación de una línea de campo
conocida como el thalwrg (valle) desde los lrabajo. originales de Slormer.

Se observa también que cuando la velocidad de la partícula es cero, el potencial
toma el valor 1/2, obteniéndose las curvas de velocidad cero:

21'1 u ,
--, - cos A = fU ,
CO. A

donde < = :i:J. Si w = 21'1u y b = 1/(2I'd', enlonces

fbw2 _ W , + cos A = O,
CO. A

(5)

(6)
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FIGURA2. Curvas: típicas de la región de Hill (marcada con X) en el plano meridiano (u,l)
para 1'1 = 0.8, 1'1 = 1 Y 1'1 = 1.1, respectivamente. El jh(Jlw~g se dibujó con línea
interrumpida.

que tiene tres soluciones físicas:

1/ COS(A) - J1/ cos2(A) + 4bcos(A)
WI = -2b '

W2 =

W3 =

1/ COS(A) - Jl/ COS'(A) - 4bcoS(A)
2b

1/ cos(A) + Jl/ COS2(A) - 4bcoS(A)
2b

En la Fig. 2 se muestran formas típicas de las curvas de velocidad cero para jI < 1,
ji = 1 Y ji > 1. La zona interior es la región del espacio de configuración (u, A)
en donde es posible el movimiento (región de 1Ii1l). En la región acotada, cuando
jI > 1, las órbitas están atrapadas para todo tiempo.

Finalmente, para facilitar los cálculos numéricos, se efectúa la transformación

1
u - _ex
- 2jl '

A = A,

para obtener el hamiltoniano

1 aeh 1 ( 1 )2E=_[p;+p,2j + e-xcosA =0,
2 2 2 COSA

(7)

(8)
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donde .r = Pr, ,\ = Pl, a = 1/(2¡t}4. Un punto sobre una letra denota derivada
respecto de u. Las ecuaciones de movimiento resultan:

(9)

con la integral de movimiento (8).

3. M<1peosde Poincart y líneas de simetría

Para el estudio de las órbitas periódicas en el plano meridiano (!l,.\) se utilizará
una técnica desarrollada por De Vogelaere [6). Primeramente se cstahl("cC'la sección
de Poincaré escogiendo el plano .\ = O dentro del espacio fase e intrrsfftando la
trayectoria fase con él, de manera que cada intersección produce un nuc\'o punto.

Si Xl = x, X2 = .\, 3"] = .i y X. = ~,entonces un punto (XI. 3"3) sobre la superficie
de sección será suficiente para definir las condiciones iniciales de tina órhita en el
espacio fase, ya que X2 = O Y x. se deriva de la ccu¡Kión de la cOf'rgía (8). Se
escogerá X4 positiva para las condiciones iniciales.

Sea x un punto en el plano de Poincaré, y Tx, 7'2x, ... , las intersecciones
sucesivas de la trayectoria fase con el plano de Poincaré. El operador de evolución
temporal T [que se obtiene integrando las ecuaciones diferenciales (9)] define un
mapeo del plano en sí mismo que conserva área (pues T es canónica). Si n es el
entero positivo más pequeño tal que Tnx = x, el conjunto {x, Tx, ... , T,,-Ix} es
una órbita periódica de periodo n en el plano de Poincaré. T es reversible [6] pues
se puede escribir corno el producto de dos involuciones:

T = 1,/0,

donde

I,/¡ = 10/0 = 1,

ya que el problema de Stormer tiene la simetría

de manera que si (XI,X]) es un punto sobre el plano de Poincaré, !O(Xl,X]) =
(XI, -X3) e 11= Tlo.

La factorización en el producto de dos involuciones fue introducida inicialmente
por Birkhoff [20] y ampliamente estudiada por De Vogc1arre [6]. Si para. j un entero
arbitrario se define
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puede demostrarse que Ij también es involución, y que el conjunto {Jj, Tk}, con
i,k E Z (como es usual, Z es el conjunto de los enteros), es un grupo discreto [7]
con la reprf"~entación

1/ = 1,

Tj 1, - I ,- }+ ,
. ,

Ijl, = TJ- ,

IjT' = Ij_"

Se define además el conjunto de puntos fijos bajo Ij por rj, es decir, rj =
{xl/jx = x}. A f j se le llama la línea de simetría j. Si j, k,l y n son enteros
arbitrarios, pUNen demostrarse algunas propiedades importantes (G121J:

1. Si

x Erj n r, ;} Tlj-'Ix = x

es decir, si un punto está en la intersección de dos líneas de simetría, por ejemplo
f j and f,l;, el punto será periódico y su periodo divide a li - k[.

2. Líneas de simc!ría se mapean bajo T o l en líneas de simetría:

Así, fo, genera todas las líneas pares, y f1 todas las impares.

3. Puesto que

lofn = f -n,

las líneas n('gativas se obtienen simplemente reflejando a las positivas por lo.

4. Si x E fj n fj+b entonces x E fj+lJ: para cualquier 1 E Z. Ahora bien, si el
periodo de x cs k, existe un 1 tal que j + 1k = s donde s = O,1, ... , k - 1, Y
entonces s(' pucde demostrar [21] que para cualquier tEZ dado,

lo cual implica que T(t+k-,,)/2X E rt• Así, dados una órbita periódica de periodo
k y un entero arbitrario t, algún punto de la órbita periódica estará sobre r"
siendo la única restricción sobre t que (t + k - s) sea par. Como corolario se
tiene la siguiente propiedad.
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5. Supóngase (lile X es un punto de una órbita invariante con rNpf'cto a lo en el
plano de PoiTlcaré y con periodo n, entonces x está en la intf'rs('('ción de dos
líneas de simetría y ocurrirá una y solo una de las siguientC'S posibilidades:

a) La óroita tiene dos puntos, y solo dos, sobre ro y ninguno sobre rl si n es
par.

b) La órbita tiene dos puntos, y solo dos, sobre rl y ninguno sobre ro si r~es
par.

c) La órbita tiene un punto, y solo uno, sobre ro y otro punto, y solo uno, sobre
rl si n es impar (exepto en el caso en que n = 1, donde ci mismo punto está
sobre ['o Y [',J.

En el prohlema de Stormer, 1'0 es simplemente la línea XJ = O. Por otro lado,
si un punto fasc (.TI,X2 = O,xJ,x-t) al tiempo t = O c\'oluciona con el Aujo al
punto (XI,X2 = O,-xJ,-x-t) al tiempo t:;: T, esto CS, Tx = T(xI,xJ):;: (X¡,-xJL
entonces en t = T /2 el punto fa..e;¡etoca la curva de velocidad cero, y la partícula
regresará por la misma trayectoria con velocidad opuesta. Nótcsc quc x E r_l,
pucs [_IX = loTx = 10(xl,-XJ) = (XI,XJ) = X. Se siguc también que Tx E r1 por
la propiedad 2. Por lo tanto, para calcular rl, simplemente se tornan plintos con
condiciones iniciales sobre la curva de velocidad cero y se busca su primer cruce con
la sección de Poincaré. Las otras líneas se calculan utilizando las propiedades 2 y 3.

Nótese que todas las órbitas de periodo impar n se deben iterar dos veces para
obtener la órbita periódica completa en el espacio fase. Cuando la órbita se itera n
veces, regresa al mismo punto en el plano de Poincaré pero con X4 de signo opuesto
al original (pU(,5 n es impar). Eslas órbilas periódicas son trayectorias también
simi:tricas en el ('Spacio de configuración pues conlienen un punto sohrc ro, es decir,
tienen un punto que cruza peqwndicularmente al ecuador. A demá.<;, por lener un
punto sobre la lín('a r 1, son órbitas que tocan la curva (le velocidad cero y regresan
sobre sí mismas, por lo lanlo son del tipo abierlo [17) en el espacio de configuración.

Las órbitas de periodo par con dos punlos sobre la línea ro son simétricas en el
espacio de configuración, cruzando en dos puntos al ecuador perpendicularmente;
éslas son del tipo cerrade.

Las órbitas de periodo par «ItI dos puntos sobre la Iínca r) serán en general
órbitas asimétricas en el espacio de configuración, aunque son simétricas en el pla.no
de Poincaré. Estas órbitas son del tipo abierto y tocan la curva de velocida.d cero
en dos puntes no simétricos (en el espacio de configuración) en general.

Puesto que E = OY .1'42 ~ O en la Ec. (8), la región permitida ('n el plano de
Poincaré (.1'2 :;: O) es

Todas las líneas de simetría deben estar dentro de la región a.nlerior.
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4. Orbitas periódicas

En la Ref. [13] se presentó un estudio de las líneas de simetría y su dinámica al
variar el parámetro 1'1. En especial fue analizada la dinámica de las líneas r 1 y
r2 al cambiar el parámetro pues contienen toda la información sohre clasificación
en familias de órbitas periódicas simples (i.t. periodo 1 y 2), a."ícomo narimiento,
bifurcaciones y desaparición de estas familias.
r1 está formada por dos ramas espirales (véase la Fig. 3) que corresponden

al primer cruce con el plano de Poincaré de las dos curvas de velocidad cero que
convergen a la singularidad u = 0, ,\ = :h /2. Malmquisl [221demoslró que exisle
al menos una órbita que llega a la singularidad para cada valor fijo de 1'1, aun-
que la demostración de unicidad fue dada posteriormente por Braun [23]. Esto es
importante, pues si únicamente una trayectoria T llega a la singularidad, y si se
considera a la trayectoria que sale de la singularidad como la trayectoria T recorrida
en sentido opuesto, las dos espirales de rl convergen a un punto que se denotará
por (1 en el plano de Poincaré (XI, X3)' Este punto es la primera intersección con
el plano de Poincaré de la trayectoria que sale de la singularidad y que puede ser
considerado como un punto de r1 si se define T-1(1 = 10(1.r2 no pasa a través de
6, ni 10hacen ninguna de las líneas pares. r3 tiene también dos ramas espirales que
convergen a un punto, que se denotará por 6, y que es la segunda intersección con
el plano de Poincaré de la órbita que sale de la singularidad, es decir T6 = 6 (este
punto alcanzará a apreciarse hasta la Fig. 7). De hecho, todas las líneas impares
f2n-1 (n entero positivo) están formadas por dos ramas espirales qne conv('rgen al
punto 6n-1 y que es la enésima intersección con el plano de Poincaré de la órbita
que sale de la singularidad.

En la Fig. 3 se muestran las líneas fo a r6 para 1'1 = 0.7857. Estas se calcu.
laron utilizando el método Runge Kutta a orden 4 para integrar las ecuaciones de
movimiento (8). Las respectivas líneas negativas son su reflexión por el eje XI'

Las líneas r2, r3, ... , cte., se encuentran una dentro de otra y todas ellas entre
los 2 brazos salientes de fl, de tal forma que no se produce ninguna intersección y no
pueden existir órbitas periódicas. El valor crítico debajo del cual no existen órbitas
periódicas es 1'i = 0.7885.11 {14,24],en donde todas las líneas se hacen tangentes en
un solo punto pa.rabólico.

Para valores del pa.rámetro un poco mayores que 1'; se producirá la intersección.
La órbita parabólica bifurca en dos órbitas de periodo 1 que determinan la familia
principal de órbitas periódicas (Jo) para cada valor fijo del parámetro /'1. Estas dos
órbitas nacen en la dirección de la tangente a todas las líneas de simetría (el eje
x¡) en el punto de bifurcación. La intersección del lado izquierdo foi es una órbita
estable o elíptica y la del lado derecho fod es inestable o hiperbólica.

Cerca del punto elíptico de la familia principal Jo, las líneas de simetría rotan
en el sentido de las manecillas del reloj al aumentar el parámetro /'1, generándose
órbitas periódicas que nacen de Jo con m'¡rncrode rotación p/q. Este está determi.
nado por la traza del mapco linearizado alrededor de la órbita estable de Jo [7]. En
el momento en que una órbita de periodo n está bifurcando de Joi, la línea f n es
tangente de inflexión con ro; si el parámetro aumenta ligeramente, se producirán
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FIGURA 3. Lineas ro a r6 para 1'1 = 0.7857. Lll.'I líneas negativas se obtien£'n reA£'jándolas por el
eje %3 = o.

FIGURA 4. Dinámica de la línea rf'l en una bifurcación del periodo n alrededor del periodo 1.

dos puntos nuevos de intersección entre I'n Y 1'0, que son las dos órhitas de periodo
n que acaban de bifurcar de Jo. Esta pareja de órhitas periódicas forman una familia
con la variación del parámetro ;1 y han sido estudiadas por Markellos el al [2.1],
en un pequeño intervalo de valores de ;1. En la Fig. 4 se muestra la dinámica de la
línea rn en una bifurcación del periodo n alredL"dor del periodo 1. La \íltima órbita
en bifurcar es la de periodo 2, que es la llamada familia ft. Cuando esta familia
nace, la órbita de periodo 1, ¡.c. la familia foi, se vuelve hiperbólica.

Conforme el parámetro aumenta, el punto ~I baja hacia el eje X3 = O, ge-
nerándose nuevas intersecciones entre la doble espiral de rl y la horizontal ro. La
intersección de la enésima vuelta de I'} con ro (¡ará dos órhitas de periodo 1, una
de ellas estable (la del lado izquierdo sobre el eje XI), que se denotará por hn 1, Y
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otra inestable (la del lado derecho), que se denotará por hn d, formando la familia
hn. La parte estable bombea órbitas con número de rotación p/q, de la misma
manera que lo hace Jo hasta que desestabiliza cuando nace la familia hn+l de
periodo 2 {l3J.

5. O,bita. de pe,iodo 3

En este trabajo se hará un seguimiento de la línea fJ al aumentar el parámetro
71 para analizar la estructura de las órbitas de periodo 3 y su clasificación en
familias. Para ello se introduce el espacio de parámetros utilizado en ~,1arkellosti
al. [18], para que la correspondencia con ese estudio sea clara. El parámetro que se
maneja en la Re!. {l8] es e = ~(1/(21d' (la energía). Para cada valor de e fijo,
y por consiguiente de il, se grafica la coordenada radial 2"'1) u = eX¡ de las órbitas
periódicas en el punto donde cruzan perpendicularmente al ecuador (i.e. u = O) lo
cual corresponde a los cruces de rJ con fo, escrito en las coordenadas (u. ,\ = O). Se
obtiene así una gráfica global de las órbitas periódicas en el espaci0 de parámetros
llamada la "curva característica".

Además, los cálculos numéricos muestran que la dinámica y bifurcaciones al
aumentar el parámetro 71 es esencialmente la misma para las familias pares. Esto
se debe a que el punto ~Jde fJ orbita alrededor de {I (en el sentido de las manecillas
del reloj cuando il aumenta) de tal manera que las intersecciones que se producen
en conexión con una familia hn son esencialmente las mismas que se producen en
conexión con la 12n+2. Asimismo, para "'1) > 1 los puntos terminales de las líneas de
simetría en la frontera de la región permitida se "desenredan" (desplazándose en el
sentido de las manecillas del reloj a lo largo de la frontera al aumentar "'11), de tal
manera que dejan la misma disposición exterior de las líneas al pasar de una familia
hn a la siguiente hn+2.

Se presentarán aquí las órbitas de periodo 3 conectadas con Jo al camhiar "'1), en
el entendido de que esta misma dinámica se presenta para las familias de periodo 3
conectadas con cualquier familia hn' Algunas de esas familias ya fueron estudiadas
por Markellos el al. (18]en un pequeño intervalo, llamándoles en forma genérica las
ramas iJ, j/ y kJ de las familias j y k.

En las Figs. 5-8 se muestran las líneas ro, f ¡, f 2 Y rJ para valores crecientes del
parámetro. Siguiendo la dinámica de las líneas al aumentar "'1), así como los cruces
de fJ con fo, se puede obtener una gráfica cualitativa de las órbitas de pNiodo 3 y
su ..lasificación en familias en el espacio de parámetros E. En la Fig. 9 se muestra
el espacio de parámetros E para periodos 1,2 Y3 cancelados con Jo y 12, estando
la frontera definida por energía cinética igual a cero y ). = Oen la ecuación de la
energía (9). Como se verá, para cada familia hn '>eobtienen seis ramas diferentes,
cuatro de las cuales están reportadas en la Rer. [18)aunque no en forma global, sino
tínicarncnte en una pequeña vecindad de hn estable.

Para 1) = 0.& (C = 0.07629), sólo una de las dos espirales de I'J se ha intersec-
tado con ro, en dos puntos por los que también pasa 1') (véase Fig. 5). Estos puntos
son las dos órhitas de periodo 1 que definen a Jo para ese valor de "'1). Al aumentar
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FIGURA 5. Lineas fo, fl, r2 y r3 para "1'1 = 0.8 (e = 0.076293).

,. •• •.n 8)1 a,SI ,. 8,9'

FIGURA 6. 'Yl = 0.85 (e = 0.05986). Una nueva familia indicada con una Aeeha está próxima a
nacer (rama e). Las órbitas de periodo 3 que son miembros de las familias a y 6 que
bifurcfLron de foi se encuertraro indicadas. También se indican los miembr06 de las
familias fo y f¡.

/'1 se observa la dinámica ya descrita en la sección anterior, por la cual bifurca una
pareja (que da dos órbitas diferentes de periodo 3), una del lado izquierdo de ¡oi
(rama a) y otra del lado derecho (rama b). Esta bifurcación es la estudiada en la
RcL [18] como bifurcaciones "ja" de la rama "j" y que se muestra en el recuadro
superior de la Fig. 9.

En la Fig. 6 se mucstran las misma..qlíneas cuando 11 = 0.85 (C = 0.05986). El
punto foi se ha descstabilizado dando nacimiento a la ramilia ft. 6 se ha movido
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FIGURA1. Líneas fo, f1, f2 Y fa para ')'1 ;;; 0.9 (C;;; 0.04762). Una nueva familia (rama e) ha
nacido entre J¡i y Joi• Las familias a, b, e, e, Jo y JI se encuentran indicadas.

hacia la izquierda y hacia abajo (aunque aún no se ve en la figura), de manera que
la otra espiral de f3 está muy próxima a tocar fo y generar otra familia de periodo
3 que no bifurca de Jo y que se denotará por la rama e en el espacio de parámetros
(marcada con una flecha).

En la Fig. 7 se muestran las líneas ro a r3 para'"I1 = 0.9 (e = 0.01762). El punto
6 continúa su rotación alrededor de el, generándose nuevas intersecciones entre las
dos espirales de f3 (alrededor de 6) y fo. Sin embargo, estas nuevas intersecciones
no generan más familias que las ya existentes b y e, como quedará claro un poco
más adelante. Obsérvese que entre !ti y Joi,la parte más externa de la espiral doble
de f3 ya se ha intersectado con ro, .generándose una nueva familia denotada por e
que, como e, tampoco bifurca de Jol• El siguiente brazo o vuelta de 1'3 dará lugar,
cuando aumente ;1, a una nueva familia también espiral que se denotará por 9, pero
que aún no aparece para ;1 = 0.9.

El punto eJ orbita alrededor de el al aumentar el parámetro, así quc c\"('nt1lal.
mente cruzará por primera vez a fo. En el espacio de parámetros, RoJ denotará a la
primera intersección de 6 con fo, es decir, es el centro del remolino formado por las
ramas b y e asociadas a la familia Jo. Para ese valor del parámetro, infinitas parejas
de órbitas habrán nacido entre !Id y Jod, y en adelante comenzarán a <1csapar<"(:er
también en parejas, tanto de la familia b como c.

Sin embargo, las nuevas parejas que nacen entre las órhitas JI d Y fod no generan
nuevas familias, ya que fJ es continua excepto en el punto 6, con dinámica continua
respecto a la variación de;1 [6], así que todas las intersecciones que se produzcan
entre una sola espiral de fJ con fo, están conectadas continuamente al cambiar
;1 y formarán una sola familia. Puesto que rJ consta de dos espirales, habrá dos
familias que sólo se tocan en el punto RoJ en la Fig. 9. Estas familias son la rama
b que bifurcó de Joi y que termina en RoJ, y la rama e que no bifurca de foi pero
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FIGURA 8. Líneas fa, f1, f2 Y r3 para ')'1 :;; 1.0 (C:;; 0.03125). La r""llilia ca, marcada con una.
flecha, !"'Slá próxima a dcsaparecer.

(}\W también forma una espiral alrededor de l4:J3 en el espacio de parámetros E. Los
cálculos numéricos muestran que e termina ecuatorialmente.

Obsérvcse también quc un par de órbitas que nacen juntas pertenecientes a
las ramas espirales b o e, no desaparecerán juntas: la del lado derecho desaparece
con una órbita que nació anteriormente (i.e. para un valor de ')'1 menor) dd lado
izquierdo debido a una intersección de una vuelta más f'xtf'rna del mismo brazo de
r3 con ro. Similarmente para las ramas e y 9, la órbita dcllado izquierdo desaparece
con una órbita que nace antes del lado derecho. Esta situación ya se ha analizado
COII respecto a la familia de órbitas asimétricas simples en la fieL [1:1).

El Ílltimo valor de ')'1, para el que se presentará en forma gráfica a f3, es ')'1 = 1.0
(C = 0.03125) en la Fig. 8, ya que para valores superiores la gráfica se vuelve
muy compleja. Puesto que aparecerán órbitas de periodo 3 en conexión con h, se
dellotará por a2n. bzn, e2n, d2n, C2n Y92n a las ramas asociadas a las familias 12n'
Este subíndice tamhién se utilizará en 112n3 (n entero positivo o cero) para denotar
el centro de dos espirales en E, una de ellas bifurcando dd lado derecho de 12n i
(rama b-1r¡) en su parte cercana al máximo.

Cuando ')'J = 1.0, el punto 6 ha continuado su movimiento alre<ledor de ~I
de manera que han desaparecido todas las parejas de las familia.,<;espirales bu y C()

(entre ftd y Jod) excepto una órbita perteneciente a C() (marcada con una flecha en la
Fig. 8) Yque está muy próxima a desaparecer ecuatorial mente cuando se desenreden
las líneas para ')'1 > 1.

Por otro lado, ('otre!ti y Jo. se han producido muchísimas intersecciones entre
la doble <-'Spiral de r3 y fo, pues aparentemente el punto 6 se encuentra muy cerca
de fo. Estas intersecciones pertenecen a las ramas Co y 90 que forman espirales
a!rl'(k-dor del punto que se denota por 1.03 en E y que corresponde a la segunda
intersección de 6 con la línea ro en su movimiento "orhital" alrededor de ~l al
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FIGURA9. Familias fo, f¡ ... 16 y las ramas a, b, e, d, e y 9 de periodo 3 asociadas a fo y
12 en el espacio de parámetros: e = !(l/(21¡)4 (eje vertical) contra 2111.1= erl

(eje horiwntal). La familia 12••+1 bifurca de h••i cuando rsta desestabiliza. Entre el
máximo de 12•• y su bifurcación en 12••+1 bifurcan familias de todos los periodos.
En particular, las ramas ao y b'J representan la familia de periodo 3 que hifurca de
fo' cuando 11 auml'nta (e disminuye). I.a parte inferior de h••i que termina en la
frontera de la región prohibida también es estable. Las ramas 9 y cfJ son dos órbitas
de periodo 3 que bifurcan de ella cuando 11 disminuye. La..;6 ramas se han dibujado
sólo aproximadamente y se han deformado en la espiral para facilitar el dibujo.

aumentar ;1' El punto L2n J se define en analogía con R2n 3. Así, la n-ésima inter-
sección de {] con ro (n un entero positivo) en el plano de Poincaré corresponderá
al punto R(n_t/ en el espacio de parámetros si n es impar, y al punto L(n_2)3 si n
es par.

La órbita perteneciente a la rama 00 (que bifurcó de 10i cerca del máximo en el
espacio E) está alÍn presente y es la primera intersección entre ro y r3 de izquierda
a derecha en la Fig. 8. Las familias 12 y !J ya están presentes por un mecanismo
descrito en la sección anterior (Fig. 4), así como las rama.., 02 y ~ de h. Además,
la doble espiral de rJ ya ha generado nuevas intersecciones con ro entre los puntos
fad y hd

, que son las ramas bz y e2, así como las rama.') C2 Y92 entre !Ji y hi.

Por otro lado, una nueva familia do nació antes (en un valor de ;1 menor) que
la familia 12, y después que la familia ft. Para 1'1 ::;; 1.0, do tiene un punto entre
Joi y a2 Yotro entre jzd y hd. Los cálculos numéricos mu<"Stran que al aumentar el
parámetro el lado derecho de la familia do termina ccuaforialmentC', mier,tra.s que el
lado izquierdo bifurca. de Jo i en su parte final, i.e. cerca de la frontera de la región
permitida en el espacio E, donde fol vuelve a ser estable (bifurcaciones de la rama
"k" en la Ref. [18]).

Sin embargo, las familias dm (aquellas que nacen después que la familia 1m y
antes que la 1m+2 (m par)), no tienen la misma gráfica cualitativa en el espacio de
parámetros al pasar de una familia 1m a la Jm+2. Por ejemplo, sólo hay una familia
do para Jo, mientras que hay dos independientes para 12:
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FIGURA 10. Familias d'l° y d'll en el espacio de parámetr08 E.

1. La que por la derecha termina ecuatorialmente y por la izquierda bifurca de lo.
(en su parte final de la gráfica en el espacio de parám<.>tros). Esta rama será
denotada por d2 O •

2. La que está formada por dos secciones que nacen en valores de 11 diferentes,
ambas formando un máximo en E, pero que al aumentar el parámetro 11 se ve
que se conectan, primero por la izquierda y después por la dcrccha. Véase la
Fig. 10. Esta familia se denota por d21 y es una familia bastante especial, pues
ni bifurca de ninguna familia 1, ni termina ecuatorial mente. Además, su curva
característica ('n el espacio E tiene forma cerrada o de "burbuja" (véase la Fig.
10). Estas órbitas son llamadas irregulares en la ReL (25).

Las ramas d del primer tipo (que terminan ecuatorialmcnte) se denotarán por
cfJ, y las del segundo tipo que ni terminan ecuatorialrnente ni bifurcan de ninguna
familia 1, por di, J2, ('te.

Conforme 11 aumenta y van naciendo nuevas familias 1m, las ramas 0m, bm,
Cm, Cm Y 9m (m par) son esencialmente iguales al cambiar m. Por otro lado, las
familias dm son de los dos tipos mencionados anteriormente: la que bifurca de 1m
(en su parte inferior) y que termina ecuatorialmente dm o, y las del tipo cerrado,
con la peculiaridad de que éstas forman burbujas anidadas dm J, dm2, ••• , dm 1 cuyo
número 1 crece conforme aumenta m.

Las familias a las que pertenecen los plintos de intersección de 1'1, 1'2 Y 1'3, con
ro para 11 = 1.0 (Fig. 8) son, de menor a mayor valor para la coordenada horizontal
XI, las siguientes:

Ji ,idO Ji Jidl°0 I 1"0901"090'.. c090fo90l"oJO o a2 3 1"292921"22 2

dz'dzOdzOdz' dz' J,dbzczbzczezbzczJ!doO J,deoJod.

Se calcularon las líneas 1'1 a 1'3 para valores 11 > 1, pero no se presentan aquí
debido a 511 complejidad. Los resultados correspondientes a las familias de periodo
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3 en conexión con Jo y 12 se muestran cualitativamente en la Fig. 9. No se dibujó
la familia d21•

Algunos hechos importantes que cabe señalar son:

l. La familia 12,/ vuelve a ser estable en su segmento final cercano a la fron-
tera de la región prohihida (recuadro inferior de la Fig. 9). Si ahora se analiza
en forma invcrsa. es decir cuando /'J disminuye, se ohscrva esccncialmentc la
misma dinámica que en la partc estable cercana al máximo de hr¡ i, La pareja
p<'Ttcnecicntc a las ramas 92r¡ Y d2r¡ o que bifurca de Jo' forman una familia,

2. La familia e termina ('cuatoria!mente, Esto se debe a quc el punto final de la
espiral correspondi('nte de f3 (que es un punto sobre la frontera de la región
permitida en el plano d(~Poincaré) rota en el sentido de las manecillas del reloj
al aumentar /'J, hasta que pasa por fo. En ese momento la órbita se vuelve
ecuatorial.

3. La rama a termina ecuatorialmente.

'1. Las ramas a y b pertenecen a la misma familia.

5. Las ramas b y e podrían considerarse de la misma familia si se considera que
se ("onectan en el punto n1. Este punto corresponde, en el caso de bo, Co y m,
a la trayertoria <¡IICsale dc la singularidad y cruza por segunda vez el plano
de Poill("aré con 3'.1 = 0, ('S decir, ortogonalmcnte al ecuador. Lo mismo pueden
cOlIsiderélrse (' y 9 de la misma familia si se cOllsidC'Taque se conedan en L3• Así,
uo, /Joy ('o forlllarían una sola familia que bifurca de Jol ccrca de su máximo,
y (fa. Co y go otra familia que bifurca de Jo' cerca de la frolltera con la región
prohibida,

6. Las variedades dibujadas etl el espacio de parámetros sólo se interscctan en
puntos oe bifurcación.

7. En la Rcf. [IS].!'ólo se r('portan las bifurcaciones quC'se muC'stran ('n los recuadros
de la Fig. 9 Y que sólo induyen pequeños segmentos de las ramas a, b y 9.
íP, respectivamentC'. Aquí se han extcndido a lodo el espacio de parámetros
obtenicndo la forma espiral de b y g, así como dos nuevas ramas: la e y la c.
también espirales, y que no se habían reportado anteriormente. También se ha
visto que a, e. i' y e tNlIlinan C'cllatorialmC'lItC',y se han encontrado nuevi\.<¡
familia.o;;con CllT\'élScaraderísticas cerrada." (hurbujas anidadas) dI, d2, ... cte.
que no bifurcan de Jo ni t('rminan ecuatoriaITllenÍ('.

Las órbitas que perten('('('n a la misma familia call1hittn Sil forma en d (~pa('io
de configuración de manera continua. La rama a de Jol ti('nc forma de O( cuando
bifurca de Jo', y ésta se mantielle semejante a lo largo de toda la rama. La rama
b ele Joi tiene la forma de )O cuando bifurca de Jol )' la mallti(,llc prácticamente
sin cambio a lo largo de la parte externa de la espiral. La.sórbitas que se produccn
por la siguiente intersección de una vuelta más interna de 1'3 COIIro, tienen una
oscilación más a1redl"(lorlid thuJw('g en SIlSextremos fl1l(' {.o('an la curva de velocidad
('('ro [1:Jj. Esto se debe a que las dos espirales de I'J provi('IH'n de Ia.o;;dos curvas de
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velocidad cero (la interior y la exterior), así que deben a1t('rnarse los puntos de
retorno de aquellas órbitas entre las curvas de velocida(1 cero interior y exterior.
Orhitas muy cercanas a 113 efectuarán un gran número de oscilaciones alrededor
del thalweg hasta tocar la curva de velocidad cero y [('gresar sobre sí mismas (en el
espacio de configuración).

Aunque los extremos de las órbitas que tocan la curva de velocidad cero pueden
tener más o menos oscilaciones alrededor del thalweg para una misma familia.espiral
de periodo 3, la forma básica de la familia no cambia. Así, para las ramas bu y eo
de loi la forma básica es :no De hecho, el punto Ro3 corr('~ponde a una órbita de
periodo 3 con la forma básica ::xJ que llega a la singularidad.

La forma básica de las ramas eo y 90 de loi es ,) y el punto L03 corresponde
a una órbita con esa forma básica que llega a la singularidad después de infinitas
oscilaciones alrededor del thalweg.

Algunos aspectos que requieren más estudio o quedan por resolver son:

1. Analizar la estabilidad de las ramas aquí presentadas. En la r('gión (o regiones)
donde se encuentre estable una familia de periodo 3, ésta bomheará órbitas con
periodo múltiplo de 3.

2. Calcular las líneas r4, rs, etc y estudiar su dinámica al cambiar el parámetro. Se
espera que haya curvas características espirales y burbujas para las familias de
periodo impar en el espacio E. Es posible que haya un comportamiento común
que permita entender en forma global la estructura de órhitas con periodo bajo.
También es factible que la'! curvas características ele las familias de periodo m
asociadas a hn tengan la misma forma cualitativa quc las de lo, excepto tal vez
las familias burbujas.

3. Estudiar con precisión el movimiento de ~1, 6 ..., 6n+l'" a.l aumentar el
parámetro, pues esto dará información sobre la posición de los centros de las
familias espirales en el espacio de parámetros.

4. Estudiar las líneas de simetría en el límite en que 1'1 --+ 00 (e --+ O).
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Abstract. Syrnrnetry lillcs on the Poillcar!5 plane (Nluatorial plane)
<tre us('d for the study of periodic orbits in the Stoflll('r prohlC'm. A
spf'cial st1l<1y of periodic orbits that cross the Poincaré plane three
times is maJe. The pursuit of a particular symmelry line (rJ) as lhe
Stormer par<tmeter (the vallle of the angular Inomentum in the dipolar
dir{'ction) in('f('ases, allows for the study of hirth alHl d('ath of p('fiod-
three orLit families. Their structure and r1assific(llion in a glohal •••..ay
is thus obtained,


