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Resumen. Seanaliza la degeneracion accidental del dtomo de hidrége-
no mediante la factorizacion supersimétrica de Witten. Se obtienen las
funciones propias con los operadores de ascenso y descenso para la parte
radial de la ecuacién de Schrédinger, v se identifican estos operadores
con las componentes irreducibles del vector de Runge-Lenz.
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1. Introduccién

El método de Infeld [1,2] para la factorizacién de la ccuacién de Schrédinger y la
mecanica cuantica supersimétrica de Witten [3] estan relacionados, como hizo notar
Gendenshtein [1]. Esto permite tratar esta iltima con el método de factorizacion,
dando como resullado la factorizacién supersimétrica que tiene las propiedades de
ambos; y ademas la ventaja que proporciona la sistematizacion y estructura del
método de factorizacién, lo cual no se usa cominmente. Aqui se usa la factorizacion
supersimétrica de la parte radial de la ecuacién de Schrodinger para el atomo de
hidrégeno, lo cual proporciona operadores de creacién y destruccion, itiles para
obtener las funciones propias y relaciones entre ellas para la parte radial, asi como
caracterizar su degeneracion accidental, como una propiedad caracteristica de un
hamiltoniano supersimétrico. Por otra parte, se sabe que la degeneracién accidental
en el dtomo de hidrogeno [3], es debida a la existencia del vector constante de
movimiento de Runge-Lenz, cuyas componentes junto con las del momento angu-
lar, forman un algebra de Lie SO(4), cuyas representaciones irreducibles generan
un multiplete degenerado. Es, por lo tanto, de esperarse alguna relacién entre los
operadores de creacién y destruccion de la factorizacién y las componentes esféricas
irreducibles del vector de Runge-Lenz. Este trabajo estd estructurado del siguiente
modo: en la Sec. 2 se introduce, de la manera méds general posible, ¢l método de
factorizacién de Infeld y la mecanica cudntica supersimétrica de Witten que for-
man la factorizacién supersimétrica; en la Sec. 3, se factoriza la parte radial de
la ecuacion de Schrédinger del dtomo de hidrégeno, se obtienen los operadores de
creacion y destruccion, y las funciones propias, identificaindose los operadores de la
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factorizacién con las componentes esféricas irreducibles del vector de Runge-Lenz,
por tltimo se dan las conclusiones obtenidas.

2. Métodos de factorizacion de Infeld y mecinica cuintica supersimétrica

Se considera la ecuacién de Schrodinger para un potencial V(x,€) que depende de
un parametro ¢, que puede tomar valores enteros,

1 &Y (z,0) ,

Tom T dl +V(z,0)¥(z,£) = EY (z,1). (1)

Se ha puesto explicitamente la dependencia en ¢ de las funciones propias Y (z, ¢)

en esta ecuacién ya que determina un nimero cudntico, ademés de jugar un papel

muy importante en el método de factorizacién. Esta ecuacién se escribe con r(z, £) =
—2mV(z,0)/h* y A = 2mE/h* en forma estandar

d*Y (z,¢
D v O (2 ) + A (2,6) = 0. (2)

De acuerdo con Infeld y Hull (1) [1,2], se dice que la Ec. (2) se puede factorizar,
si es posible determinar dos funciones f(z,f) y L({), que definen los operadores Ay
y A}" adjunto uno del otro

A= e~ 2 (30)
Af = f(z,0) + %, (3b)

tales que cada una de las siguientes ecuaciones sea equivalente a la Ec. (2) original,

AfAenY (2,0) = (A = L+ 1)Y(a,0) (4a)
AATY (2,0) = (A = L(0)Y (z, ). (1b)

La idea fundamental del método de factorizacién es que los operadores Ag y AE"
se pueden usar como operadores de ascenso y descenso respectivamente, por lo cual
se pueden obtener relaciones de recurrencia para las soluciones Y (z, ) de la Ec. (2)
o entre las soluciones de las ecuaciones equivalentes (4a,b) para un mismo valor de
A. Estas ecuaciones equivalentes son las que permiten una relacién con la mecanica
cuantica supersimétrica como se vera mas adelante.

Si ¥ (z,) es solucién de la Ec. (4a), entonces Y(x,£+1) = AgY (2, £) es solucién
de la Ec. (4b) con la misma energia, para el entero £ + 1 indicado en la notacién.
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En efecto, multiplicando la Ec. (4a) por A¢4q el resultado es
A Afp Y (2,04 1) = (A= L+ )Y (2,0 + 1), (5)

Similarmente, si Y (z, €) es solucién de la Ec. (4b) entonces Y (z,6—1) = AfY(z,¢),
es solucién de la Ec. (4a) con la misma energia para el entero £ — 1 indicado.
Multiplicando la Ec. (4b) por A? se tiene,

AFAY (2,6 1) = (A= L)Y (z,£ - 1). (6)

Las condiciones de equivalencia entre las Ecs. (2) y (1a,b), en el sentido de ser
reemplazables entre si, se obtienen sustituyendo en estas ultimas la forma explicita
de los operadores de ascenso y descenso y comparando con la Ec. (2). Como resultado
se obtienen las siguicntes ecuaciones, en las que las funciones primadas representan
la derivada con respecto a r,

—r(z,0) = f3(z,6) = ['(z,0) + L(¢) (7a)
—r(z,0) = fAz, 0+ 1) + f'(z, 0+ 1) + L(C + 1). (7b)
Estas ecuaciones permiten determinar las funciones f(x,€) y L(() si el potencial

r(z,¥f) es conocido, considerando que L(f) no depende de z y que A no depende de
¢; despejando de las Ecs. (7a,b) se tiene,

(z,0 = 1) +1'(z,¢)
(z,6—1)—r(z,f) (8)

f(IaP) = %rr

L(t) = _Tl(r(z,f— 1) +r(z,0) - f2(z,0). (9)

Es claro que no para cualquier potencial r(z, £), la factorizacion es posible. Ana-
lizando estas ecuaciones, Infeld y Hull [2] establecen que hay seis tipos generales para
los cuales el método de factorizacién es aplicable siempre y cuando la dependencia
de f(z,f) esté restringida a tomar valores de potencias finitas de ¢.

Las funciones propias se obtienen del siguiente resultado de 1H. Si la funcion
L() es creciente en el entero ¢, entonces una condicion para que existan soluciones
cuadratico integrables es que

An=A=L(n+1), (10)
donde n es un entero con valores tales que 1 = 0,1,2,...,n. En efecto, si Y(z,£+1)

es integrable usando las propiedades de los operadores de ascenso y descenso se
puede escribir

(Y(z, 0+ DY (x, 0+ 1)) = (A = L(ONY (2, O)|Y (z, 0)). (11)
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Ya que L(f) es una funcién creciente, podré tenerse ¢l caso para { = n + 1, que
llevaria a una contradiccién, pues se tendria (Y (z,¢ + 1|Y(r,£ 4+ 1) < 0, a menos
que Y(z,n+1) =0, o lo que es igual

Anp1Y(z,n) =0 (12)

En cuyo caso, de la Ec. (11) se obtiene la condicién para determinar la energia de la
Ec. (10), que fija A en términos de n. De manera similar cuando L(¢) es una funcién
decreciente, la condicién para que existan soluciones cuadratico integrables es

A=A, = L(n) (13)
donde n es un enteroy £ =n,n+1,n+2,... y ¥(z,n) satisface ahora
AYY(z,n)=0. (14)

Si Y'(z,n) existe para cualquiera de los casos de las Ecs. (12) o (14), las funciones
propias se obtienen aplicando los operadores de descenso y ascenso, respectivamente.,

Las Ecs. (7a,b) relacionan también dos potenciales r(z, €) y r(x, £+1), asociados
a una secuencia de ecuaciones de Schrodinger para los pardametros £ y £+ 1. Se dice
entonces, que tales potenciales son asociados, y a las ecuaciones de Schrédinger o
hamiltonianos de la secuencia determinada por ellos, se les llama también asociados.
Consideradas como los términos de la secuencia de operadores con parimetros ¢
y £+ 1, las Ecs. (4a,b) definen dos ecuaciones de Schrodinger asociadas con los
potenciales r(z,{ + 1) y r(z,¢) con la misma energia \,,

d*Y (z,641)

T tr@+ )Y (2,04 1) + )Y (2,6 + 1) =0 [lGa3
2y~
Y (.4 + r(z,0)Y (z,€) + \Y (z,€) = 0, (15b)

dz?

cuyas soluciones, como ya se demostrd, estan relacionadas por los operadores de
ascenso y descenso. Mediante estas ecuaciones y por repeticién se puede construir
una secuencia de potenciales o hamiltonianos asociados tales que sus espectros de
energia difieran por un nimero finito de niveles de energia dependiente de ¢, que
determina la profundidad del potencial r(z, £).

La factorizacién de IHl puede escribirse en el lenguaje de la mecénica cuantica
supersimétrica de Witten [3], definiendo las cargas Q, y Q}

Qf=(j,’e 3), Q,+=(g “g) (16)

las cuales determinan el hamiltoniano supersimétrico H,, por el anticonmutador
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siguiente

m={atad= (Y )= £)

En esta ecuacion los hamiltonianos asociados H,, H_ corresponden a las ecua-
ciones equivalentes a la original de las Ecs. (4a,b) o (15a,b), con los indices correspon-
dientes para el parametro £. Las cargas @y, Q?’ satisfacen, también, las relaciones
de un algebra supersimétrica

Qi=Q*=0= [Q;‘Qc,QzQ?] (18)

[Hth] = [Hs, Q?] =0 (19)

De estas relaciones se sigue que Hy, Hy y H_ pueden ser diagonalizados simultanea-
mente y que el operador H, es invariante ante las transformaciones generadas por
las cargas Qy, Q? Esto est4 de acuerdo con la funcién de los operadores A, Ay que
conectan estados de las Ecs. (4a,b), y si £ determina un niimero cuantico secundario
entonces se tiene, por las Ecs. (19), que los hamiltonianos H,, H_ tendran el mismo
espectro salvo el estado base, y para un nimero cuantico principal n las funciones
Y(z,{) estardn degeneradas respecto al niimero cuintico £.

3. Factorizacién supersimétrica y degeneracién accidental

La parte radial de la ecuacién de Schodinger para el potencial de Coulomb V(r) =
—62/1",

g ey 2mr?

[ A1 dt f(£+1)hz+v(,,)_g] R(r,0) =0, (20)

se puede escribir —haciendo los cambios de variables Y (r,£) = rR(r, £), £ = 2r /na,

A = —m2e!/n®h?, donde a = h%/me? es el radio de Bohr y se considera el espectro
de energia E = —e?/2an?, con n = 1,2,3,...— como
d fL+1) n 1
i ] oL N ¢) =0. 1
- (2-1)] rmo =o (21)

Esta ecuacidn, en la forma estdndar de la Ec. (2), se puede factorizar con los ope-
radores de ascenso y descenso siguientes,

1 n d
A¢=(;—ﬂ—£), (22)
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1 n d
g QO O ..
A7 = (z 23+da:)' (23)

Estos, a la vez, determinan dos hamiltonianos asociados, la funcién creciente L(¢) =
—n?/4€?, X = —1/4 yla condicién para el espectron = €+1,¢ =0,1,2... de acuerdo
con las Ecs. (4a,b) y (10), asi

1 2
H_Y(2,6) = AATY (2,0) = (%‘2- = 1) Y(z,0), (24)
r + 1 n2 Fd
El parametro A = —1/4 toma este valor por el cambio de variable hecho y por con-

siderar ya conocida la forma del espectro; pero se puede obtener sin hacer el cambio
de variable, y la condicion £ = n — 1 es compatible con resultados ya conocidos.

Las funciones propias normalizadas quedan determinadas por los operadores A,
y A} con los siguientes factores de normalizacién, que se obtienen de las Ecs. (4a,b),

(24) v (25).

1
=97

A}Ya(z,8) = 21—5\/(11 ZO)(n + DYa(z, £~ 1). (27)

AdValz, € —1) (n—0)(n + O)Ya(z,8) (26)

En estas ecuaciones se ha considerado en las funciones propias el subindice
n del nimero cuantico principal, con objeto de resaltar el hecho que implica la
degeneracién accidental en relacién con la factorizacién. Se tiene asi, de la Ec. (12),
que Yy(z,n — 1) es la funcién propia basica, en la cual no puede ser aumentado el
nimero £ = n — 1, que es el maximo valor de £ para n dado; por lo tanto

AXls 1= (“”%) Vi sl (28)

cuya solucion es la funcién normalizada

Ya(z,n—1) =,/ an(zn)!z"e_rlz. (29)

A partir de esta solucién basica, se pueden obtener las funciones propias mediante
aplicaciones reiteradas de los operadores de descenso; aplicando k veces se tiene [6]
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conl=n—-1n-2...n—(k-1)

5 —2n—-k+1)
Ya(z,n—k) = \/(k—l)(2n_k+l) (

—2n—1) (n-1 n d\y
x"'x\/u(n—l)( T _2(n—1)+5)"‘(I'n_1}'(30)

Cambiando el indice n — k = £, y sustituyendo en esta ecuacién la (29) se tiene,

n—k+l_ n i
T 2(n—k+l)+dr

(n—1)! (n+0)!
A2n — 1) an?(n - €-1)!

n—1
k n d
I | L. . n, -z/2
(1‘ T dr) et (31)

k={+1

Yo(z,€) = (2)" ¢!

Usando algunas identidades algebraicas se obtiene, finalmente,

1) s guion
) = (e B e 6, @

en la que

n—1
2041 — L) jan=t=l (n +6)! __Z_k i £ s
L7 (z)=x (=1} (n_g__l)ghr[lﬂl n+k & Tz
(33)

es un polinomio de grado n—¢—1 en z, que se puede probar que satisface la ecuacién
de los polinomios asociados de Laguerre. Por lo tanto, la solucién que se obtiene en
la variable r es la conocida por el método de solucion en serie de potencias [7].

Como es bien conocido, la degeneracién accidental del espectro de energia es
debida [5] a la existencia del vector de Runge-Lenz,

nh

2me?

[LxP—pr +ne (34)
r

Las componentes de este operador, junto con las del momento angular, satisfacen

el algebra de Lie del grupo SO(4)
(Li, Lj] = teiji Ly, (35)
[Ai, Aj] = ieiji L, (36)
[Li, Aj] = 1€k Ak (37)
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De la Ec. (37) sc sigue el cardcter de vector irreducible del vector de Runge-Lenz, lo
cual permite resolver el problema de funciones y valores propios de sus componentes
A4y, A_y, como lo ha hecho Biedenharn [5,8], con el resultado sobre las partes radial
Rae(r) y eslérica Y, (0, ¢):

(£ + 1)(n? = (€ +1))?
(20 +3)

1/2
A+1Ru£(’”)}'€f(9’¢)=[ ] Rae(r)Yegr,e41.(0,0).  (38)

Por otro lado, la forma explicita del operador A4, se puede obtener usando primero
la igualdad entre operadores p x L+ L x p = 2ip, con lo cual el operador Ay toma
la forma

h
+
App=n [T t P~ —(px L)+1] g (39)

vy luego, considerando el efecto de los operadores que entran en esta ecuacién, to-
mados como vectores irreducibles [9,10]; se tiene, aplicindolos a la parte esférica

},l'f(ow ¢):ﬁ
T L+1
0,6) = | 5pg Yerrenn(6,6), (10)

; g 41 fdRyg £
poiRucie0,6) = —iby [ (2 LR ) Ve en@0), (a0

(PxL)  =iplss—ipniLo. (42)

Pero la accién del operador (p x L)4; de la Ec. (42) es la misma que la de el
operador —ilpy) sobre la funcién Yy (0, 8), ya que

Lﬂyrff(gs QS) = Lz},lf(ga ¢) = EY’L’C! (43)
Ly Yu(0,4)=0. (14)

Sustituyendo las Ecs. (40,41,42) en la (39) y (38), se tiene la siguiente ecuacién
para la parte radial solamente,

Aattr) = [1+ 2D (4D iy = 1 () Rutr. 09

me? dr r

Considerando los cambios de variable hechos entonces, se puede identificar el
operador de factorizacién A; con el operador Ay, y su adjunto Af con A

Ae= Ap, (46)
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A: = (47)

resultado que era esperado dado que ambos operadores manifiestan la degeneracion
accidental del atomo de hidrégeno.

Conclusiones

Se ha visto como el método de factorizacion supersimétrica proporciona un método
adeucado para generar las funciones propias y espectros de energia de la ecuacién
de Schrédinger, asi como para analizar su degeneracién accidental. En el caso del
atomo de hidrégeno se pudieron identificar los operadores de creacién y destruccion
con las componentes irreducibles del vector de Runge-Lenz que forman con las del
vector de momento angular el dlgebra de Lie del grupo compacto 50(4).
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©mNS

Abstract. The accidental degeneracy of hydrogen atom is analyzed
through the supersymmetric factorization of Witten. The proper func-
tions are obtained, with the creation and annihilation operators for
the radial part of the Schrodinger equation, and these operators are
identified as the irreducible components of the Runge-Lenz vector.



