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Resumen. S(' analiza la (J¡'geIlNaci(;n anidellta1 dd <tIOIllO de hidn')~e-
no llledi,HII('la factorizaci.')1l Sllpl'rSilll~lric<l. dt' Wiltl'll. St' ohliC'nt'1l las
fUllciones propias (011 Ins op('radorC's dl' <tSC('IISOy d('S("('IlSO para l<t parl('
radial d(' la ('('Ilación d(' Schrodin~f'f, y s(' id(,lItifican f'slos O¡H'f<Hlor('s
COIl las componentes irrt'<\ucihlcs d('1 \'f'clor ti •.• H 1I11~•.•.l.l'lIz.

PACS: 03.65.-w, 1\.30.Pb

1. Introducción

El método de Infdd IJ ,2) para la factorización de la ('('Ilaci()1ld., Srilro<!ingf'r y la
mecánica cuántica slIpersim/'trica de \Vitlf'1l {3J están rf'laciollados, corno hizo nol<H
Gelld(~llshteill ['1], Esto prrmitc tratar esta tÍltirna COII £'1 nl(~todo <1(' f,lCIOl'izaciólI,
dando corno resultado la f"ctorizaci()n sllpersin}(;trica (llIe ticne las prori(,da<!es dc
ambos; y además la \'C'ntaja que proporciona la sislt'matización y estructura dd
método de factoriz.;ción. lo ctlal no se lisa comtínmt'nte. ,\quí s(' usa la factorización
supersim¡'trica de la parte radial de la ('cuación de Sdnodillgrr p.;ra el átomo de
hidrógeno, lo cual proporciona operadores de cn'ación y destrucciólI, tililes para
ohtener las funciollf's propias y relaciones entre ellas para la part!' radial, así C011l0
caracterizar su df'gt'lIrración accidental, como una propiedad característica de 1111

hamiltoniallo sup('rsillj(~trico. Por otra parte, S(' sabe (PWla df'gf'lwración accidental
en el álomo de hidrógeno [.5]' es debida a la cxistf'ncia dd \'('("tor constante de
movimiento de Runge-Lenz, cuyas componentes junto con las del lIlomento angu.
lar, forman un álgebra de Lic 50(4), cuyas reprcselltacioTlcs irn'<!lIdblcs gf'nf'ran
un multipldc degrnf'rado. Es, por lo tanto, de esperarse alguna f('lación entre los
operadores de creación y (!estrucción de la factorización y las compoJlrntes ('sf(~rica...;¡
irreducihles del \'ector de Hungc-Lcnz. Este trabajo l'Stá estructurado del siguiente
modo: en la Scc. 2 se introduce, de la manera más gellrral posihle, el IIH~todode
fadorización de Jnff'ld y la mecánica cuántica stlp<-'rSil1lf~tricadc \Vilten que for-
man la factorización supersiml'trica; en la Sec. :J, se factol'iza la parte radial de
la ecuación de Schrodingf'r del átomo de hidrógeno, se obt if'nen los operadores de
creación y destrucción, y las funciones propias, id('ntific~ndose los operadores de la

"Area de F¡fiie" de Cm.U"~I-A, ~téxico, D.F.



630 Víctor Gmnados Garda

faclorización con las componentes esféricas irreducibles del vector de Runge-Lenz,
por tíltimo se dan las conclusiones obtenidas.

2. Métodos de factorización de Infeld y mecánica cuántica supersimétrica

Se considera la ecuación de Schrodinger para un potencial V(x,f) que depende de
un parámetro f, que puede tomar valores enteros,

1,' d'Y(x,l) , ,
-2m dx' + V(x,l)} (x,l) = E} (x,f). (1 )

Se ha puesto explícitamente la dependencia en f de las funciones propias Y(x, f)
en esta ecuación ya que determina un número cuántico, además de jugar un papel
muy importante en el método de fadorización. Esta ecuación se escribe con r(x, f) =
-2mV(x,l)/'" y ~ = 2111E/'" en forma estándar

d'Y(x,f) ,
dx' + r(x, f)} (x, f) + W(x, f) = O. (2)

De acuerdo con lnfcld y l!ul1 (11I) [1,2), se dice que la Ec. (2) se puede factorizar,
si es posible determinar dos funciones ¡(x, f) y L(f), que definen los operadores Al
y Ai adjunto lino del otro

d
A, = J(x,f) - dx

+ d
A, = ¡(x,f) + dx'

(3a)

(3b)

tales que cada una de las siguientes ecuaciones sea equivalente a la Ec. (2) original,

Ai+lA'+Iy(X,l) = (~- L(f+ l)Y(x,f)

A,AiY(x,f) = P - L(f))Y(x,f).

(4a)

(lb)

La idea fundamental del método de faetorización es que los operadores Al y At
se pueden usar como operadores de ascenso y descenso respectivamente, por lo cual
se pueden obtener relaciones de recurrencia para las soluciones },o(x,f) de la Ec. (2)
o entre las soluciones de las ecuaciones equivalentes (4a,b) para un mismo valor de
A. Estas ecuaciones equivalentes son las que permiten una relación con la mecánica
cuántica supcrsimétrica como se verá más adelante.

Si Y(x,l) es solución de la Ec. (4a), entonces Y(x, f + 1) = A,l'(x, l) es solución
de la Ec. (4b) con la misma ('nergía, para el entero f + 1 indicado en la notación.
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En efecto, multiplicando la Ec. (4a) por Al+! el resultado ('5

A,+,Ai+,l'(x,e + 1); (,\ - L(e + 1))}'(x,f + 1). (5 )

Similarmenle, si l'(x,e) es solución de la Ec. (4b) enlonres }'(x,e-I); Ail'(x,f),
es solución de la Ec. (4a) con la misma energía para ('1 ('ntcro f - 1 indicado.
Multiplicando la Ec. (4b) por Aj se tiene,

Ai A,}'(x,e - 1); (.\ - L(e))l'(x,f - 1). (6)

Las condiciones de equivalencia entre las Et:s. (2) y (Ia,b), en el sentido oc ser
reemplazables entre sí, se obtienen sustituyendo en esta." líltimas la forma ('xplícita
de los operadores de a.')censoy descenso y comparando con la Ec. (2). Como resultado
se obtienen las siguientes ecuacioncs, CII las que las fUllciolH"sprilTlilclas representan
la derivada con r('spccto a x,

-r(x,f); ¡'(x,f) - ¡'(x,e) + L(e)

-r(x, e) ; ¡'(x,f + 1) + ¡'(x, e+ 1) + 1.(e + 1).

(7a)

(7b)

Estas ecuaciones permiten dderminar las funcion('S j(.r, f) Y 1,( f) si el potencial
r(x,t) es conocido, considerando que L(f) no depen(II' c!('.r y <¡ue ,\ no depende de
ti dcsprjando de las Ecs. (7a,b) se tiene,

¡(x,e); ~ r'(x,e -1) + r'(x,e)
2 r(x,e - 1) - r(x,f)

-1 ,
L(e) ; 2(r(x, e - 1) + r(x,f)) - ¡-(x, e).

(8)

(9 )

Es claro que no pilra cualquier potencial T(X, e), la factorización es posihle. Ana-
lizando estas ecuaciones, Infcld y lIull [2]establecen que hay seis tipos generales para
los cuales el método de factorización es aplicable siempre y cuando la dependencia
de j(x,i) esté restringida a tomar valores de potencias finit.a.••de f.

Las funciones propias se obtienen del siguiente resultado de 11I. Si la (unción
L(l) es creciente en el entero e, entonces una condición paril qllc existan soluciones
cuadrático integrables es quc

.\n ; .\ ; L( n + 1), (10)

donde n es un entero con valores tales que 1 = 0, 1,2, ... , n. En d('cto, si Y(x, f + 1)
es integrable usando las propiedades de los operadores de a."censo y descenso se
puede escribir

(Y(x, £ + 1)I}'(x, e + l)} ; (.\ - L( £))(\'(x ,f)l\'(x, f)}. (11)
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Ya que L( f) es una función creciente, podrá tenerse rl caso para r = n + 1, que
llevaría a una cont.radicción, pucs se tcndría {}'(x, f + 11Y (.r, f + 1) < 0, a mrnos
qlle Y(x,n + 1) = O, o lo qlle es igllal

(12)

En cuyo caso, de la Ec. (11) se obtiene la condición para determinar la enrrgía de la
Ec. (10), que fija A en términos de n. De manera similar cuando L( l) es una función
decreciente, la condición para que existan soluciones cuadrático intC'grablf'ses

.\ = .\n = L(n)

donde n es un entero y f = n, n + 1,n + 2, ... y Y(x, n) sat.isface ahora

A~Y(x,n) = o.

( 13)

(14 )

Si Y(x, n) existe para cualquiera de los casos de las Ecs. (12) o (1.1), las funciones
propias se obtienen aplicando losoperadores de descenso y a$c('nso, rC'spectivamente.

Las Ecs. (7a,b) relacionan también dos potenciales r(T, f) y r(r, f+ 1), asociados
a una secuencia de ecuaciones de SchrOdinger para los parámetros f y f + 1. Se dice
entonces, que t.ales potenciales son asociados, y a las ecuaciones de Schrodinger o
hamiltúnianos de la secuencia determinada por ellos, se les llama también asocia<los.
Consideradas como los términos de la secuencia de operadores con parámetros f
y l + 1, las Ecs. (4a,b) definen dos ecuaciones de Schrodinger asociadas con los
potenciales r( x, f + ]) y r( x, f) con la misma energía An,

.Pl'(x,£ + 1)
dx2 +r(x,£+I)Y(x,£+I)+.\Y(x,£+I)=O

d2l~~~,£) + r(x,£)Y(x,l) + .\Y(x,£) = O,

(1.,a)

(15b)

cuyas soluciones, como ya se demostró, están relacionadas por los operadores de
ascenso y descenso. Mediante estas ecuaciones y por repetición se puede construir
una secuencia de potenciales o hamiltonianos asociados tales que sus espf'dros de
energía difieran por un ntÍmero finito de niveles de enrrgía drpcndiC'nte dc t, qllc
determina la profundidad dd potencial r(x, f).

La factorización de 11I puede escribirse cn el lenguaje de la mecánica cuántica
slIpersimétrica de \Villen [3J, definiendo las cargas Q/ y Qt

At)
O ' (16)

las cuales determinan el hamiltoniano supersimétrico lI~,por {,I anticonmutador
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siguiente

JI _ {Q+ Q } _ (Al Al
$- i,l- O o ) _ (J/+AIAl - O

(17)

En esta ecuación los hamiltonianos asociados H+, H_ corresponden a las ecua-
ciones equivalentes a la original de las Ecs. (4a,b) o (15a,b), con los índices correspon-
dientes para el parámetro lo Las cargas Ql, Qt satisfacen, también, las relaciones
de un álgebra supersimétrica

(18)

(19)

De estas relaciones se sigue que H" 1[+Yll_ pueden ser diagonal izados simultánea.
mente y que el operador Il, es invariante ante las transformaciones generadas por
las cargas Q[, Qt. Esto está de acuerdo con la función de los operadores At, Al que
conectan estados de las Ecs. (4a,b), y si f determina un número cuántico secundario
entonces se tien(', por las Ecs. (19), que los hamiltonianos ll+, ll_ tendrán el mismo
espectro salvo el estado base, y para un número cuántico principal n las funciones
}'(x, f) estarán degeneradas respecto al número cuántico l.

3. Factorizacián supersimétrica y degeneración accidental

La parle radial de la ecuación de Schiidinger para el pOlencial de Coulomb V(r) =
-e2/r,

[
h21J' f(f+l) 2 ]----r + --h + V(r) - E R(r,f) = O,
2m r dr2 2mr2

(20)

se puede escribir -haciendo los cambios de variables Y(r,f) = rR(r,l), x = 2r/na,
,\= _m2e4/n2h2, donde a = h2/me2 es el radio de Bohr y se considera el espectro
de energía E = _e2 /2an2, con n = 1,2,3, .. 0- como

[~ _ f(f + 1) + (~_ ~)] Y(x,f) = O.
dx2 x2 x 4

(21)

Esta ecuación, en la forma estándar de la Eco (2), se puede factorizar con los ope-
radores de ascenso y descenso siguientes,

Al = G - ;f - :x) , (22)
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A+ = (~- ~ +~).
, X 2l dx (23)

Estos, a la vez, determinan dos hamiltonianos asociados, la función creciente L(f) ;;;;
_n2 /4£2, ,\ = -1/.1 Yla condición para el espectro n = f+ 1, £= O,1,2 ... de acuerdo
con las Ecs. (4a,b) y (10), así

ILl'(x,e) = A,AtY(x,e) = ~G: -1) Y(x,e), (24)

1l+Y(x,e-l) = AtA,Y(x,e-l) = ~ (~ -1) Y(x,e-I). (25)

El parámetro,\ ;;;;-1/4 toma este valor por el cambio de variable hecho y por con.
siderar ya conocida la forma del espectro; pero se puede obtener sin hacer el cambio
de variable, y la condición f;;;; n - 1 es compatible con resultados ya conocidos.

Las funcionrs propias normalizadas quedan determinadas por los operadores Al
y Aj con los siguientes factores de normalización, que se ohtienen de las Ecs. (4a,b),
(24) y (25).

A,Yn(x, e - 1) = ;e J(n - eHn + e)Yn(x, f)

AtYn(x,e) = ;eJ(n - f)(n + I)Yn(x,e -1).

(26)

(27)

En estas ecuaciones se ha considerado en las funciones propias el subíndice
n del número cuántico principal, con objeto de resaltar el hecho que implica la
degeneración accidental en relación con la factorización. Se tiene así, de la Ec. (12),
que Yn(x, n - 1) es la función propia básica, en la cual no pucde ser aumentado el
número e = n - 1, que es el máximo valor de e para n dado; por lo tanto

AnYn(x,n -1) = C~- ~- :x) Yn(x,n -1) = O,

cuya solución cs la función normalizada

v ( 1) - J 2 n -7/2InX,n- - (),xe .an 2n .

(28)

(29)

A partir de esta solución básica, se pueden obtener las funciones propias mediante
aplicaciones reiteradas de los operadores de descenso; aplicando k veces se tiene [6]
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con e=n-l,n-2, ... n-(k-l)

-2(n-k+l) (n-k+1 n d)}' (x n-k) - -,========= ----- -----.,.
'" -)(k-I)(2n-k+l) x 2(n-k+1) dr

-2(n - 1) (n - 1 n d) ,x ... x ~=== -- - ( )+ -d \,,(.r,n -1). (30)
)1.2(n-l) x 2n-1 x

Cambiando el índice n-k = t, Y sustituyendo ell esta ecuación 1" (29) se tiene,

y ( e) = (2),,-1-1 (n - I)!
, x, e!(2n _ I)!

(n + e)!
an'(n -e- I)!

,,-1 ( )n k n d ,,-rl'---+- .r e .
x U' dx

1:=/+1

(31)

Usando alguna.'i idcntidades algehraicas se ohtienc, finalTlwntc,

en la que

l',,(.r,() = (_1),,-1-1 (n -e- I)! _r '+1 "1+1
'[( e)I)Je 'x L-_1_,(. •.),an n + . n

(32)

L2I+1 (x) = x-('+I)(_l),,-'-I (n +e)! "n-1 [1 _ ~ (~+ ~)]x"
,,-/-1 (n-e-I)! n+k dx x '

1:=1+1
(33)

es un polinomio de grado n -f -1 en x, que se puede prohar que satisface la ('cuación
de los polinomios asociados de Laguerre. Por lo tanto, la solución qll(, se ohtiene en
la variable r es la conocida por el método de solución en serie de potencias [7].

Como es bien conocido, la degeneración accidental del ('sp('cl ro de ('ncrgía es
debida [5] a la existencia del vector de Hunge-Lcnz,

nh [ ] rA = --, Lx P - p x L + n-o
2me r

(31 )

Las componentes de este operador, junto con las del momento angular, satisfacen
el álgeb •.a de Lic ,leI grupo 50(4)

1[", ['jI = ¡"j,L"

lA" A,) = ¡"j'!'''

[l", AjJ = i<'j,A,.

(35)

(36)

(37)
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De la Ec. (37) se signe ('1carácter de vector irreducible dd vector dc nunge-Lenz, lo
cual permite resolver el prohlema de funciones y valor('S propios de sus componentes
A+11 A_1, corno lo ha hecho lliedenharn ['l,S], con el resultado sobre la,<;;partes radial
I!n/(r) Y esférica Y/m(O,qí):

, [(f+l)("'-(f+1))']'/' ,
Atl I!n/(r)IIl(O, qí)= (2f + 3) I!n/(r)l/tl,ltl, (O,qí). (38)

Por otro lado, la forma explícita del operador A+l se pUf'<ieobtenrr usando primero
la igualdad elltre operador('s p x L + L x p = 2ip, con lo cual el operador A+1 toma
la forma

[
rtI ih h ]Atl =" - + -,Ptl - -,(p XL)tl ,
r me me (39)

y luego, considerando el efecto de los operadores que entran en esta ecuación, to-
mados como vectores irreducibles [9,10]; se tiene, aplicándolos a la parte esférica
lí,/(O, qí),

rtl (f+l ,"7" YII(O,qí)= V U+"31/tl/tI(O, qí),

Ptll!,,/YII(O,qí) = -ihV2ff:\ C:::l - ~Rnl) Y1tl,ltl(O,qí),

(p XL)tl = ipol,tl - iptlLo.

(40)

(41)

(42)

Pero la acción del operador (p x L)+I de la Ec. (42) es la misma que la de el
operador -ifp+l sobre la función }'ll(O,4», ya que

LOYII(O,qí)= L,Ya(O,qí) = fYa,

LtYa(O,qí) = O.

(43)

(44)

Sustit"yendo las Ecs. (40,41,42) en la (39) y (38), se tiene la siglliente ec"ación
para la parte radial solamente,

[ h'(f+l)(d 1)] V (f+l)Attl!n/(r) = 1+ me' dr -;: Rnl(r) = 1- -,,- Rnl,t(r). (45)

Considerando los cambios de variable hechos entonces, se puede identificar el
operador de factorización Al con el operador A+h y su adjunto At con A-l

(46)
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resultado que era esperado dado que ambos operadores mr¡nifi('str¡n la degf'Ilf''fHi<ln
accidental del átomo de hidrógeno.

Conclusiones

Se ha visto como el método de factorización supersimétrica proporciona un método
adeucado para gcnerar las funciones propias y espectros de energía de la ecuación
de Schrooinger, así como para analizar su degeneración accidentr¡1. En el caso del
átomo de hidrógeno se pudieron identificar los operadores de creilción y destrucción
con las componentes irreducihles del vector de Runge.Lcnz <¡Ut' forman con las del
vector de momento angular el álgebra de Lie del grupo compacto SO(.l).
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Abstract. The a.ccidental degenera.cy of hydrogen atom is analyzed
through the supersymmetric factorization of Witten. The proper func.
tions are obta.ined, with the creation and annihilr¡lion operators for
the radial part of the SchrOdinger equation, and thesc operators are
identified as the irreducible components of the Hungro-Lenz vector.


