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Resumen. Obtenemos el superpotencial de Lanczos para las once
métricas vacias tipo D de Kinnersley.

PACS: 04.20.-q; 04.90.-}e

1. Introduccién

En la Ref. [1] se expuso la importancia del espintensor Kiji de Lanczos [2] en
teorias geométricas de la gravedad, pero aqui podemos agregar dos hechos recientes:
Dolan-Choudhury-Wheatley (3] utilizaron a K,;; para el estudio de la radiacién
gravitacional y Novello et al. [4,5] construyeron una teoria cudntica de la gravedad
donde las componentes del potencial de Lanczos son las correspondientes variables
de Fierz. Estas investigaciones quizas permitan descubrir el significado fisico de K ;..

En las Refs. [1] y [6] se logré obtener K ;. para cualquier espacio-tiempo con
tipos Petrov O, N y I1I, mostrandose asi la utilidad del formalismo de Newman-
Penrose (NP) [7]; en las Refs. [8] y [9] también se encuentra Kjj, para Ry arbitrario
tipo O mediante las técnicas tensorial y espinorial, respectivamente. En la Ref. [10]
se obtuvo el espintensor para la métrica de Kerr [11] (hoyo negro rotando). Adn
subsiste el problema de construir el espintensor para los tipos I, IT y D en el caso
general.

En este trabajo probaremos que la técnica de NP también permite determinar
Kijr para todo R4 vacio tipo D. En efecto: Kinnersley [12,13] encontré que sélo
existen once clases de métricas con R;; = 0. y tipo Petrov D, ademas dio la
forma explicita de cada una de ellas. Logramos, también, resolver las ecuaciones
de Weyl-Lanczos (WL) [1,6] para estos once casos, demostrandose una vez mas que
los cocficientes de espin de NP generan a las proyecciones de K 4. sobre la tétrada
nula.

Kinnersley [12] emplea la signatura —2 y ordena las coordenadas en la forma
(u,r,z,y), aqui utilizamos (z,y,r,u) con signatura 42, ademds su vector n¢ corres-
ponde a nuestro £¢ y viceversa; nuestras convenciones y notacién del método de
NP pueden encontrarse en la Ref. [14]. En todos los once casos sélo indicaremos la
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tétrada (m®,m<, €¢,n°) (la cual permite obtener la correspondiente métrica via g% =
m®mb + mbm® — %nb — £*n®) y los respectivos coeficientes de espin. Ademas, los vec-
tores £° y n® siempre estaran alineados con las direcciones de Debever-Penrose [15],
entonces 1, = 0,a # 2, y por el teorema de Goldberg-Sachs [16]

z=c=A=v=_0 (1)

para todas las métricas de Kinnersley.

2. Métricas de clase IV

Aqui se tienen dos casos:

a) IV.A (i = v-1)

Il
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donde a, | y m son constantes reales. Las correspondientes cantidades de NP son
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= _ (mtil)
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que en unién de las ecuaciones de Weyl-Lanczos (WL) (relaciones (4) de la Ref. [6]
o expresiones (8.b) de la Ref. [14] permiten obtener las componentes del espintensor
de Lanczos,

Q.=0, c#2,5,6,7, Q,F%
B m 4
.. = | 2,
QS 3 61 QG 3! ( C)
ﬂ7=ﬂr.
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Recuérdese que Kgp carece de unicidad, asi que (2.c) es una de las muiltiples solu-
ciones de las ecuaciones de WL.

b) IV.B
b b CTZ
(n”) = (0,0,1,0), (") = (0,0,1_—2,1)
. (3.a)
(m°)=(,1,ﬁ,0), F=ppl,
& = T
con ¢ y m constantes reales. Entonces
s e o ok
ft=p=e€=0, T=—T=a+f=—-2,
&
cr (m + 2cx)
—] —F’ &Y = ———-—4:826 ) (Sb)
5 (3m + 2cz) _m
— 4125 3 2= 3’
asi, las ecuaciones de WL conducen al espintensor
Q.=0, ¢ £ Q, = %a, Qs = %ﬂ (3.6)

Con (2.c) y (3.c) queda determinado Kijk para las métricas de clase IV, las cuales
son las tinicas con y = p = 0.

3. Métricas de clase ||
Aqui existen seis métricas, y para todas ellas el espintensor tendra la misma estruc-
tura. En efecto, probaremos que siempre es posible elegir la tétrada (manteniendo
(1)) tal que
Ti=m, a=p, p—p=2e—§), T+ 7 =2(8+3),
k=Qp,  71=Qe Y2 = 4Q(ep — Qn ), Q = £1, (4.0)

resultado que, al menos de forma explicita, no hemos localizado en la literatura.
Entonces (4.a) y las ecuaciones de WL implican el espintensor

T S Qg, = Q0 = Qg,
(4.5)
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Asi, todo es cuestion de mostrar una tétrada con las caracteristicas (4.a), y el

correspondiente potencial de Lanczos estard dado por (4.b).
a) ILA. Esta métrica es la solucién de Kerr-NUT [17]:

(n) = (_%)”2(0,0,1,0),

(") = (—2QRE)™%(0,2a, R, 2(r? + £ + o)), (B2)
(m?) = (28)~Y3(—{, cac z,0,asen z + 2 cot z),
donde Q@ = %1 tal que —QR >0y
A=r—i(l-acosz), E=AA4, R=—r’42mr40—a, (5.5)
con a, £ y m constantes reales; cuando £ = 0 se obtiene la métrica de Kerr [11] (hoyo

negro con rotacion) y si @ = £ = 0, entonces resulta la solucién de Schwarzschild.
Con (5.a,b) se cumple (4.a); en efecto:

17 Qry"™ a ~1/2
p_Qp_—E (—E) , T—W—-ZSCHI(QE)
a=f= c;;z(-—a +£cosz — ir cos z)(28) /2

e=Qvy= —-%[a"’ —mr — £ 4 i(m —r)(€ — acos z))(-2QTR)~1/?

m + il
2 =1Q(ep - Qup) = - 410,
asi el correspondiente espintensor esta dado por (4.b) con Q = —1 cuando R > 0,

y con @ =1 en las regiones del espacio-tiempo, donde R < 0. Si en (4.5) y (5.¢)
colocamos a = 0, se obtiene como caso particular el espintensor construido en (10].
b) IL.B. En este caso elegimos la tétrada:

(n*) = (‘%}:v) " (0,0,1,0),

(€)) = (~2QN)~Y2(0,2a, N, 2(r2 + £2 4 a?)),
(m") = (2}3)'1/2(-—1', csch z,0, —asenh z + 2¢ coth T}
con @ =1 tal que QN <0y

A=r—i(acoshz—¢), ¥ =AA, N=rl42mr—2 442 (6.a)
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Se verifican (1.a) porque

1/2
p=Qu= —L- (_%) y, T=%= —%senhr(?i})_”z,

a == ——(a— lcoshz — ir cosh z)(28)" 12,

(6.c)
e=Qy= —%[ —a? —mr + & + i(m + r)(acoshz — f)](—?QEN)_I/Z,

(m + il)
Ay 7

Yy =—

y asi las (. se determinan de acuerdo con (4.b).
¢) IL.C. Para determinar el potencial de Lanczos la tétrada mas conveniente es

1/2
w=(-%) ©ovo,

() = (~2QMEZ)~12(0,2a, M, 2(r* + £* + a?)),

(mb) = (22)“1/2(—i,sech z,0,—acoshz + 2(tanh z),
donde @ = £1 con —QM >0y
A=r—i(asenhz—£), £=AA, M=r’+2mr-£-d’. (7.5)

Las cantidades de NP adquieren los valores

1/2
p:Qﬂ,:‘—}: (_%) ; T=1r=-—%coshx(23)_”2,

A 28
a=8= _sec}lx(a + £senh z 4 irsenh a:)(2E)_1/2,
2 (7.¢)
e=Qy= —%[-{* a® —mr+£* +i(m+r)(asenhz — E)](«—QQME)_IH,
m + il

cumpliéndose (4.a) y, en consecuencia, (4.b) aporta el correspondiente espintensor.



Espintensor para espacio-tiempos vacios tipo D

d) IL.D

= (-2)" 0010,

() = (=2QFE)"%(0,24, F,2(+* + ?);, Q=41,
(mb) = (28)"V%(—i,e7%,0, —ae® + 20), QF <0,

A=r—i(ac® =¥, T = AA, F=r%42mr-¢,

y las condiciones (4.a) se verifican con las expresiones

a=f==(t+ir)25)/,

€= Qy= —2%[ —mr+ € 4+ i(m + r)(ae® — 0))(-2QFx)-1/?,

__(m + 1f)

'1)2 — 1‘13 ’

de manera que las (1} se obtienen con (4.5).

e) ILE. Aqui seleccionamos la tétrada nula

1/2
(n®) = ("""; b) (0,0,1,0),

(€%) = (S(mr + 8)72(0,1,mr + b,r2 4 82)),

3
(nlb) = (22)-112 ("'11 %!01 —bx — IT) ]

2
A=r—ib+ %), T=AA,  mb=ctes.,

643

(8.a)

(8.b)

(9.0)
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entonces

1 fmr+b 1t T ~1/2
P——F——Z( 5 ) v TEr=— (2B,

1

a=pf=—(2b—z?—2ir)(25)"1/2,
4z A (9.)
_ (mA+2b) _1/2
Bty 1A (E(mr-}-b) )
+i
K[)2 = "'(m/i_g l)a

y el espintensor esta dado por (4.5) con Q = —1.
f) ILF. La métrica es generada por;

(&) = (—2QTE)2(0,2,T,2%), Q=+1, (10.0)
(mb) = (22)_1/2(_i! 1v01 _172)’ _QT > 01

A=r—iz,

L =AA, TF=2mr—1,

de donde
el  E—

P—Q#—""j(—ﬁ) ) T—W——E(QE) )

™
= =iy

2 (10.b)
e=Qy=—g;ll—mr+ imz)(—2QTT)" /2,

m
¢'2 _ﬁa

y con (4.b) queda determinado el espintensor de Lanczos.

4. Métricas de clase lll

a) I1I.A. Este espacio-tiempo también se conoce como “métrica C” [18], y su espin-
tensor ya fue calculado en la Ref. [14].
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b) ITL.B. Para este R4 trabajamos con la tétrada nula

(n*) = (QE)'*(0,0,1,0),

(€)= (QE)*0, X", U, X"), Q= 41, (11.a)

(mb) = (28)~1/2 (—40#0, d:—ox, S‘::—;:,—'i\/i:ro(r2 + 3/302)) ;

donde QE >0, A=r—ip®, £ = AA, p* =acnz,

2

1/
b 2
T = csn.rdna:-i———cnzz—icnr(msnx+f’\/§dnx ,
4a® 8a?

1 o~
E'= o) [1'1'*0 - %(Ayf:n + Atj,v") + 2px%%(p%2 — 2040 — .‘Bpm)]

— 2% O _ 0 4902502

I

o 3
2a*V2snzdnz, P = (m +i0) (dn T - f-72\'/25“1 ’1") , (11.5)

U = ~3p%x"% 4 34—\/zcn r(msnz — C\/ﬁdnr),
a
1
FO = _£_U({O +2an0 - 2p031r02)’

€ = €dnz(1-2sn’z) — "= snx(3 — 2sn’z).

V2

Las cantidades a, b, ¢, ¢ y m son constantes arbitrarias yenax,snr, dnx representan
funciones elipticas de médulo \—/'5 En la Ref. [12] (pag. 1201) pueden consultarse las

expresiones para il, X‘ y U, las cuales participan en (7).
Con (11.a) es posible verificar la validez de (4.a), por ¢jemplo:
in®
T=m=—

A

(r® 4 2ip°r + p® - it%),

2

(11.¢)
0

]

p=Qu= —%(QE)'”, Vi =g

etc,,

asi, las Q¢ son dadas por (4.b).

Notese que para las métricas II y 111 de Kinnersley, el espintensor tiene la
estructura (4.b).
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5. Métricas de clase |

Estos espacios vacios corresponden a las soluciones de NUT [13,19] y su tétrada
nula esta dada por

(n¥) = (0,0,1,0),

I 1c
—P, —‘iP, 01 S .
\/2_‘,? (12.0)

(£%) = (0,0, Mo — 3(¥°p + ¥°5), 1),

donde
A=r—1ic g=ucte e
) — LLiC., A= /'iv
" 1 ﬁfﬁ 12.b
1=z+1y, ——(1+—nﬁ) (12.)
V2
$° = ¢° 4 2iMpe, My =-1,0,3,
siendo ¥° una constante real; entonces las cantidades de NP nos quedan
.T20'2V=/\=6=T=1r=0,
__ Mopi P o
= —a=— y = —1, 12.¢
B W, L ¥ (12.c)
p= j"’ﬂﬁ + %wn(ﬁ’z =+ Pﬁ)! Tf)z = ps’lj)o = 27"",
y las ecuaciones de Weyl-Lanczos aceptan la solucion
M,
0y =0, b#1,6, nl=%’, nF%—?"p, (12.d)

para los tres valores posibles de M.

6. Comentarios

Con lo anterior queda determinado Kjjz para todo R4 vacio tipo D, y ain mds
interesante seria poder asignar sentido fisico a los resultados obtenidos, pero hasta
ahora no se ha logrado tener éxito al respecto. Investigamos la posibilidad de que el
K 43 construido en la Ref. [10] se comporte como una densidad de momento angular
gravitacional en la métrica de Kerr, en otro trabajo reportaremos avances en esta
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direccién. También hemos iniciado la bisqueda de Kj;) para: a) Todo Ry vacio tipo

I

y b) cualquier espacio-tiempo tipo D con R;; # 0.
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