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Resumen. Obtenemos el superpotencial de Lanezos para las once
métricas vacías tipo D de Kinnersley.

PACS: 04.20.-q; 04.90.+e

1. Introducción

En la Ref. (1) se expuso la importancia del espíntensor l\i)k de Lanczos [2] en
teorías geométricas de la gravedad, pero aquí podemos agregar dos hechos recientes:
Dolan-Choudhury- \Vhcatlcy [3] utilizaron a [(jjk para el estudio de la radiación
gravitacional y Novcllo el a/. [4,5] construyeron una teoría cuántica de la gravedad
donde las componentes del potencial de Lanczos son las correspondientes variables
de Fierz. Estas invcstigaciones quizás permitan descubrir el significado físico de K,jc.

En las Ucfs. [1] y [6] se logró obtener K,bc para cualquier espacio-tiempo con
tipos Petrov 0, N Y JJJ, mostrándose así la utilidad del formalismo de Newman-
Penrose (NP) [7); en las Re[s. [81 y [9) también se encuentra Kij, para R, arbitrario
tipo O mediante las técnicas tensorial y espinorial, respectivamente. En la ReL [10]
se obtuvo el espíntensor pará la métrica de Kerr [11] (hoyo negro rotando). Aún
subsiste el problema de construir el espíntensor para los tipos 1, II Y D en el caso
general.

En este trabajo probaremos que la técnica de NP también pf"rmitc determinar
Kijr para lodo R.• vacío tipo D. En efedo: Kinnersley [12,13) encontró que sólo
existen once clases de métricas con Rij = O. y tipo Petrov D, además dio la
forma explícita de cada una de ellas. Logramos, también, resolver las ecuaciones
de Weyl.Lanczos (\VL) [1,6] para estos once casos, demostrándose una vez más que
los coeficientes de espín de NP generan a las proyecciones de Kabc sobre la tétrada
nula.

Kinnersley [12] emplea la signatura -2 y ordena las coordenadas en la forma
(u,r,x,y), aquí utilizamos (x,y,r,u) con signatura +2, además su vector nC corres-
ponde a nuestro fe y viceversa; nuestras convenciones y notación del método de
NP pucden encontrarse en la Ref. [14]. En todos los once casos sólo indicaremos la
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tétraoa (mC, ,11(', (C, n(') (la cual permite obtener la correspondicntf' nu~trica vía 90b :;;;;
m0iñb + mb",B _ (Bnb _ (b"o) y los respectivos coefi<..icntes de espín. Además, los vcc-
tores fe y 11(' siempre estarán alineados con las direcciofH,:>.-Ie Del)(,vf'r-Pcnrose (t5J,
enlon<~es V'o :;;;;O,a '# 2, Y por el teorema de Goldherg-Sachs [lb}

(1)

para todas las métricas (le Kinnersley.

2. Métricas de clase IV

, 2amx + I(a' - x')
(= 2 (' ') ,a a +r

Aquí se tjent'n dos C3..<;os:
a) IV.A (i =R)

(nI) = (0,0,1,0), I ( 4ar(£)= 0,-,--"
a + x

r'l )') " 12a(a- + x')
(2.a)

JL = p :;;;;( = O,

donde a, 1 y m son cotl!\tantes rcales. La.s correspondientes cantidades de NP son

rl
1-- 2a(a' + x')

_ ((x-ia)
1"::;::-1r=0'+{3= -~--~

a2 + x2

(2.b)

lr3 _ 3amx2 _ 3a21x + a3m - ia(lx2 - 2amx - la2

f3 = 4a((a' + x')' '

(m + il)
"', = 2rr(o - f3) = (x + ia)')

que en unión de las ecuaciones de Weyl-Lancws (WL) (relacion"" (-1) de la ReL [61
o expresiones (8.1» de la Rcf. [14] permiten obtener las componentc's del {'Spíntensor
de Lanczos,

nC=O' c,#2,5,6,7,

f3 "
O, = 3 - 6'

"1O, = Tr-

oO, =-
3

1
O. = 3' (2.c)
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Recuérdese que l\'abc carece de unicidad, así que (2.c) es una de las múltiples solu-
ciones de las ecuñciones de WL.

b) IV.D

(n') = (0,0,1,0),

( ') - (, ~ 2r( o)
m - I",~, X 1 1

con e y m constantes reales. Entonces

It = p =! = O,

, ( cr')(e) = 0,0'-;2,1

(' = c + :::,
x

(
T = -71'" = Q + /3 = --,

x

(m + 2cx)
4x'(

(3.0)

(3.b)

(3m + 2cx)
4x'(

m
1/J2=3'x

así, las ecuaciones de WL conducen al cspíntensor

(3.c)

Con (2.c) y (3.c) queda dclerminado KilI;; para las métricas de clase IV, las cuales
son las lÍnicas con I! = P = O.

3. Métricas de clase 11

Aquí existen seis métricas, y para lodas ellas el espín len sor tendrá la misma estruc-
tura. En cfecto, probaremos que siempre es posible elegir la tétrada (manteniendo
(1» tal que

T = 1r,

Jl = Qp,

ex = fi,

"1 = Q<,

p - p = 2« - <J,
tP, = 4Q( <p - Q1rfi),

1r + j¡ = 2(fi + i3),

Q = :fol, (4.0)

resultado que, al menos de forma explícita, no hemos localizado en la literatura.
Entonces ('1.a) j' las ecuaciones de WL implican el espíntensor

< pnI = Qn, = - + -,
3 12

n, = Qn, = Q'!.,
4

fi ~n, = ns = - +_.
3 12

(4.b)
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Así, todo es cuestión de mostrar una tétrada con las características ('1.a), y el
correspondiente potencial de Lanczos estará dado por (4.b).

a) n.A. Esla mélriea es la solución de Kerr.NUT [17):

b (QR)'/'(0)= -2E (0,0,1,0),

(e
b
) = (-2QRE)-'/'(0,20,R,2(r' + e' + o'»,

(mb) = (2E)-J/'( -i, ese x, 0, o sen x + 2e col x),

donde Q =:i:1 lal que -QR > ° y

(5.0)

A = r - i(e - ocosx), E = AA, R = -r' + 2mr + e _ o', (5.b)

con a, l y rn constantes reales; cuando l = Ose obtiene la métrica de Kcrr [11) (hoyo
negro con rotación) y si a = 1.:: O,entonces resulta la solución de Schwarzschild.

Con (5.0,b) se cumple (4.0); en efeclo:

p = QI' = _~ (_ QR) '/'
A 2E T =" - ~sen x(2E)-I/'

A

0=(3 = e;~x (-o + ecos x _ ir cosx)(2E)-I/'

f = Q'I = _.£[0' - mr - e' + i(m - r)(e - o cosx)J( -2QER)-I/'2A

.p, = 4Q(fp _ Q"(3) = (m + ie)
AJ

así el correspondiente cspíntensor está dado por (4.b) con Q = -1 cuando R > O,
Y con Q = 1 en las regiones del espacio-liempo, donde R < O. Si en (4.b) y (5.c)
colocamos a = O,se obtiene como caso particular el cspíntcnsor construido en {10J.

b) n.n. En esle caso elegimos la tétrada:

( QN)'/'(ob) = - 2E (0,0,1,0),

(r) = (-2QNE)-J/'(0, 20, N, 2(r' + e' + o'»,
(mb

) = (2E)-J/'( -i, cseh x, 0, -o senh x + 2f colh x),

con Q = :i:1 tal que QN < ° y

A = r - i(ocoshx - e), E = AA, N = r' + 2mr _ e' + o'. (6.0)



642 V. Gaftoi N. el al.

Se verifican (-La) porque

p = Q" = _~ (_ QN)I/'
A 2~

a -1/2
T = ~= -4senhx(2~) ,

csch x . 1/'
0= fJ = --.-(a - [eosh x - Ir eo,h x)(2~)- ,

2A

, = Q, = - 2~ [ - a' - mr + [' + i(m + r)(aeoshx - [)J( _2Q~N)-I/',

.1, =_(m+if)
'f2 Al'

(6.e)

y así las 11("se determinan de acuerdo con (4.b).
e) lLe. Para determinar el potencial de Lanczos la tétrada más conveniente es

b (QM)I/'(o) = - 2~ (0,0,1,0),

(cb) = (_2QM~)-1/'(0,2a,M,2(r' + [' + a')),

(mb) = (2~)-I/'( -i, ,eeh x, 0, -a eosh x + 2f tanh x),

donde Q = :1:1con -QM > ° y

(7.a)

A = r - i(a ,enh x - [J, ~= AA, M =r' +2mr-f' _a'. (7.b)

Las cantidades de NP adquieren los valores

p = Q" = _~ (_ QM)I/'
A 2~

a -1/2
T = ~ = -Aeo,hx(2~) ,

scch x . 1/2o=fJ=- 2A (a+lsenhx+lrsenhx)(2~)- ,

, = Q, = _ 2~ [+ a' - mr + [' + i(m + r)(a,enh x - [)](_2QM~)-I/',

(m + i[)
tP, = A3

(7.e)

cumpliéndose (.La) y, en consecuencia, (4.b) aporta el correspondiente espíntensor.
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d) n.D

h _ ( QF) '/'(n ) - -2); (0,0,1, O),

(eh) = (-2QFE)-I/'(0,2a,F,2(r' +t'»), Q = :1:1,

(mh
) = (2E)-'/'(-i,e-',O,-ae' +2f), QF < O,

(S.a)

A = r - i(ae' - e), E = AA,

y las condiciones (4.a) se verifican con las expresiolles

p = Q~ = -~ (- ~n1/' T = ~ = -Xe'(2E)-'/',

0= fJ = 2~ (e + ir)(2E)-I/2,

(= Q'f = - Q-[ - mr + e' + i(m + r)(ae' - e))(-2Qn:)-I/',
2A

(m + ie)
.;" = A'

de manera que las nj se obtienen con (4.b).
e) ILE. Aquí seleccionamos la tétrada nula

h (mr + b) '/'(n ) = -E- (0,0,1,0),

(eh) = (E(mr + bW'/'(O,l, mr + b, r' + b')),

(IX')(mh
) = (2E)-I/' -i, ;,0, -bx - 4' '

(S.b)

(9.a)

E= AA, m, b = ctes.,
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entonces

P = _1' = _~ (mr
E
+ b) 1/'

Q = f3= 4~ii (2b - x' - 2ir)(2E)-I/',
,= _~ = (mA + 2b)(E( b)-I/'

I 4.4 mr+ 1

./. __ (m+i)
'f/2- ,13'

y el espíntensor está dado por (4.b) con Q = -1.
f) II.F. La métrica es generada por;

b (QT) 1/'(n ) = -2f (O, O, 1, O),

([b) = (-2QTE)-I/'(0, 2,T,2r'), Q = :1:1,

(mb) = (2E)-I/'(-i, 1,0,-x'), -QT> O,

A=r-ix, E=Aii, TF=2mr-l,

de donde

(9.b)

(lO.a)

p = QI' = -2.. (_ QT) 1/'
A 2E

1 ( )-1/'r = ~ = -JI 2E ,

~
Q = f3 = 2'

, = Q-r= - 2~ [1- mr + imxl( -2QTE)-I/',

y con (4.b) queda determinado el espínt('nsor de Lanczos.

4. Métricas de clase 111

(lO.b)

a) lILA. Este espacio-tiempo también se conoce como "métrica C" [IS}, y su espín-
tensor ya fue calculado en la ReL [141.
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b) IlI.B. Para ('Sl£' 114 trahajamos con la t~tra<la nula

(ni) = (QE)I/'(O, O, 1,0),

(rl) = (QE)-I/'(O,X',U ••t1), Q = ~¡,

donde QE > 0, ,1;:; r - ipo, E;:; A/1, pO = acnx,

[
V2 ]1/2

1r
0 = csn x <In x + ~ cn2 x - --i en x(m sn x + rJi dn:r

4a 8a

(11.0 )

lo ?' r.; 1;:; _(l V!,SIl:r( n x, ( 'j'i).l
1/JO;:; (m+if) dll:r- T~n;r ( 11.h)

° o, O' 3V2 1"V ;:;-3p 11: ¥+--cn.r(msllx-fv2c1n.r).
40

1,° = -~(l'0 + 2P"Uo _ 2p°.l,o,),
I

rO = £dllx(l - 2 Sil' x) - ':, sn x(3 - 2sII' x).
v2

Las cantidades a, b, e, f y m son constantes arbitrarias y cn:r, so:r. eln:r reprt'Scntall
funciones elípticas ele módulo -Ji. En la Hd. [l2J (pág. 1201) PUf'elf'1lconsultarsc la..,

expresiones para .v', .\'.•y V, las cuales participan ('11 (rl).
Con (11.0) es posihle verificar la validez de (.1.0), por ('j('lIIplo:

. °11r 2 . ° o. o
T =, = ,jjl;(r + 2,p r + p -,/ l,

l/'O
1/..'2= - AJ' ('le.,

( 1Le)

así, las 0, son dadas por (4.b).
Nótese que para las métricas 11 y 111 de Killnersley, f'I espíntt'nsor l¡(,IIt:"la

estructura (.l.b).
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5. Métricas de clase I

Estos espacios vacíos corrC:'lponden a las soluciones de NUT [13,19] y su tétrada
nula está dada por

donde

(ni); (0,0,1,0),

b 1 . ic
(m); A(-P,-,P,O, ,fiq

(ll) ; (0,0, -Mo - i('¡'0p +,¡;o p), 1),

(12.0 )

A:;:;: r - ie, e = etc.,

r¡=x+iy, i ( Mo)P;,fi 1 +2q~ , (12.b)

siendo ;¡,o una constante ccal; entonces las cantidades de N"Pnos f]ur<ian

x = (J' = V ;:;:;:,\ = (.= T = 11'" = O,

(12.c)

l' ; Mop + !,¡,O(p'+ pp), ,¡,,; p',¡,o ; 2'1p,

y las ecuaciones de \Vcyl-Lanczos aceptan la solución

fll ; O, b l' 1,6,

para los tres valores posibles de Mo.

6. Comentarios

fl '1 Mo -
6; 3- -¡¡p, (12.d)

Con lo anterior queda determinado f(ijk para lodo R4 vacío tipo D, y aún más
interesante sería poder asignar sentido físico a los resultados obtenidos, pero hasta
ahora no se ha logrado tener éxito al respecto. Investigamos la posibilidad de que el
Kdc construido en la !leL [lO] se comporte como una densidad de momento angular
gravitacional en la métrica de Kerr, en otro trahajo rf'portarcmos a\.ances en esta
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dirección. También hemos iniciado la búsqueda de Kijk para: a) To(lo Rt vado lipo
11y b) cualquier ""pacio-tiempo tipo D con Rój l' O.
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