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Resumen. Se presentan los conceptos y desarrollos matt'máticos que
dan lugar a la formulación hamiltoniana de la rrlatividad gf'ncral de
Einstein introducidos por Arnowitt, Deser y 1lisncr. Se construyen
explícitamente los objetos geométricos necesarios y se dan ejf'mplos de
aplicación del formalismo.

PACS: 04.20.Cv; 04.20.Fy

1. Introducción

La formulación de la teoría de la relatividad general <lada por Einstein tiene como
uno de sus conceptos centrales el Principio de Equivalencia: "'las leyes de la física
son independientes del estado de movimiento del observador". Este principio implica
que dichas leyes deben ser descritas de manera covariante, es decir, independiente
del sistema de coordenadas.

Es claro entonces que la formulación covariante es natural y permite expresar a
la interacción de la materia con la geometría de manera simple y elf'gante:

(1.1)

donde GPv es el lensor de Einstein y TPv el tensor de energía momento.
Una característica de la covariancia de las ecuacioncs de Einstein, es que algunas

de estas ecuaciones representan constricciones en las variables dinámicas. Dichas
constricciones están estrechamente relacionadas con las identidades de Bianchi

G1JV;V = O, (1.2)

que además expresan que estas constricciones se prcservan cuando las ecuaciones
dinámicas se satisfacen.

A pesar del alto grado estético que ()a la formulación covariante a las ecuaciones
de Einstein en la práctica, el aislar a las ecuaciones con contenido dinámico de las
que son constriccioncs, se ve obscurecido precisamente por esta forma covariante de
expresarlas.

Una manera de desentrañar la dinámica de la relatividad general consiste en
verla como un problema de Cauchy, es decir, analizar la dinámica como la evolución
de una hipersuperficie tridimensional donde estén definidos los campos. Esta manera
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de rcformular la relatividad general fue desarrollada pur R. Arnowitt, S. Deser y
C. \V. Misn('r y tomó su forma completa a principios de los años 60 [1]; se conoce
como la formulacion ADM de la relatividad general.

Este formalismo ha tenido un desarrollo continuo a lo largo de sus casi 30 años
de existencia; sin embargo, el interés por parte de la comunidad de físicos téoricos en
b. realización de investigaciones sobre aplicaciones del formalismo ADM ha sufrido
altibajos. Desde mediados de los años ochenta ha habido nue\'amcnte un creciente
interés tanto en el formalismo mismo, como en sus aplicaciones cn diferentes áreas.
Por mencionar algunos ejemplos: ha servido como base para el desarrollo de las va-
riable~ de Ashtekar 12]; se ha utilizado en problemas relacionados con la cuantización
de la gravedad por medio de integrales de traycctoria [3]; ha servido como medio
para determinar, por métodos numéricos, soluciones a las ecuaciones de Einstein (4);
ha sido la base para el desarrollo de la teoría del espacio de espacios [5].

Dada la importancia que ha adquirido la formulación ADM, aunado al hecho de
que no se tiene, basta donde sabemos los autores, una exposición introductoria clara
y completa del formalismo y de algunas de sus aplicaciones, los autores decidimos
elaborar el presente trabajo que pretende sanar esta car<:>ncia.De este modo, en
estas páginas se tratará de dar una introducción lo más accesible posible al forma-
lismo de A[H', a..'~ícomo a la formulación hamiltoniana. El presente trabajo tiene la
siguiente estructura: en la Seco2 se exponen las ideas y conceptos necesarios para
la construcción del formalismo ADM, con un mínimo de ccuadones, con el objeto
de ofrecer un panorama global del método. En la Seco 3 se presenta el desarrollo
formal, deduciendo las ecuaciones de manera explícita, y finalmente en la Seco 4
presentamos algunos ejemplos de aplicación del formalismo y mencionamos algunas
áreas que se han desarrollado utilizando el formalismo ADM.

2. Desarrollo conceptual

En esta sección se explican, a grandes rasgos, los pasos a seguir para la construcción
del formalismo ADM, con el propósito de tener a este nivel, sin haber entrado en
detalles, una idea relativamente clara de cual será el procedimiento a seguir.

Como mencionamos en la introducción, las variabk'S ADM muestran explícita-
mente el contenido dinámico de las ecuaciones de Einstein y permiten construir un
hamiltoniano en el que todos los términos tienen una interpretación relativamente
clara, a más de que una vez que se puede definir un hamiltoniano, es posible, en
principio, proceder a la cuantización de la teoría una vez que se han aislado los
grados de libertad verdaderos. La obtención de las ecuaciones de Einstein a través
de la formulación A DM tiene su forma más dara, desde nuestro punto de vista,
haciendo uso del principio variacional.

El principio variacional, como uno de los posibles caminos para llegar a las ecua.
ciones de campo de Einstein, consiste en encontrar los extremalcs de un funcional
de acción, en este caso, de la acción gravitacional. La funcional de acción debe ser
expresada como la integral sobre el espacio-tiempo (con el elemento invariante de
volumen) de una función escalar. Paralelamente a los trabajos en los que Einstein
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diera a conocer su formulación, Hilbert postuló el principio variacional para la teoría
gravitacional expresando la acción de la forma

s = J dx' ,¡=gIl, (2.1 )

donde la densidad lagrangiana está dada por L = ,¡=gR,9 es el determinante del
tensor métrico y R es el escalar de curvatura.

La integral en (2.1) es sobre la totalidad de la 4-varicdad (espacio-tiempo). La
acción es un funcional del tensor métrico S = S(gIlV), por lo que el tensor métrico
aceptable debe ser aquel para el cual la acción sea un extremal. En otras palabras,
se debe variar la acción respe<:to a las componentes del tensor 91lv para obtener
las ecuaciones de movimiento. Al efectuar tal variación (teniendo cuidado con los
términos de frontera) e igualarla a cero, se llega a las ecuaciones oc Einslein en el
vacío:

(2.2)

La construcción clásica de la teoría hamiltoniana a partir de este punto, im.
plicaría la construcción de los momenta canónicamente conjugados a las variables
dinámicas, j.t. a las 10 componentes del tensor mélrico, lomando la derh'ada parcial
de la densidad lagrangiana respecto de las velocidades. Pero ¿cómo definimos tales
velocidades? Para hacer eso, nos damos cuenta que es necesario privilegiar a alguna
de las coordenadas como el tiempo para poder definir velocidades. Esto rompe la
covariancia, pero además está cortando el espacio-tiempo en rebanadas de Xo = c.
La complicación algebraica a la que lleva tal procedimiento es enorme. Podemos
darnos una idea de dicha complejidad, con el hecho de que P.A.M. Dirac dedicara
más de una década en tal intento sin llegar a resultados satisfactorios.

Es relativamente claro que se ne<:esita separnr en el sentido de hacer diferente,
alguna de las coordenadas, o bien una dirfcción en el espacio-ticmpo, para la
construcción de un hamiltoniano. La manera que se diseñó para hacer esto, fue
el considerar rebanadas del espacio-tiempo, de manera que cada rebanada sea una
hipersuperficie de 3 dimensiones con una métrica positiva definida en ella. Si con-
sideramos el espacio-tiempo como formado por la colección de rebanadas, donde a
cada una de éstas se le etiqueta por un número t (no es necesariamente el tiempo,
es una etiqueta), donde pedimos que ninguna de las rebanadas se intcrsccle, po-
demos entonces pensar en la evolución como el cambio de estas hipcrsuperficies en
el parámetro t y cubrir de esta manera el espacio-tiempo completi'.mcnte. Dotando
a cada hipersuperficie de una métrica tridimensional "[ij determinada por la forma
como cortamos el espacio-tiempo, es posible considerar a la métrica 1¡j(t) de la
hipersuperficie que evoluciona con t, como la variable dinámica.

Además de las seis componentes de iij que forman dicha variable dinámica,
se deben definir otras 4 variables para tener un total de diez, que es el número de
componentes de la antigua variable 91lv' Estas cuatro variables se definen de manera
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natural al considerar la foliación de hipersuperficies en el espacio-tiempo, Estas nue-
vas \'ariables que se denotan por .v, función Lapse, de intervalo, que se relaciona con
la separación entre cada hipersuperficie y N" funciones Shifl, de desplazamiento, que
se relacionan con el movimiento de un punto al pasar a la siguiente hipersuperficie_
Estas cuatro funciones describen como Pfgar las hipersuperficies para formar la
foliación,

Posteriormente se procede a reescribir el elemento de línea en términos de las
nuevas variables ds2 = ds2bij, N, Ni], relacionando así a las nue\'as variables con
las antiguas,

El siguiente paso consiste en reescribir la acción gravitacional en términos de
las nuevas variables, es decir, necesitamos expresar el escalar de cun-atura del
cspacio-tiempo, "R, Y el invariante de volumen, v=::9d" r, como función de objetos
geométricos en la hipersuperficie y de las nue\'as variables.v, NI, Para esto es necesa-
rio estudiar el encajamiento (embcdding) de las hipersuperficies, es decir, la manera
en que la hipersuperficic hereda la estructura geométrica, tanto del espacio,tiempo
como del encajamiento particular realizado, i,e. como se ('fectuó el corte, Así mismo,
es necesario estudiar la forma en que los tensores del espacio-tiempo se proyectan
sobre la hipersuperficie y sobre la dirección ortogonal a ella,

En este paso, jugará un papel importante la curt'a/uro rrtrin~(ca I{ij a la hiper.
superficie: l\ij = l\ij[N, Nilj' 1'ij], con u. , ", la derivada con respecto al parámetro
"'t" y •• I " la derivada covariante en la hipersuperficie, Con la ayuda de este objeto
se logra escribir el tensor de curvatura de Riemann, y por lo tanto el escalar de
curvatura R, como funciones de iij,1'ijN y Nili- Queremos enfatizar el hecho de
que la nueva densidad lagrangiana no dependerá de las derivadas respecto a t de las
funciones Lapse y Shift. Se llega finalmente a expresar la acción de la forma

S[¡i). N, Ni) = J di J d'x.,jfN(Kij Kij - K2 + R) (2.3)

donde F9 = N"f1 es el nuevo elemento invariante de volumen, con respecto a
transformaciones en la hipersuperfidc.

La no dependencia de la densidad lagrangiana en las velocidades de N y Ni J nos
permite entonces considerarlas como variables dinámicas no relevantes. Este hecho
nos sugiere entonces que las verdaderas variables dinámicas son las seis componentes
de 1;)(/).

De esta manera obtenemos la reformulación del principio variacional de la rela.
tividad general con un contenido dinámico más daro, que es lo que se pretendía. Po--
demos ir más adelante y construir la densidad hamiltoniana., 1-(, a partir de la nueva
densidad lagrangiana de la manera usual, definiendo los momentos canónicamente
conjugados a las iij de la forma

.. aL
1f1} = __

Errij (2.4)

y efectuando la transformación de Legcndre solamente sobre las variables dinámicas
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relevantes y sus momentos:

?-t ;;; 1f'ij7ij - f..

Esta densidad hamiltoniana tiene la forma

(2.5)

(2.6)

Las densidades escalares ?-to Y?-ti jugarán un papel muy importante al analizar
la dinámica de la teoría.

Como se mencionó al principio de esta sección, en la relatividad general existen
constricciones entre las variables (causadas por tratarse de una teoría covariante).
Ahora, con la introducción del formalismo ADM es clara la Corma que tienen las
constricciones y las variables que involucran. De esta manera se tienen cuatro
constricciones primarias, es decir, aquellas que son consecuencia de la forma de
la densidad lagrangiana: los momentos conjugados a las cuatro variables N y Ni.
Estos momentos

(2.7)

son débilmente cero, pues L no depende de ÑIJ (llamamos NP al conjunto de varia.
bies N y Ni, pero no se implica con esto que sean las componentes de un campo
vedorial). Podemos, con la densidad hamiltoniana, reescribir a la densidad lagran.
giana donde ahora las variables dinámicas sean tanto los '"(46 como los momentos .•.d
y así tener un principio variacional de primer orden. La acción se escribe entonces

(2.8)

Esta expresión para la acción está en forma paramdrizada como consecuencia de
la covariancia. Las ecuaciones de movimiento se obtienen al variar respecto a las
diferentes variables. Si se varían las N P, se obtiene que los cuatro ?-t1J deben ser
cero.

A estas expresiones, que relacionan a las variables dinámicas ('"(¡j, 1rij) entre sí,
se les conoce como constricciones hamiltonianas.

De esta manera hemos presentado las ideas fundamentales para la construcción
del formalismo ADM así como para la Cormulaciónhamiltoniana. En la siguiente
sección presentaremos el desarrollo formal, explícito, de las ¡dras aquí presentadas.

3. Desarrollo formal

3.1 Encajamiento de una hipersuperjicie en una variedad

Consideremos el espacio-tiempo dado por una variedad 4.dimensional M con una
métrica definida en ella gpv de signatura (-, +, +, +). Denotemos las coordenadas
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de esta variedad por r..\. Definimos ahora el encajamiento de una hipersuperficie
3-dirnensional m de la siguiente manera:

x' = X'W), (3.1 )

donde l' = 0,1,2,3 Y a = 1,2,3. Estas cuatro funciones son las que determinan el
encajamiento. Para que se trate de un encajamiento debemos pedir que la hiper.
superficie, con coordenadas intrínsecas {1I , no se intersccte a sí misma, es decir, el
mapco X : m 0--+ M debe ser uno a uno (6).

La métrica de M induce una métrica sobre m si consideramos el elemento de
línea restringido a la variedad m:

_ (>;A)aX' de' aX" d b
- 9," ' a(" a(b (

= [ (XA) a,\'" ax"] d(' d(b
9," a(' a(b

;: 10bd(' d(b,

donde la métrica inducida es entonces

a,\'" ax"
1,b = 9," a(' a(b'

Definamos

(3.20)

(3.2b)

(3.3)

nótese que X:: es la I,.ésima componente en las coordenadas xlJo del a-ésimo vector
de la base coordenada natural sobre m dada por,

(3.4)

ya que el vector debe escribirse formalmente como

(3.5)
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Tenemos entonces que la definición de las componentes de la métrica )a6 sobre
ro es la definición natural dada por

(3.6)
=(e,.e6).

Para el estudio de la dinámica del espacio-tiempo en el marco que aquí interesa,
la hipersuperficie encajada debe ser de tipo espacio (space1ikc.), por lo que pedimos
que la métrica en ella 'Ya6sea positiva definida (+ + +).

Los 3 vectores ea forman una base para el espacio tangente a la variedad m
en el punto p denotado por T pm. Este espacio es a su vez un suhespacio dd cs-
pacio tangente a M, T pM. Para completar la base de este espacio construimos el
complemento ortogonal al Tpm definido por la métrica 91lv' Este subespacio será
generado por el vector ortogonal a los Ca, que denotaremos por n. Este vector de
componentes TJ" en la base Gil satisface

9"vX:,.,v = O;

pedimos además que esté normalizado,

(3.7)

(3.8)

Estas dos condiciones determinan totalmente el vector n.
Tenemos entonces que el conjunto de vectores (Ca,n) forma una base de T pM

para cada punto p. Con ellos podemos expresar a cualquier vector del T p~1 como
la combinación lineal de la base de la hipersuperficic m y el vector normal de la
siguiente manera:

donde

AL = -(A. n).

(3.9)

(3.10)

Si el veelor A está sobre la hipersuperficie será entonccs de la forma A ::= Aaea.
Los escalares Aa se comportan como escalares bajo una transformación de coordena-
das del espacio-tiempo X" 1---+ X''', ya que ante tales cambios de coordenadas, tanto
los vectores ea como el vector A se mantienen fijos, por lo que los A<I no camhian.
Sin embargo, los podemos ver como componentes contravariantcs de vectores sohre
Tpro, dado que se transforman como tales ante cambios de coordenadas ~4 1---+e'4
en la hipersuperficie:

(3.11 )
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por lo que las nllevas componentes serán

1'0 _ Deo A', - a~' . (3.12)

(3.13)

Definimos la métrica contravariante en m como la matriz inversa a ;06, es dccir,
;d ;; (')'a6)-I, de lIlanC'ra que podernos usar la métrica para haj<tr y suhir índices
de l<tscornponentC'S:

1, "A/ = ') 6.

Las comporwntcs contravariantes del vector las podernos rN'snihir de la si-
~lIicnt(: 1TI<lIlC'ra,

116 vP IV= 1 9P"''-6/

donde estamos definicndo al objeto

va _ a6 vP
''-,,=19p''''-6'

(3.14 )

(3.15)

que nos permite encontrar la a-ésima componente contra\-<lriante (Id vector A.
Dado un vector de espacio-tiempo arhitrario A con componentes AP, sabernos

ya la Ini\nera de encontrar sus proyecciones en la hipersllperfici{' [Aa = (A. ea)) en
la b<lse natural (le Tpm. Queremos ahora encontrar una relacion que nos exprese a
esta misma proyección en componentC'S de la base 811. Para tal fin, ohs('rvamos que
de la igualdad

(A)" = A"X;' - (A. 0)',", (3.16 )

tenemos que la componente Jl-ésima del vector proyectado sobre la hipersuperficie
es

(3.17)
= AV(6"v+~v~").

Por lo tanto, hemos encontrado el operador de proyección que manda a un vector
de espacicrtiempo a uno sobre la hipersllperficie. A este opera.dor lo denotaremos
por

(3.18)
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Es fácil ver que este operador satisface las siguientes propiedades haciendo uso
de (3.7) Y (3.8)

7th"., = O,

(3.19)

h"" = 3.

9.2 Deril'adas cot'ariantes inducidas

La derivada covariante, definida por la métrica 9"v, de un vector sobre m, en la
dirección de otro vector que también esté en m no será en general un \'cctor tangente
a la hipersuperficic. La forma natural de definir una derivada covariante en m sería
pedir que ésta sea también un vector de Tpm (7). En este punto es conveniente
considerar el caso en que las primeras 3 coordclladas x" coincidell con las ~a, es
decir, tenemos que ra = ~a. A esta •• coordenadas se les d('nomina coordenadas
adaptadas. Notemos que en este caso, las vectores ea coinciden con tres vectores de
la ba.••e coordenada de TpM, por lo que sus componentes son triviales: X: = 6:.
El tomar esle sislema de coordenadas para m simplifica en general el análisis, ya
que las expresiones obtenidas son más simples, sin pcrd('rse generalidad. Esto se
debe a que siempre es posible tomar a las tres coordenadas intrínsffas de m como
tres de las coordenadas del espacio tiempo. A partir de ahora, en todo el análisis se
usarán coordenadas adaptadas. Podemos entonces considerar la derivada covariante
(de cspacio-liempo) de un vector sobre la hipersuperficie A = .-taca en la dirección
de los vectores base de la siguiente forma:

'''c.A '"''',A = ''',(c,A')

¿¡A' ('1'" )'= e6 {}Xa + 6aep A , (3.20)

Como ca..'loparticular, la derivada covaríante de los vectores base está dada por

(3.21 )

Tanto en la Ec. (3.20) como en la (3.21), existe un término fuera de la hipersu.
perficie:

(3.22)
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que, en general, no se anula. Podernos deshacernos de ese término proyectando el
vector sobre la hipersuperficic, a manera de tener un vector en T pm. Oc este modo
obtenemos la derivada covariante intrínseca a la 3.geornctría de la hipcTsupcrficic. Dc
ahora en adelante, denotaremos al operador asociado a esta derivada por JV =: V.
Tomemos nuevamente un vedor sobre la hipersuperficic A = AlIca• En términos de
componentes AlJ en T,m la componente contravarianle de la derivada covarianlc se
expresa:

A, = 3~ A' - A' +3r' A'la - v ti -,11 ba I (3.23)

con 3rck == 4rek.
Si ahora consideramos a la c.ésima componente covarianle de la derivada del

vector A en la dirección de Ca I ésta será de la forma

que se puede también expresar como

Acla == Ce' "/lA

= Ac,a - Jr\caA'.

(3.24 )

(3.25)

Notemos que la forma que toman las expresiones de la derivada tanto en sus
componentes covariantes como contravariantes es la misma que las derivadas en el
espa.cio-tiempo. Este hecho se debe a que la derivada covariante en la hipersuperficie
está dada por la conexión afín en la variedad mI definida a partir de la métrica en
la forma usual [5J,

(3.26)

y con la siguiente interpretación:

(3.27)

Con el objeto de facilitar los cálculos, notemos que la derivada covariente puede
igualmente expresarse (para AP = A' xt) en términos de componentes de la si.
guiente manera,

,1'1' = (A";.X;)'

= xtw;.X;)
- v'X'A"- ~.,.p e j¡;'

(3.28)
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Esta expresión pucde ser de mayor utilidad práctica. Sin embargo, consideramos
que la manera ('n la que la presentamos inicialmente es conceptualmente más clara.

3.3 Curt'ntura c:rtrín,(Occa

Definimos ahora la cun.'a/ura extrínseca a la hipersupcrficie como

(3.29)

es decir, la componente (ab) de la curvatura extrínseca es igual a la proyección en la
dirección b de la derivada covariante del vector normal en la dirección a (salvo signo).
Notemos que la curvatura extrínseca está bien definida sobre la hipcrsuperficie, ya
que el vector -4\'a" es un vector en Tpm:

0= ''';7.(n. n),

de <Ionde

0== 4\'a"' n, (3.30)

por lo que l{ ah es un objeto geométrico de la variedad m. La noción de curvatura
extrínseca no tiene sentido para una variedad en sí misma, sólo toma significado
cuando dicha variedad se cncuentra encajada en una de dimensión mayor, ya que
de la misma definición, la curvatura Kab depen<ie de la geometría de la variedad
grande (a través de la derivada covariante de espacio-tiempo 'j del vector normal a
la hipersuperficie).

Una interpretación grométrica de la curvatura extrínseca es que da una medida
de qué tanto se curra la hipcrsuperfide respecto de la variedad M, o en otras
palahras, nos dice que tanto los vectores normales para dos puntos cercanos en
m se alejan de ser paralelos (véase la Fig. 1). Existe una forma de reescribir la
curvatura que se sigue de la ortogonalidad de n respecto de la hipersupcrficie, es
decir, (ea' n) = O.Tenemos entonces que,

(3.31 )

Esta última exprcsión y la Ec. (3.27) nos diccn cómo escribir el vcctor 4\7 lIeb

en términos de sus componentes sobre la hipersuperficie y la dirección ortogonal:

(3.32)

Esta ecuación es conocida como la ecuación de Gauss.
El conocimiento de la derivada covariante de espacio-tiempo de los veelores base

ea nos permite escribir entonces la derivada de un vector arbitrario sobre T pm:

(3.33)
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dp. K(n)

n

FIGURA l. Hl'IHNlf'lllacián (,'SIIIH'lIl1itica de la curvatura extrín~('ca. La curvatura extrínseca da
una tlwdidi\ tI!- la difNf'ncia ('ntre los vectores normalNl en punlüfl C'Ncanas sobre la
\'aricdad IU.

Para finitlizar f'sta sffción f'scribamos lit curvatura extríns('ca en componentes,

(3.31)

de manera C"Jlleen coordenadas adaptadas toma la forma

(3.3.5 )

3.4 Descomposición del espacio-tiempo en 3 + 1

Hasta ahora h('mos definido de manera precisa la forma de enfajar una 3-grometría
en el espacio-tiempo, se ha encontrado la métrica lah sohre esta hirwrsllpf'rficie, la
derivada co\'ariante sohre ('lla (por lo tant.o la noción de transporte paralelo), así
como la descomposición de un vector de ~pacio-tiempo f'n compon<,nles proyectadas
y ortogonales.

El siguiente paso consiste en afirmar C"JlIela totalidad del cspacio-tif'mpo se puede
gcnernr por las hipersup<,rficics (cada una de ellas corresponde a un encaj¡:¡miento)
sin que éstas se intcrs{'ctcn. r\ la totalidad de las hipersllpcrficics gf'llcradoras se
le (Icnomina IIna foliación. Como ejemplo, el espacio euclidiano R.l se puede ver
como gener¡:¡(lo por esferas de radio a; cada esfera es tina hipersllperficie (dim =
2) encajada en R.l (dirn ::; 3) y la totalidad de las esferas constituye una foliación
de 113.

La foliación estará dacia por una función t en el espacio-tiempo de forma tal que
a cada hipcrsupf'rficic le rorr<'Sponda !lll valor contante de 1, es de<.'ir, las hipersu.
perficies están definidas por 1 = cte. Hecorclemos que 1 es simplem<,nte una etiqueta.
En el ejemplo de las esferas, tal función puede ser la función radio r::; r(x,y,z) que
a cada esfera le asigna r = a.

Dada una hipcrsupcrficie con etiqueta 1 = lo, un punto p sohre ella está ca-
racterizado por sus tres coordenadas ~a; este punto representa un evento. A este
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x

1+ dI

FIGURA2. Se representan d08 esrerM de la roliación de 113 en 1M que 108puntos p y rI ('Stán
identificad08. Se hace notar que el punto rI no se en<:uentra necesariamente sobre el
polo norte de la efIreraexterior.

punto le corresponde un punto p' sobre la hipersuperficie de etiqueta lo + dt, de tal
forma que los dos puntos están identificados. La dirección en la que esté el punto p'
con respecto a la hipersuperficie lo depende de la función t: el punto p' tendrá las
mismas coordenadas intrínsecas sobre la hipersuperficie to + dt que las que tenía el
punto p en la hipersuperficie original1 pero sus coordenadas de espacio-tiempo serán
diferentes según sea la función t.

Para ilustrar esta idea tomemos al punto p sobre la esfera de radio a como el
polo norte (Véase Fig. 2). Este punto tendrá sobre la esfera las coordenadas (O = O).
El punto p' I sobre la esfera de radio a + dr que le corresponde a p no tiene porque
ser también el polo norle de la esfera (visto como el punto sobre el eje z de 113),
aunque le correspondan las mismas coordenadas intrínsecas (O = O) sobre su esfera.
Habrá entonces un vector que conecte a los puntos p y p' basado en el punto p
(estamos considerando que dt es infinitcsiman. que no es necesariamente ortogonal
a la hipersuperficie. Para las esferas

1
el vector será ortogonal sólo si p' es también

el polo norte.
La foliación está dada analíticamente por las funciones

x" = X"(~', 1), (3.36)

donde el vector que conecta los puntos de dos hipersuperficies está dado por ah con
componentes en la base al-' dadas por

a dX" a
at = diax"

a=tl-'_-
axl-"

(3.37)
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sus component~ son por lo tanto i~ ::;;dX P / dt. De la SeCo3.1, sabemos
descomponer un vector en parte proyectada sobre la hipersuperlkie y en
normal (3.9) y (3.10), por lo que podemos escribir en esa forma al vector a,:

t" = -(t. n)?" + ¡'I(t .el))::
= -(t. n)?" + ¡'IYv,X;tVX;'

= -(t. n),," + (X:nX:
'" N?" + N' X:.

733

cómo
parte

(J.38)

Al escalar N se le denomina función lapse, y el vector sobre la hipersuperficie Na se
conoce como vector shifi. Estas, junto con la métrica "fab constituycn las llamadas
variables ADA!. Como se puede ver claramente del ejemplo de las esferas, la (unción
lapse representa qué tanto se separa la nueva esfera; la s<'paraci()nen este ca..;;oes
la misma para cada punto de la esfera ya que todas las hipef!HIlwrfi,ies son esferas,
pero en el caso general la separación no será constante. Por olro lado, el vector
shifi indica qué tanto rotó la esfera, o en olras palabras, qué tanto se deformó. La
interpretación para las hipersuperficies tipo espacio es similar y entonces toman
sentido los nombres de las nuevas variables N y Na: la función lapse da información
del lapso de tiempo entre los eventos l' y 1" (para un observador sería el tiempo
propio transcurrido), ya que la dirección normal a la hipersupcrficie es en algtín
sentido la dirección temporal (recordemos que el espacio-tiempo tiene signatura
(-,+,+,+»; el vector shift representa qué tanto se dc.~pla=ael punto p sobre la
propia hipersuperficie y por lo tanto, vista ésta globalmente, qué tanto se deforma.

Es claro de la Ec. (3.38) que al espedficar las cuatro funciones NP queda de-
terminada complclamenle la foliación de las hipersuper!lcies que darán lugar al
cspacio-ticmpo; para que éste quede totalmente determinado es nf'cesario encontrar
la métrica inducida sobre cada hipersuperficie, la cual estará (lada por las ecuaciones
dinámicas que se derivarán más tarde.

Veamos ahora la forma de reescribir el elemento de línea del ('spacio tiempo (es
decir, la distancia entre dos eventos) en términos de las nuevas \'ariahlcs, es decir, de
id y de N, Na. El elemento de línea entre dos evenlos del espacio-tiempo p(x4, i) Y
p'(xll + dril ,t + di), lo descompondremos en dos parles: el cuadrado de la distancia
sobre la hipersllperficie que contiene a p menos el cuadrado del tiempo propio entre
hipersuperficies:

d.2 = ¡,I(dx' + N' dt)(dxl + NI dt) - (N dt)2

= (N,N' - N2)dt2 + 2N, dx' dt + ¡,I d.r' dx'
(3.39)

donde (dxll + Na di) es el desplazamiento sobre la hipersup{'f!lcie base y N di el
tiempo propio entre ellas (véase la Fig. 3). Esto se puede ver más claramente si
nolamos que en el ca..c;oen que NII = Oel elemento de línea tendrá contribuciones
de: i) la distancia sobre la hipersuperficie base y ii) el tiempo propio, ya que la
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FIGURA 3. Se muestran las proyccciones del vector al sobre la hiperi'lllperficie t y sobre el vector
normal n, identificándose estas con las funciones N° y N. rei'lpccli\'a.rnenle.

evolución de las hip<,rsupC'rflcieses meramente temporal ( ti' es en este caso normal
a la hiperstlperflcie), De la ,í!tima expresión (3,:19) se d£'Spr(,lI<!cla relación entre las
componentes co\'ariantes <1ela métrica 911" en coordenadas adaptadas y las \.ariables
'Yab. N. Na:

(3..10)

9ab =- 'Yab.
Las componentes contravariantes se encuentran invirtiendo la matriz 91'''' de forma
que tenemos

(3 ..11)

El elcIn(,lIto de volumen esta dado por

(3.12)

Las primeras dos ecuaciones de (3.40) nos dicen que las componentes gOJJ de la
métrica de espacio. tiempo y las variables NI' están relacionadas directamente, por
lo que podemos reemplazar a las primeras por estas últimas. Se desprende de igual
forma que las componentes 901' son variables dinámicas 110 relevantes, puesto que
las NI' deben ser impllcsta."idesde fllem para construir la foliación.
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3.5 Escalar de curvatum

Hahiendo introducido el nuevo conjunto de variables ADM, estarnos ahora cn posj.
hjlidad de reescribir el cscalar de curvatura 4R en términos de estas variables, con el
ohjeto de reescribir el principio variacional. Corno primer paso relacionaremos a la
curvatura extrínsrca definida en la Sec. 3.3 con las variahles ADM. De la Ec. (3.35)
podernos escribir

- + 4f"- -Tla,6 abTlp (3A3)

en coordrnadas adaptadas 71p = -N(l,O,O,OL por lo que usando las Ecs. (3..11),
(3.26) Y (3.25) tenemos

= -N(g"° 'ro" + g"'I'",)

= -N [-2~2(N"o+ N", - "t,,) + ~2N'r",]

1 .= 2N(N'I' + N'I' - 'Yoo). (3,.j.I )

Notemos que Kab no depende de las derivadas respecto a t de NP.
A continuación reescribiremos al tensor de Hicmann 4 RP ",>"p restringido a la

hjpersuperficie, es decir, (le componentes 4 Jr1bcd en términos del tensor de Hie-
mann intrínseco a la hipersuperficie (construido a partir de la derivada covariante
intrínseca a ésta), 3 Jrl6cdl así como de la curvatura extríns<'Ca [8]. Para esto cam.
biarcmos de base del espacio. tiempo; en vez de tomar el vector Ca = a, como hasta
ahora, tomaremos el vector normal n.

El tensor de Riemann está definido por

(3A5)

por lo que si el \'(.ctor A se toma en la hipersuperficic (en particular un vector base)
y las derivadas son también en la dirección de los vectores Ca tenernos, usando la
ecuación de Gauss (3.32), que la segunda derivada covariante será

" '.' "d 'rd= -ncb,an + nc6J\aCd + c6,aCd

+ 3rd c6 (-Kdan + 3rt daCt] . (3.46)



736 Alejandro Corichi y 1Jun'o l'1¡'úñez

Calculando de igual forma 4Ve;'Ve" Ce Y tomando la diff'rencia tenemos

'[~ ~ I - [/' l' JI,d Ji' JI,d Ji' l' JI,d Ji' Jrd ]Ya, Yb Ce - -n \cb,a - \db ea - de ha - ea,6 + \da e6 + de a6

(3.47)

De la Ec. (3..17) tcnctnos directamente las proyecciones sohre la hipersuperficie
y la normal, por lo quc podemos cscribir

(3.48)

que es conocida como la ccllación de Gauss-Codazzi y

que es la ecuación de Codazzi-Mainardi.
El escalar de curvatura 4 R está dado por,

'R = 'R"V - '1'" + 2'R"L- IIJI - l ab 11.1.

(3.'19)

(3.50)

Conocemos ya el primcr término de esta líltima cxprcsi()n, pero hace falta encon-
trar el segundo. Utilizaremos el lenguaje de componentes puesto quc se simplifican
los cálculos.

El conmutador de las derivadas covariantes del vcctor normal está dado en
términos del tensor de Hiemann por,

(3.51 )

que en rompoocntes se escrihe:

(3.52)

Si ahora pro)'cctamos el tercer índice del tensor sobre la normal, y contraemos
los índices segundo y cuarlo, obtenemos,

V( A A)= r¡ '1 ¡~JI - r¡ ¡JI~

(VA) (VA) VA+V":= r¡ '1 ;..\..v - TI TI ¡JI . ..\.- r¡ jJJr¡;~ '1 ¡,/1 ¡JI, .
(~JI JI~) V"+V"= r¡ '1 ¡JI - r¡ TI ¡JI ¡..\. - r¡ ¡Jlr¡ ¡II r¡ ;p'l ¡JI1 (3.53)
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sin embargo,

con lo que podemos escribir,

R~" - K L'ab _ K' + (t,A).11' - a6l\ ;Á'

(3.51 )

(3.55 )

con 6,1, = r¡),,'7v.l' - '7l''7Á . .,-

Us.ndo 1•• 'ecu.cion~s (3.50), (3.48) Y(3.55) expres.mos enlonces el esc.l.r de
curvatura como:

4R = 3R + K' - KabKab + 2 ( KabKab _ 1\' + ('" Al'A)

= 3R+ I\abl\ab _ 1\' +2(t,A)'A' (3.56)

En esta sección hemos expresado tanto el tensor de Hicmann como el escalar
de curvatura en función de las nuevas variablcs, con lo que po(lclnas r('('scribir el
tensor de Einstein GI'l' = RI'l' - ~gl'l'R., Ypor lo tanto las ecuaciOlws de Einstein
en el vacío: GI'l' = O. Este procedimiento se utiliza para resolver las ecuaciones en
forma numérica (véase (,1)).Nosotros no seguiremos este camino, ya que estamos
más interesados en la construcción de un hamiltoniano para lo ('tlal se necesita
considerar un principio variacional.

3.6 Principio variacional

Habiendo definido el nuevo conjunto de variables ADM y reescrito el escalar de
curvatura, así como el invariante de volumen en términos de ellas, podemos entonces
reformular el principio variacional que da lugar a las ecuaciones de rampo. La acción
del campo gravitacional está dada por la expresión

s = J dx'.,/=9R, (3.57)

que se puede, entonces, recxpresar haciendo uso de los resultados de las secciones
anteriores como

(3.58)

Es necesario hacer énfasis en el hecho de que no solamente la expresión para el
lagrangiano se ha modificado con la nueva formulación, sino que también es necesario
hacer una reinterpretación de la integral de acción. En la Ec. (3.57) la integral es
sobre la variedad completa, es decir, sohre la totalidad del espacio-tiempo. Esto
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implica que cuando se realiza la variación, los términos fIlie están e\'aluados en la
frontera se cancelan por el hecho de que se pide que la variacil>f1de la métrica (1591''')
y de sus derivadas sean cero sohre la frontera de la variedad (o sra, que el valor
de 91''' y sus derivadas están determinados sobre la frontera). En general, no se
tiene a priori una topología para la variedad M, por lo que no está determinado de
antemano si ésta tiene frontera o no.

En la expresión (3.58) se tiene una interpretación difcrcllte, ya que en ésta se
encuentran dos integraciones de naturaleza distinta: la primrra inlrgral es sobre la
hipersupcrficie m, de manera que la función lagrangiana f'stá dada por una integral
sobre la hipersuperficie de la forma

(3.59)

por lo que la acción está dada por la integral de la función
liempo inicial lo Y un tiempo final tI:

1'1
S = Ldt.

'o

Ingrnngiana entre un

(3.60)

En otras palabras, se está especificando la métrica sobre la hip<-rsuperficie inicial
(lo) y sobre la final (id, por lo que la variación será sobre todas las posibles hiper.
superficies (sus métricas) que conecten a las dos hipersuperficies de los extremos. La
divergencia que aparece en la integral que define a la lagrangiana se transforma en
una integral sobre la frontera de la variedad ffi. Estos términos no aportan ninguna
información para la dinámica del sistema, y por lo tanto, pueden d('~prceiarse.

Es conveniente precisar que esta expresión para la acción de la gra\'itación está
limitando la topología del espacio-tiempo, ya que ella será entonces de la forma
(m x R), misma que se mantiene durante loda la evolución de las hipersuperficies.
Es decir, no se permiten cambios de topología de las hipcrsuperficies (por ejemplo,
un universo será siempre cerrado o siempre abierto).

9.7 Fonnulación hamiltoniana

Hasta ahora hemos reescrito el funcional de acción de manera que podemos en-
contrar las ecuaciones de campo en el vacío, tomando la variación de la acción e
igualándola a cero (6S ;:::O). La densidad lagrangiana e contiene derivadas espacia-
les de segundo orden de "'Id, por lo que en principio, las ecuaciones de Euler-Lagrange
deberían ser de cuarto orden. Al efectuar la variación (véanse [7Jy (9)), los términos
de derivadas mayores se anulan como t'erminos a la frontera, por lo que las ecua.
ciones de campo resultantes son de segundo orden (como se e~peraría que fuesen las
ecuaciones dinámicas).

Si se quiere reducir el orden de las ecuaciones de campo con el objeto de te-
ner exclusivamente ecuaciones de primer orden, existen varios caminos posibles. El
primero consiste en tomar la acción d: la Palatini [7], que consiste en considerar
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tanto a las 10 componentes de 9¡.J1I como a las 40 componentes de la conexión afín
r¡.J IIp como variables independientes y hacer las variaciones respecto de todas ellas.
Con este procedimiento se obtienen las mismas ecuaciones de EinstcllI así como la
reladón entre la métrica y las conexiones.

El otro camino consiste en definir nuevas variables, los momentos, a partir de
la lagrangiana, y tratar de reescribir la lagrangiana en términos {le las variables
originales 'l los momentos, tomándolas como variables independientes (el número
de variables independientes se duplica), donde uno de los pa.ws intermedios im'olu-
era la construcción de la función hamilloniana. Este líltimo paso en general no se
puede hacer cuando existen constricciones que ligan a las variables, por lo que se
ha desarrollado lada una teoría para lratar lales sistemas, conocidos como sistemas
singulares o constreñidos (véanse [lOJ, [I1J y (12)).

Con el formalismo que hemos desarrollado hasta ahora, la cont rllcción del ha-
miltoniano se podrá hacer de forma directa, ya que como se ha IlleIlcionado ante-
riormente, la dcnsidad lagrangiana no d('pcnde de las derivadas temporales de las
N¡.J, haciendo (Itle estas variables no formen parle de la {Iinárnica dd campo.

Definimos entonces a los momenlos canónicamente conjugados a las seis "'f11~ por
la siguiente expresión,

.1 ac
K =--

¡Prl1~'

Los momentos asociados a las variables N¡.J serán claramente iguales a cero,

ac
P" '= -.- =0.

aN"

(3.61 )

(3.62)

Con el ohjeto de calcular los momentos de la definición (3.61), introducimos un
objeto con 4 índices de la forma

(3.63)

A este ohjeto se le denomina supermélrica. Podemos entonces reescribir la lagran.
giana de la forma

(3.63)

Construimos entonces a los momentos a partir de su definición y de la expresión
anterior:

ob ac
K =--

&'r.!

= N (2G'¡" K aK,¡ \
"a' )'Y.l



740 Alt'jatldro Corichi y Dano Ntiñez

de la Ec. (3..14) se sigue que

a/{.I = __1 [~(6'6' 6'6')J = __1 6"a'r" 2N 2 • I + l. - 2N.I'

por lo que se tiene que

(3.64)

(3.65)

Como se puede ver de la definición de la supermélrica y de la última expresión,
los momentos 1I'"ab son densidades tensoriales de peso uno sobre la hipcrsuperficie.

Para realizar la transformada de Legendre de la lagrangiana y definir el hamil.
toniano, necesitamos despejar las velocidades como funciones de los momentos. Las
velocidades ¡i/IJ son funciones arbitrarias y por lo tanto, no se pueden expresar en
términos de las coordenadas y los momentos. Las velocidades de la métrica ,ab se
podrán expresar de tal forma si es posible invertir la Ec. (3.6.5), es d('cir, expresar
Kab en términos de los momentos. Para esto necesitamos encontrar la inversa de la
supermélrica, o sea, el objeto GalKd tal que al contraerlo con la supcrmétrica de la
identidad

C C,d,' -- 6"abcd - ab'

La forma más general que se puede pedir para la inversa es

(3.66)

(3.67)

Insertando (3.67) en (3.66) se encuentra que los valores que deben tomar los
coeficientes A y B son A = 1,B = -i. La curvatura extrínseca se podrá expresar
entonces como

De las Ees. (3..11) y (3.68) escribimos las velocidades 'r.1 de la forma

'r.1 = N.1I+ NII' - 2N /{.I

:;:::Nalb + NbJa + 2NGahcd1rcd•

(3.68)

(3.69)

Estamos entonces en posibilidad de escribir el hamiltoniano donde la transfor.
mación de Legendre se hará solamente sobre las variables 1ab tomando entonces el
hamiltoniano la siguiente forma,

(3.70)
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La densidad hamiltoniana es entonces

(~alia6 - L:) = _Cal,J K'J(Nall + Nlla - 2N Kal) - N(Cal,J KaIK,J + /"iJ R)

= N/"i(KaIKal- K' - R) - halNall' (3.71)

El segundo término se puede integrar por partes (teniendo en cuenta que se
trata de densidades tensoriales) quedando el hamiltoniano de la forma

donde

H = J dJx [N/"i(KalKal- K' - R) +Na(h:II)]

'"J dJx [N1io + Na1ia].

1io = /"i(KaIKal - K' - ¡¡l.

(3.72)

(3.73)

Podemos entonces escribir la densidad lagrangiana de primer orden a partir
de (3.70) y (3.72)

(3.74)

La integral de acción a partir de esta latrangiana, será funcional de la métrica
espacial ¡a6 así como de los momentos 1I'"a y las funciones N~. De la forma de
la lagrangiana (3.74) son de notarse dos puntos: las funciones N~ juegan el papel
de multiplicadores de Lagrange y la acción está escrita en forma ya parametrizada.
Aclararemos estos puntos. Si variamos respecto a las funciones NIJ encontramos que
tanto 1-(0 como 'Ha son cero por lo que las NIJ al estar multiplicando a funciones que
toman el valor cero tienen la función de los multiplicadores que introdujo Lagrange
y son, en principio, funciones arbitrarias. Las ecuaciones de movimiento para las
demás variables dinámicas estarán dadas a partir de Ia.'l variaciones de la acción
respecto de ellas. Las variables ¡116 y 11'"116 no son independientes entre ellas, ya que
están ligadas por las cuatro relaciones 1{~= O.A estas relaciones se les conoce con
eJ nombre de constricciones hamillonianas. La teoría está en forma parametrizada
ya que la lagrangiana de primer orden no está en forma canónica, forma que tendría
si los términos del hamilloniano contuvieran exclusivamente variables contenidas
en los términos (KtJ.IJ, 7a6). Como en este caso los términos hamiltonianos contienen
a las NIJ, se dice que la acción no está en forma canónica. Esto ocurre cuando la
teoría está en forma parametrizada.
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Para ilustrar esta distinción entre forma canónica y paramrl rizada, tomemos
una partícula no relativista con coordenadas ql y velocidades respecto al tiempo qil.
La acción de primer oroen se escribe

1.'1 1.'1S; Ldl; (qi'p, _ ll(p"qi)) di.
lo lo

(3.75 )

que está en forma canónica. Si ahora tomamos al tiempo como 01ra coordenada qO,
y hacemos que todas las coordenadas sean funciones d{"un paránwt ro T, podernos
identificar al hamiltoniano 1/ como un momento canónicamente ('onjllga(lo a la
coordenada qO de la forma

Po; -1l(q',I"), (3.76)

De esta igualdad se desprenci(' que el mom<,nto¡Jono ('S inoq){"nr!if'lItcde las demás
variables; la Ec. (:l.76) es una constricción entre las variabl<'S. La ución (3.75) se
puede reescribir desplll'S de haber elevado a la categoría de coordenada al tiempo
de la siguiente forma

(3.77)

Sin embargo, existe la constricción (3.76) entre las variables, que se puede escrihir
como 1{ == Po - I/(qi,p¡} = o. Este término debe agra<'gársde allagrangiano junto
con un multiplicador arbitrario N, para tener el lagrangiano completo de manera
que la acción sea de la forma

(3.78)

Este lagrangiano está en forma parametrizada. Para pasar a la forma canónica, sería
necesario hacer los pasos en sentido inverso. El primer paso consiste en despejar de
1{ o rfsolver la constricción haciendo po = -l/. Esto hace que la acción sea

(1
S; 1" (.¡ip, - ll.¡o)dT, (3.79)

que se puede r{'('Scribiroc forma tal que desaparezca la depf'T1denciaen el paráme-
tro T,

1.t1 dqi o
S; (dOp, - ll)dq.

'o q
(3.80)

Esta forma de la acción es independiente del parámetro T (ya qlle no aparece
en la expresión) y por lo tanto no se modificará ante un cambio de parámetro.
En la práctica, lo que se hace para pasar de (3.79) a (3.S0) es especificar una
relacion entre el parámetro y la coordenada qO. Se puede hacer {'Sto ya que se



Introducción al jONnalismo "DM 7 43

liene la liberlad de elegir arbitrariamenle al parámetro (lihertad de gauge). Si se
impone una condición coordenada de la forma qO ;;;; T por ('jcmplo, la acción loma la
forma (3.80) con el cambio de nolación qO t--+ T. Con esleej('mplo se pucde, entonces,
afirmar que en lérminos generales, la manera de reducir una acción paramelrizada a
la forma canónica es insertar la solución de las constricciones e impon('r condiciones
coordenadas.

La acción de la gravilación está expresada en la forma de la Ec. (3.78). Para r~
solver las ecuaciones, como primer paso, habría que transformar a la forma canónica,
es d(ocir,al equivalente de la Ec. (3.75), o en otras palabras, resolver las constriccio-
nes e imponer condiciones coordenadas. Este proccdimicnto sólo ha sido posible en
casos muy particulares (véanse las aplicaciones), pero en general sólo se ha hecho
Jonnalmenle (11].

4. Aplicaciones

En esta sección prcsentamos brevemenle algunos de los campos que se han desarro-
llado utilizando el formalismo AD~1.

~.1Gml'fdad cuántica

Hasta hace poco tiempo, una de las principales motivaciones para la construcción de
una formulación hamiltoniana, ~s decir, la idenlificación (le un conjunto de variables
canónicamente conjugadas a partir de una función lagrangiana y la ohtención del
hamiltoniano como la transformada de Legendre en las vclocid;:ulesde la función
lagrangiana, consistía en la posibilidad de cuanlizar la leoría. Esto es, asociar a
cada variable canónica un operador sobre un espacio vectorial e imponer reglas de
conmutación entre pares de variables conjugadas. El operador hamilloniano toma
ahora el papel de generador de translaciones en el tiempo, es d<---eir,es responsable
de la dinámica del sistema.

Sin emhargo, para la relatividad general, el proccJimil'nto de clIantización no es
directo a partir del hamiltoniano construido, ya que existen 4 constricciones (3.73)
entre las variables canónicas. Para tratar de salvar esla dificullad, se han seguido
dos caminos diferentes, que son a grandes rasgos: 1) Tratar de aislar los verdaderos
grados de libertad de la gravitación (que, a partir de la Iinearización de las ecua-
ciones, se sabe que es de dos grados por punto), objetivo que lenían en mente ADM
al comenzar su programa. Una vez aislados los grados de libertad, se procedería
a su cuantización. Este procedimiento como se mencionó anteriormente sólo se ha
logrado realizar de manera formal. 2) Considerar a todas las \'ariables, pero imponer
condiciones sobre el vector de estado dadas por las cualro constricciones, esto es,
pedir que las constricciones (ahora como operadores) al actuar sobre el \'cctor de
eslado, lo anulen. Este es el punto de vista adoptado por Dirac y De \Vitt.

En años recientes se ha tratado de cuantizar el campo gravitacional utilizando la
idea de suma sobre trayectorias, es decir, se consideran todas las posibles evoluciones
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de las 3-gromctrías (~ntrcdos de ellas fija.'J,damlo a cada una de aquellas un peso
proporcional a la acción clásica evaluada a lo largo de esta trayectoria [3).

Asimismo, se han construido formulaciones canónicas de la relatividad, alterna-
tivas a la ADM, como por ejemplo el formalismo de Ashtekar [2J.

'¡.2 Gromclrodillámica

Gcometrodinámica es el nombre que sc la ha dado a la relatividad general cuando
es vista como una teoría dinámica (13]. Como se mencionó en la introducción, la
formulación covariante de la relatividad general no es la más apropiada para apreciar
el carácter dinámico de esta. La introducción de nucvas variables y el considerar al
espacio-tiempo formado por la evolución de métricas iiJ(t) nos sugiere entonces
quién es la variable dinámica que evoluciona. Sin embargo, al analizar la expresión
que se obtuvo para la acción (3.58), se observa que esta es invariante ante difeomor-
fismos en la hipersuperficie m(t) por 10que no depende del sistema de cooT<lenadas
usado en ésta. Este hecho sugiere que la propiedad verdaderamente rdcvante para
cada hipersuperficie m(t) no es la métrica definida en ella, sino la propia geometría
intrínseca de la variedad.

Esta conclusión es relativamente clara si se considera el ejf'lllplo presentado en
la Seco3 con las esferas generando al espacio euclideo. Si se quiere ver a R.1formado
por el conjunto de esferas, no importa qué sistema de coordena.das intrínsecas se de
a. cada esfera, siempre que siga siendo una esfera.

El espacio-tiempo es, entonces, la evolución (o el conjunto si se prefiere ver así)
de 3-grometrías. El objeto que evoluciona es la geometría ele ulla 3-variedad m y
ésta es la variable dinámica de la relatividad general, por lo que queda claro el
nombre de geometrodinámica.

Si 10que evolucionan son 3-geometrías es natural pregllntarsc: ¿cn que espacio
evolucionan las geometrías? La respuesta es casi tonta: "En el c:"pacio de las 3-
geometrías". Este es el conjunto en el que cada punto es una 3-geometría y en él
están todas las 3-gcometrías posibles para la variedad m. A este c:"paciose le conoce
como Superrspacio 113)y se denota por 9.

Existe una analogía entre la evolución de una partícula y (le una geometría. La
particula ril'f en el espacio-tiempo y su evolución es una trayectoria en él. De igual
forma, una 3-grometría l'it'f en el superespacio y su evolución es una trayectoria
en él. Esta analogía no es, sin embargo, totalmente literal, ya que las trayectorias
en el supcrespacio, que definen el espacio-tiempo, no son curvas unidimensionales
(pararnetrizaclas por los reales), sino que son subvariedadcs del sllp('fespacio. Veamos
con un poco de detalle la razón por la que no son curva."!unidimensionales.

Supongamos que se tiene un espacio-tiempo conocido. Las foliaciones que se
pueden construir para tal espacio. tiempo son infinitas, ya que habrá una foliación
para cada función t(.rP) que se defina en el espacio-tiempo tal que las hipersuperficies
dadas por t = cte. no se intersecten. Es claro que el Illímero de funciones que se
pueden definir es no numerable. Cuando se elige tal función, es decir, se escoge
una foliación particular, el espacio-tiempo estará así formado por una curva de
hipcrsuperficics parametrizadas por el valor de t. El espacio-tiempo es entonces una
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curva, una t'CZ e/egida la foliación. Resulta también claro del argumento expuesto,
que el conjunto de todas las foliaciones para tal espacio-tiempo representa una
subvariedad del superespacio. A tal subvariedad se le conoce con el nombre de
hipercspacio [141.

{3 CO$mología

A finales de los años sesenta y prinCipiOS de los setenta, se desarrolló el estudio
de modelos cosmológicos, en particular homogéneos, con el uso de un formalismo
hamiltoniano [I5J. Este método resulta particularmente útil ya que en algunos casos
es posible encontrar una solución explícita de las ecuaciones de Einstein, y en general
permite hacer un análisis cualitativo más rico de la dinámica de los modelos. Entre
los modelos más estudiados están aquellos en los que las funciones lapse y shift
toman los valores N ::; 1 y Ni ::; O, las hipersuperficic..-'Sde t = cte. son aquellas
que aceptan grupos de movimiento definidos en ellas (hay un total de nueve) y se
conocen como universos tipo Bianchi.

La métrica general para los modelos homogéneos, en general, se puede escribir
de la forma

(4.1)

El proce(limicnto que se describió al final de la S{'C. 3, que consiste en resolver
las constricciones y elegir condiciones coordenadas con el objeto de pasar la acción
a la forma canónica (teniéndose así un hamiltoniano verdadero) ha sido posible en
algunos casos donde se definen las coordenadas en función de "tij y 'Trij, lIf'gándose
a expresar al hamiltoniano en términos de estas coordenadas (véase [I5J).

Las 3-gcometrías im'olucradas en la métrica (4.1) dependen exclusivamente de
la coordenada tiempo, por lo que el problema tiene un número finito de grados de
libertad, ya que las coordenadas del problema dependen solamente del parámetro
tiempo y no de todas las variables como en el caso de espacios tiempo más generales.
En el lenguaje del superespacio, las 3-geometrías de los modelos cosmológicos son un
subconjunto de aquel, bautizado por ~tisner con el nombre de minisuperespacio [16].

En el minisupercspacio, donde el número de grados de libertad es a lo más
cinco, es posible preguntarse si existe alguna relación entre las ecuaciones de Ha.
mil ton, derivadas a partir del harniltoniano y la ecuación de geodésicas asociada a
la supermétrica.

A partir de la constricción 110 = O definida en (3.37), podemos definir un ha-
miltoniano (igualado a cero) a tal ecuación y reescribir

(4.2)

donde los índices (ii) se reemplazaron por A. Notemos que la forma del hamiltoniano
en (4.2) es similar al hamiltoniano de la partícula libre en el espacio-tiempo con
métrica CAB, con la diferencia de que en (4.2) el término de masa puede depender
en general de las coordenadas gA.
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Las ('cuaciones de lIamilton para el hamiltoniano scrán entonces

(4.3)

A partir de estas ecuaciones derivamos

que se puede rN'Scribir como

Por lo tanto,

d'A dCdO 1
_9_ rA LL - -le'
d).2 + OC dA dA - 2 .

(1.1 )

Es (¡ecir, se obtiene la ecuación de geodésicas para la métrica CAIJ con un
término forzante extra. Esta ecuación pcrmit(', de alguna forma, relacionar a las
ecuaciones de lIamilton con la de geodésicas a la que se le agregó un potencial-R,
responsable de una fuerza crfra. Si de alguna manera este término fucra despreciable,
tendríamos prácticamente que el comportamiento del moddo cosmológico sería el
de una partícula libre en un espacio curvo.
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Abstract. lo this work we present the cooccpts and mathematicaJ de-
velopments which gi,,'e rise to the lIamiltooian formulatioo of Einstcill's
gencraJ relativity, first introduced by Arnowitt, D{'ser, and Misn('r. AH
the geomelricaJ quantities n~'ded for thC' construction are explicitly
obtain<'d and application examplcs are given.


