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Resumen. Se presentan los conceptos y desarrollos matematicos que
dan lugar a la formulacién hamiltoniana de la relatividad general de
Einstein introducidos por Arnowitt, Deser y Misner. Se construyen
explicitamente los objetos geométricos necesarios y se dan ejemplos de
aplicacién del formalismo.

PACS: 04.20.Cv; 04.20.Fy

1. Introduccién

La formulacion de la teoria de la relatividad general dada por Einstein tiene como
uno de sus conceptos centrales el Principio de Equivalencia: “las leyes de la fisica
son independientes del estado de movimiento del observador™. Este principio implica
que dichas leyes deben ser descritas de manera covariante, es decir, independiente
del sistema de coordenadas.

Es claro entonces que la formulacion covariante es natural y permite expresar a
la interaccién de la materia con la geometria de manera simple y elegante:

G" = kT™, (1.1)

donde G"” es el tensor de Einstein y T#” el tensor de energia momento.

Una caracteristica de la covariancia de las ecuaciones de Einstein, es que algunas
de estas ecuaciones representan constricciones en las variables dindmicas. Dichas
constricciones estan estrechamente relacionadas con las identidades de Bianchi

G*., =0, (1.2)

que ademas expresan que estas constricciones se preservan cuando las ecuaciones
dinamicas se satisfacen.

A pesar del alto grado estético que da la formulacién covariante a las ecuaciones
de Einstein en la practica, el aislar a las ecuaciones con contenido dinamico de las
que son constricciones, se ve obscurecido precisamente por esta forma covariante de
expresarlas.

Una manera de desentraiiar la dindmica de la relatividad general consiste en
verla como un problema de Cauchy, es decir, analizar la dindmica como la evolucién
de una hipersuperficie tridimensional donde estén definidos los campos. Esta manera
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de reformular la relatividad general fue desarrollada por R. Arnowitt, S. Deser y
C. W. Misner y tomé su forma completa a principios de los aiios 60 [1]; se conoce
como la formulacion ADM de la relatividad general.

Este formalismo ha tenido un desarrollo continuo a lo largo de sus casi 30 afios
de existencia; sin embargo, el interés por parte de la comunidad de fisicos téoricos en
la realizacién de investigaciones sobre aplicaciones del formalismo ADM ha sufrido
altibajos. Desde mediados de los afios ochenta ha habido nuevamente un creciente
interés tanto en el formalismo mismo, como en sus aplicaciones en diferentes areas.
Por mencionar algunos ejemplos: ha servido como base para el desarrollo de las va-
riables de Ashtekar [2]; se ha utilizado en problemas relacionados con la cuantizacién
de la gravedad por medio de integrales de trayectoria [3]; ha servido como medio
para determinar, por métodos numéricos, soluciones a las ecuaciones de Einstein [4];
ha sido la base para el desarrollo de la teoria del espacio de espacios [3].

Dada la importancia que ha adquirido la formulacién ADM, aunado al hecho de
que no sc tiene, hasta donde sabemos los autores, una exposicion introductoria clara
y completa del formalismo y de algunas de sus aplicaciones, los autores decidimos
elaborar el presente trabajo que pretende sanar esta carencia. De este modo, en
estas paginas se tratara de dar una introduccién lo mas accesible posible al forma-
lismo de ADM, asi como a la formulacién hamiltoniana. El presente trabajo tiene la
siguiente estructura: en la Sec. 2 se exponen las ideas y conceptos necesarios para
la construccién del formalismo ADM, con un minimo de ecuaciones, con el objeto
de ofrecer un panorama global del método. En la Sec. 3 se presenta el desarrollo
formal, deduciendo las ecuaciones de manera explicita, y finalmente en la Sec. 4
presentamos algunos ejemplos de aplicacién del formalismo y mencionamos algunas
areas que se han desarrollado utilizando el formalismo ADM.

2. Desarrollo conceptual

En esta seccion se explican, a grandes rasgos, los pasos a seguir para la construccién
del formalismo ADM, con el propésito de tener a este nivel, sin haber entrado en
detalles, una idea relativamente clara de cual sera el procedimiento a seguir.

Como mencionamos en la introduccién, las variables ADM muestran explicita-
mente el contenido dindmico de las ecuaciones de Einstein y permiten construir un
hamiltoniano en el que todos los términos tienen una interpretacién relativamente
clara, a mas de que una vez que se puede definir un hamiltoniano, es posible, en
principio, proceder a la cuantizacién de la teorfa una vez que se han aislado los
grados de libertad verdaderos. La obtencién de las ecuaciones de Einstein a través
de la formulacién ADM tiene su forma mas clara, desde nuestro punto de vista,
haciendo uso del principio variacional.

El principio variacional, como uno de los posibles caminos para llegar a las ecua-
ciones de campo de Einstein, consiste en encontrar los extremales de un funcional
de accién, en este caso, de la accién gravitacional. La funcional de accién debe ser
expresada como la integral sobre el espacio-tiempo (con el elemento invariante de
volumen) de una funcién escalar. Paralelamente a los trabajos en los que Einstein
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diera a conocer su formulacién, Hilbert postulé el principio variacional para la teoria
gravitacional expresando la accion de la forma

S= /dx‘ =g, (2.1)

donde la densidad lagrangiana esta dada por £ = \/—gR, g es el determinante del
tensor métrico y R es el escalar de curvatura.

La integral en (2.1) es sobre la totalidad de la 4-variedad (espacio-tiempo). La
accién es un funcional del tensor métrico S = S[gu.], por lo que el tensor métrico
aceptable debe ser aquel para el cual la accién sea un extremal. En otras palabras,
se debe variar la accién respecto a las componentes del tensor g,, para obtener
las ecuaciones de movimiento. Al efectuar tal variacién (teniendo cuidado con los
términos de frontera) e igualarla a cero, se llega a las ecuaciones de Einstein en el
vacio:

1
Ry = 5 Rgu = 0. (2.2)

La construccién eldsica de la teoria hamiltoniana a partir de este punto, im-
plicaria la construccién de los momenta canénicamente conjugados a las variables
dindmicas, i.e. a las 10 componentes del tensor métrico, tomando la derivada parcial
de la densidad lagrangiana respecto de las velocidades. Pero jcémo definimos tales
velocidades? Para hacer eso, nos damos cuenta que es necesario privilegiar a alguna
de las coordenadas como el tiempo para poder definir velocidades. Esto rompe la
covariancia, pero ademas esta cortando el espacio-tiempo en rebanadas de zo = c.
La complicacién algebraica a la que lleva tal procedimiento es enorme. Podemos
darnos una idea de dicha complejidad, con el hecho de que P.A.M. Dirac dedicara
mas de una década en tal intento sin llegar a resultados satisfactorios.

Es relativamente claro que se necesita separar en el sentido de hacer diferente,
alguna de las coordenadas, o bien una direccidn en el espacio-tiempo, para la
construccién de un hamiltoniano. La manera que se disefié para hacer esto, fue
el considerar rebanadas del espacio-tiempo, de manera que cada rebanada sea una
hipersuperficie de 3 dimensiones con una métrica positiva definida en ella. Si con-
sideramos el espacio-tiempo como formado por la coleccién de rebanadas, donde a
cada una de éstas se le etiqueta por un nimero t (no es necesariamente el tiempo,
es una etiqueta), donde pedimos que ninguna de las rebanadas se intersecte, po-
demos entonces pensar en la evolucidn como el cambio de estas hipersuperficies en
el pardmetro t y cubrir de esta manera el espacio-tiempo completamente. Dotando
a cada hipersuperficie de una métrica tridimensional ;; determinada por la forma
como cortamos el espacio-tiempo, es posible considerar a la métrica v;;(t) de la
hipersuperficie que evoluciona con t, como la variable dinamica.

Ademis de las seis componentes de ¥;; que forman dicha variable dindmica,
se deben definir otras 4 variables para tener un total de diez, que es el numero de
componentes de la antigua variable g,,. Estas cuatro variables se definen de manera
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natural al considerar la foliacidn de hipersuperficies en el espacio-tiempo. Estas nue-
vas variables que se denotan por NV, funcién Lapse, de intervalo, que se relaciona con
la separacion entre cada hipersuperficie y N*, funciones Shift, de desplazamiento, que
se relacionan con el movimiento de un punto al pasar a la siguiente hipersuperficie.
Estas cuatro funciones describen como pegar las hipersuperficies para formar la
foliacién.

Posteriormente se procede a reescribir el elemento de linea en términos de las
nuevas variables ds? = dsz[‘y,'j,N. N'], relacionando asi a las nuevas variables con
las antiguas.

El siguiente paso consiste en reescribir la accién gravitacional en términos de
las nuevas variables, es decir, necesitamos expresar el escalar de curvatura del
espacio-tiempo, ‘R, y el invariante de volumen, v/—gd*z, como funcién de objetos
geométricos en la hipersuperficie y de las nuevas variables N, N*. Para esto es necesa-
rio estudiar el encajamiento (embedding) de las hipersuperficies, es decir, la manera
en que la hipersuperficie hereda la estructura geométrica, tanto del espacio-tiempo
como del encajamiento particular realizado, i.e. como se efectud el corte. Asi mismo,
es necesario estudiar la forma en que los tensores del espacio-tiempo se proyectan
sobre la hipersuperficie y sobre la direccién ortogonal a ella.

En este paso, jugard un papel importante la curvatura ertrinseca Kij ala hiper-
superficie: Ky; = Kij[N, Nyjj,%ij], con “ - 7, la derivada con respecto al parametro
“” y “| 7 la derivada covariante en la hipersuperficie. Con la ayuda de este objeto
se logra escribir el tensor de curvatura de Riemann, y por lo tanto el escalar de
curvatura R, como funciones de v;;,9; N y Njjj- Queremos enfatizar el hecho de
que la nueva densidad lagrangiana no dependera de las derivadas respecto a t de las
funciones Lapse y Shift. Se llega finalmente a expresar la accién de la forma

S[yijy N, N¥] = f dt / d*z AN(KYK;; — K+ R) (2.3)

donde \/=g = N,/7 es el nuevo elemento invariante de volumen, con respecto a
transformaciones en la hipersuperficie.

La no dependencia de la densidad lagrangiana en las velocidades de N y N, nos
permite entonces considerarlas como variables dinamicas no relevantes. Este hecho
nos sugiere entonces que las verdaderas variables dinamicas son las seis componentes
de 7;;(t).

De esta manera obtenemos la reformulacién del principio variacional de la rela-
tividad general con un contenido dindmico mas claro, que es lo que se pretendia. Po-
demos ir mas adelante y construir la densidad hamiltoniana, H, a partir de la nueva
densidad lagrangiana de la manera usual, definiendo los momentos canénicamente
conjugados a las ~;; de la forma

W'ij = =-—r (2.4)

y efectuando la transformacién de Legendre solamente sobre las variables dinamicas
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relevantes y sus momentos:
H=r"%;-L. (2.5)
Esta densidad hamiltoniana tiene la forma
H = NHy+ N'H;. (2.6)

Las densidades escalares Hy y H; jugaran un papel muy importante al analizar
la dindmica de la teoria.

Como se mencioné al principio de esta seccion, en la relatividad general existen
constricciones entre las variables (causadas por tratarse de una teoria covariante).
Ahora, con la introduccién del formalismo ADM es clara la forma que tienen las
constricciones y las variables que involucran. De esta manera se tienen cuatro
constricciones primarias, es decir, aquellas que son consecuencia de la forma de
la densidad lagrangiana: los momentos conjugados a las cuatro variables N y N*.
Estos momentos

P* = 3_1.[,’ (2:7)
dN,
son débilmente cero, pues L no depende de N,. (lamamos N* al conjunto de varia-
bles N y N*, pero no se implica con esto que sean las componentes de un campo
vectorial). Podemos, con la densidad hamiltoniana, reescribir a la densidad lagran-
giana donde ahora las variables dinamicas sean tanto los 7,3 como los momentos =
y asi tener un principio variacional de primer orden. La accién se escribe entonces

Shyijs N, N¥] = / dt / d*z(7Y%;; — NHo + N'H;). (2.8)

Esta expresion para la accion estd en forma parametrizada como consecuencia de
la covariancia. Las ecuaciones de movimiento se obtienen al variar respecto a las
diferentes variables. Si se varian las N¥, se obtiene que los cuatro H, deben ser
cero.

A estas expresiones, que relacionan a las variables dinamicas ('r;j,wij) entre si,
se les conoce como constricciones hamiltonianas.

De esta manera hemos presentado las ideas fundamentales para la construccion
del formalismo ADM asi como para la formulacién hamiltoniana. En la siguiente
seccién presentaremos el desarrollo formal, explicito, de las ideas aqui presentadas.

3. Desarrollo formal

3.1 Encajamiento de una hipersuperficie en una variedad

Consideremos el espacio-tiempo dado por una variedad 4-dimensional M con una
métrica definida en ella g,, de signatura (—,+,+,+). Denotemos las coordenadas
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de esta variedad por z*. Definimos ahora el encajamiento de una hipersuperficie
3-dimensional m de la siguiente manera:

ot = XH(¢Y), (3.1)

donde p = 0,1,2,3 y a = 1,2,3. Estas cuatro funciones son las que determinan el
encajamiento. Para que se trate de un encajamiento debemos pedir que la hiper-
superficie, con coordenadas intrinsecas £* , no se intersecte a si misma, es decir, el
mapeo X : m +—— M debe ser uno a uno [6).

La métrica de M induce una métrica sobre m si consideramos el elemento de
linea restringido a la variedad m:

ds® = g,,(z) dz* dz¥

m

axr  axv ,
RO
aX* 9X*
ote agt

= Yab dfn dfba

= g (X
(3.2a)

= [omxY | derae

donde la métrica inducida es entonces

ax*oxv
Yab = guuw—azg‘- (3.2b)

Definamos

ax#

[ .
Xa—agﬂv

(3.3)

nétese que X es la p-ésima componente en las coordenadas z* del a—ésimo vector
de la base coordenada natural sobre m dada por,

a
e, = 6_{“’ (3.4)
va que el vector debe escribirse formalmente como
axX* a
pg _ LT
X0 = e ax (3.5)
p ;

=BF,
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Tenemos entonces que la definicion de las componentes de la métrica 7,3 sobre
m es la definicién natural dada por

Yab = g#VX:’Y;
(3.6)

= (eq - ep).

Para el estudio de la dindmica del espacio-tiempo en el marco que aqui interesa,
la hipersuperficic encajada debe ser de tipo espacio (spacelike), por lo que pedimos
que la métrica en ella 4 sea positiva definida (+ + +).

Los 3 vectores e, forman una base para el espacio tangente a la variedad m
en el punto p denotado por T,m. Este espacio es a su vez un subespacio del es-
pacio tangente a M, T,M. Para completar la base de este espacio construimos el
complemento ortogonal al T,m definido por la métrica g,,. Este subespacio sera
generado por el vector ortogonal a los e,, que denotaremos por n. Este vector de
componentes n* en la base d, satisface

X" =0; (3.7)
pedimos ademas que esté normalizado,
gun"n” = —1. (3.8)

Estas dos condiciones determinan totalmente el vector n.

Tenemos entonces que el conjunto de vectores (e4, n) forma una base de T,M
para cada punto p. Con ellos podemos expresar a cualquier vector del TyM como
la combinacién lineal de la base de la hipersuperficie m y el vector normal de la
siguiente manera:

(A = (A%, + A'n)*
(3.9)
= A*X¥ + AlpH,

donde
Al =—_(A-n). (3.10)

Si el vector A estd sobre la hipersuperficie sera entonces de la forma A = A%e,.
Los escalares A® se comportan como escalares bajo una transformacién de coordena-
das del espacio-tiempo X# —— X'# ya que ante tales cambios de coordenadas, tanto
los vectores e, como el vector A se mantienen fijos, por lo que los A® no cambian.
Sin embargo, los podemos ver como componentes contravariantes de vectores sobre
T,m, dado que se transforman como tales ante cambios de coordenadas £* — e
en la hipersuperficie:

0« 0 _ a0 0
age - oée agw

= A", (3.11)
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por lo que las nuevas componentes seran

B acru

A_BQ"'

AL (3.12)

Definimos la métrica contravariante en m como la matriz inversa a Yab, €s decir,
7% = (y,4)~", de manera que podemos usar la métrica para bajar y subir indices
de las componentes:

Aa =1 bAb
* (3.13)
Aﬂ = ‘YabAb-

Las componentes contravariantes del vector las podemos reescribir de la si-
guicnte manera,

Aa - 'TabAb
= 1"(A - &)
(3.14)
= ’y“bg#y.\’:A”
= XJA%,
donde estamos definiendo al objeto
X3 =g, XL, (3.15)

que nos permite encontrar la a-ésima componente contravariante del vector A.

Dado un vector de espacio-tiempo arbitrario A con componentes A*, sabemos
ya la manera de encontrar sus proyecciones en la hipersuperficie [A, = (A - e4)] en
la base natural de T,m. Queremos ahora encontrar una relacion que nos exprese a
esta misma proyceccion en componentes de la base dy. Para tal fin, observamos que
de la igualdad

(A)" = A*XE — (A -n)y, (3.16)

tenemos que la componente p-ésima del vector proyectado sobre la hipersuperficie
es

ATXE = AF 4 AVt
‘ Y (3.17)
=AY (8%, + nun*).

Por lo tanto, hemos encontrado el operador de proyeccién que manda a un vector
de espacio-tiempo a uno sobre la hipersuperficie. A este operador lo denotaremos
por

k¥, = &, + n*n,. (3.18)
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Es facil ver que este operador satisface las siguientes propiedades haciendo uso

de (3.7) y (3.8)

’?yh”v =iy
h# kY, = k¥, (3.19)
h*, =3.

3.2 Derivadas covariantes inducidas

La derivada covariante, definida por la métrica g,,, de un vector sobre m, en la
direccién de otro vector que también esté en m no serd en general un vector tangente
a la hipersuperficie. La forma natural de definir una derivada covariante en m seria
pedir que ésta sea también un vector de T,m [7]. En este punto es conveniente
considerar el caso en que las primeras 3 coordenadas z* coinciden con las £?, es
decir, tenemos que 7% = £%. A estas coordenadas se les denomina coordenadas
adaptadas. Notemos que en este caso, las vectores e, coinciden con tres vectores de
la base coordenada de Tp,M, por lo que sus componentes son triviales: XY =8L.
El tomar este sistema de coordenadas para m simplifica en general el analisis, ya
que las expresiones obtenidas son mds simples, sin perderse generalidad. Esto se
debe a que siempre es posible tomar a las tres coordenadas intrinsecas de m como
tres de las coordenadas del espacio tiempo. A partir de ahora, en todo el analisis se
usaran coordenadas adaptadas. Podemos entonces considerar la derivada covariante
(de espacio-tiempo) de un vector sobre la hipersuperficie A = A%, en la direccion
de los vectores base de la siguiente forma:

Ve, A =1V,A =1V, (eAY)
aAb
Xe
aAb

= ebgﬁ + (4Fcbuec = 3 QrubaeD)Ab-

= ey + (T¥hae) A, (3.20)

Como caso particular, la derivada covariante de los vectores base esta dada por

Ve, = TVee, (3.21)

= 4Fc5aec + 4r05¢eg.

Tanto en la Ec. (3.20) como en la (3.21), existe un término fuera de la hipersu-
perficie:

(*T%,A%)(eo - n), (3.22)
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que, en general, no se anula. Podemos deshacernos de ese término proyectando el
vector sobre la hipersuperficie, a manera de tener un vector en T,m. De este modo
obtenemos la derivada covariante intrinseca a la 3-geometria de la hipersuperficie. De
ahora en adelante, denotaremos al operador asociado a esta derivada por 3V = V.
Tomemos nuevamente un vector sobre la hipersuperficie A = A%,. En términos de
componentes A® en T,m la componente contravariante de la derivada covariante se
expresa:

A%l =3V, A4° = A%, 4315, A, (3.23)

con 3T, = 4I,.
Si ahora consideramos a la c-ésima componente covariante de la derivada del
vector A en la direccién de e,, ésta sera de la forma

(3vaA)c =€ 3Ve¢ A, (324)
que se puede también expresar como

Aga = ec- VA
(3.25)
—_— Ac,a - 3Fbanb-

Notemos que la forma que toman las expresiones de la derivada tanto en sus
componentes covariantes como contravariantes es la misma que las derivadas en el
espacio-tiempo. Este hecho se debe a que la derivada covariante en la hipersuperficie
estd dada por la conexién afin en la variedad m, definida a partir de la métrica en
la forma usual [5],

1
3Fabc = 5(7.:!”:: +Yaesb =Vbesa ), (3.26)
y con la siguiente interpretacion:
3Fal!t: =lae=e,- Veey. (327)

Con el objeto de facilitar los cilculos, notemos que la derivada covariente puede
igualmente expresarse (para A* = A’X}) en términos de componentes de la si-
guiente manera,

Ablc = (A%, Xx})?
= X:(A"‘;,,X:) (3.28)

= XAXTAL,.
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Esta expresién puede ser de mayor utilidad practica. Sin embargo, consideramos
que la manera en la que la presentamos inicialmente es conceptualmente mas clara.

3.3 Curvatura cxlrinseca

Definimos ahora la curvatura eztrinseca a la hipersuperficie como
Kag= <3 Ven, (3.29)

es decir, la componente (ab) de la curvatura extrinseca es igual a la proyeccién en la
direccién b de la derivada covariante del vector normal en la direccién a (salvo signo).
Notemos que la curvatura extrinseca esta bien definida sobre la hipersuperficie, ya
que el vector *V,n es un vector en Tpym:

0="V,(n-n),
de donde

0="V,n-n, (3.30)

por lo que K, es un objeto geométrico de la variedad m. La nocién de curvatura
extrinseca no tiene sentido para una variedad en si misma, sélo toma significado
cuando dicha variedad se encuentra encajada en una de dimensién mayor, ya que
de la misma definicién, la curvatura K,; depende de la geometria de la variedad
grande (a través de la derivada covariante de espacio-tiempo y del vector normal a
la hipersuperficie).

Una interpretacion geométrica de la curvatura extrinseca es que da una medida
de qué tanto se curva la hipersuperficie respecto de la variedad M, o en otras
palabras, nos dice que tanto los vectores normales para dos puntos cercanos en
m se alejan de ser paralelos (véase la Fig. 1). Existe una forma de reescribir la
curvatura que se sigue de la ortogonalidad de n respecto de la hipersuperficie, es
decir, (eq - n) = 0. Tenemos entonces que,

Kg=n-17,¢,. (3.31)

Esta tltima expresién y la Ec. (3.27) nos dicen cémo escribir el vector RV
en términos de sus componentes sobre la hipersuperficie y la direccién ortogonal:

17,y = —Kgn + 3Pchec. (3.32)
Esta ecuacién es conocida como la ecuacidn de Gauss.

El conocimiento de la derivada covariante de espacio-tiempo de los vectores base
e, nos permite escribir entonces la derivada de un vector arbitrario sobre Tpm:

1V,A = Aoy — KpA'n. (3.33)
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dP dP = K(n)

FIGURA 1. Representacion esquematica de la curvatura extrinseca. La curvatura extrinseca da
una medida de la diferencia entre los vectores normales en puntos cercanos sobre la
varicdad m.

Para finalizar esta seccién escribamos la curvatura extrinseca en componentes,
L @ Ra
Koy = = XX 000, (3.34)
de manera que en coordenadas adaptadas toma la forma

Kap = —Tay. (3.35)

3.4 Descomposicidn del espacio-tiempo en 3 + 1

Hasta ahora hemos definido de manera precisa la forma de encajar una 3-geometria
en el espacio-tiempo, se ha encontrado la métrica Yab sobre esta hipersuperficie, la
derivada covariante sobre ella (por lo tanto la nocién de transporte paralelo), asi
como la descomposicién de un vector de espacio-tiempo en componentes proyectadas
y ortogonales.

El siguicnte paso consiste en afirmar que la totalidad del espacio-tiempo se puede
generar por las hipersuperficies (cada una de ellas corresponde a un encajamiento)
sin que éstas se intersecten. A la totalidad de las hipersuperficies generadoras se
le denomina una foliacién. Como ejemplo, el espacio euclidiano R? se puede ver
como generado por esferas de radio a; cada esfera es una hipersuperficie (dim =
2) encajada en R? (dim = 3) y la totalidad de las esferas constituye una foliacién
de R®.

La foliacién estara dada por una funcién ¢ en el espacio-tiempo de forma tal que
a cada hipersuperficie le corresponda un valor contante de {, es decir, las hipersu-
perficies estan definidas por ¢ = cte. Recordemos que t es simplemente una etiqueta.
En el ejemplo de las esferas, tal funcién puede ser la funcién radio r = r(z,y,z) que
a cada esfera le asigna r = q.

Dada una hipersuperficie con etiqueta t = ty, un punto p sobre ella estd ca-
racterizado por sus tres coordenadas €"; este punto representa un evento. A este
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t+ dt

FIGURA 2. Se representan dos esferas de la foliacion de R3 en las que los puntos p y p’ estin
identificados. Se hace notar que el punto p’ no se encuentra necesariamente sobre el
polo norte de la esfera exterior.

punto le corresponde un punto p’ sobre la hipersuperficie de etiqueta to + dt, de tal
forma que los dos puntos estan identificados. La direccién en la que esté el punto p
con respecto a la hipersuperficie to depende de la funcién t: el punto p' tendra las
mismas coordenadas intrinsecas sobre la hipersuperficie ty + dt que las que tenia el
punto p en la hipersuperficie original, pero sus coordenadas de espacio-tiempo seran
diferentes segtin sea la funcion £.

Para ilustrar esta idea tomemos al punto p sobre la esfera de radio a como el
polo norte (Véase Fig. 2). Este punto tendra sobre la esfera las coordenadas (8 = 0).
El punto p', sobre la esfera de radio a + dr que le corresponde a p no tiene porque
ser también el polo norte de la esfera (visto como el punto sobre el eje z de R?),
aunque le correspondan las mismas coordenadas intrinsecas (0 = 0) sobre su esfera.
Habra entonces un vector que conecte a los puntos p y p' basado en el punto p
(estamos considerando que dt es infinitesimal), que no es necesariamente ortogonal
a la hipersuperficie. Para las esferas, el vector serd ortogonal sélo si p' es también
el polo norte.

La foliacién esta dada analiticamente por las funciones

a® = X¥(£%,1), (3.36)

donde el vector que conecta los puntos de dos hipersuperficies esta dado por @y, con
componentes en la base d, dadas por

9 _dx* 9
t  dt dz*
2 ! (3.37)
=t 0

ozh’
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sus componentes son por lo tanto t* = dX*/dt. De la Sec. 3.1, sabemos cémo

descomponer un vector en parte proyectada sobre la hipersuperficie y en parte
normal (3.9) y (3.10), por lo que podemos escribir en esa forma al vector d;:

= —(t-n)p* +9°(t - &) X2

—(t-n)n* + 1 g X XY

—(t-n)p* + (X3") X3
Nn* + N° X%, (3.38)

Al escalar N se le denomina funcién lapse, y el vector sobre la hipersuperficie N* se
conoce como vector shift. Estas, junto con la métrica 7, constituyen las llamadas
variables ADM. Como se puede ver claramente del ejemplo de las esferas, la funcién
lapse representa qué tanto se separa la nueva esfera; la separacién en este caso es
la misma para cada punto de la esfera ya que todas las hipersuperficies son esferas,
pero en el caso general la separacién no sera constante. Por otro lado, el vector
shift indica qué tanto rotd la esfera, o en otras palabras, qué tanto se deformd. La
interpretacién para las hipersuperficies tipo espacio es similar y entonces toman
sentido los nombres de las nuevas variables N y N%: la funcién lapse da informacién
del lapso de tiempo entre los eventos p y p’ (para un observador seria el tiempo
propio transcurrido), ya que la direccién normal a la hipersuperficie es en algin
sentido la direccién temporal (recordemos que el espacio-tiempo tiene signatura
(=»+,+,+)); el vector shift representa qué tanto se desplaza el punto p sobre la
propia hipersuperficie y por lo tanto, vista ésta globalmente, qué tanto se deforma.

Es claro de la Ec. (3.38) que al especificar las cuatro funciones N* queda de-
terminada completamente la foliacién de las hipersuperficies que daran lugar al
espacio-tiempo; para que éste quede totalmente determinado es necesario encontrar
la métrica inducida sobre cada hipersuperficie, la cual estara dada por las ecuaciones
dindmicas que se derivaran mas tarde.

Veamos ahora la forma de reescribir el elemento de linea del espacio tiempo (es
decir, la distancia entre dos eventos) en términos de las nuevas variables, es decir, de
Yab ¥ de N, N®. El elemento de linea entre dos eventos del espacio-tiempo p(z%,t) y
P/(z* 4+ dz°,t + dt), lo descompondremos en dos partes: el cuadrado de la distancia
sobre la hipersuperficie que contiene a p menos el cuadrado del tiempo propio entre
hipersuperficies:

ds? = vy5(dz® + N dt)(dz® + NP dt) — (N dt)? :
3.39)
= (NgN® — N%)dt? 4 2N, dz® dt + v, dz® dz®

donde (dz® + N°®dt) es el desplazamiento sobre la hipersuperficie base y Ndt el
tiempo propio entre ellas (véase la Fig. 3). Esto se puede ver més claramente si
notamos que en el caso en que N® = 0 el elemento de linea tendra contribuciones
de: i) la distancia sobre la hipersuperficie base y ii) el tiempo propio, ya que la
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tha N7H 4+ NIXE

t+dt

FIGURA 3. Se muestran las proyecciones del vector d; sobre la hipersuperficie t y sobre el vector
normal n, identificindose éstas con las funciones N® y N, respectivamente.

evolucion de las hipersuperficies es meramente temporal ( ¢ es en este caso normal
a la hipersuperficie). De la iiltima expresion (3.39) se desprende la relacion entre las

componentes covariantes de la métrica g, en coordenadas adaptadas y las variables
Vaby AV

goo = (N*N, — N?),
90a = Nm (340)

9ab = 7Yab-

Las componentes contravariantes se encuentran invirtiendo la matriz g,,, de forma
que tenemos

1 Nt
Nz N
e N . (3.41)
Ne NN
N? TTNT

El elemento de volumen esta dado por

V—gdiz = Nﬁ(ﬂrd!. (3.42)

Las primeras dos ecuaciones de (3.40) nos dicen que las componentes go, de la
métrica de espacio-tiempo y las variables N* estan relacionadas directamente, por
lo que podemos reemplazar a las primeras por estas dltimas. Se desprende de igual
forma que las componentes gg, son variables dindmicas no relevantes, puesto que
las N* deben ser impuestas desde fuera para construir la foliacion.
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3.5 Escalar de curvatura

Habiendo introducido el nuevo conjunto de variables ADM, estamos ahora en posi-
bilidad de reescribir el escalar de curvatura *R en términos de estas variables, con el
objeto de reescribir el principio variacional. Como primer paso relacionaremos a la
curvatura extrinseca definida en la Sec. 3.3 con las variables ADM. De la Ec. (3.35)
podemos escribir

Kgp = —Ta;b
==t 411"::&% (343)

en coordenadas adaptadas n, = —N(1,0,0,0), por lo que usando las Ecs. (3.41),
(3.26) y (3.25) tenemos

Ky =—~NT%

= _N(900 4F0ab + chrcbﬂ)

: 1
= = | = (Nﬂ,b HE Nb.a = ’7&6) - FNCFcbn

1

2N?
] .

= 5 (Nalp + Noja = Fab)- (3.44)

Notemos que K, no depende de las derivadas respecto a t de N¥.

A continuacién reescribiremos al tensor de Riemann *R*,,, restringido a la
hipersuperficie, es decir, de componentes *R%,.; en términos del tensor de Rie-
mann intrinseco a la hipersuperficie (construido a partir de la derivada covariante
intrinseca a ésta), 3 R%.q, asi como de la curvatura extrinseca [8]. Para esto cam-
biaremos de base del espacio-tiempo; en vez de tomar el vector ey = 8, como hasta
ahora, tomaremos el vector normal n.

El tensor de Riemann esta definido por

[Va;vﬂ] At = R#lﬂ.’fﬂAy! (345}
por lo que si el vector A se toma en la hipersuperficie (en particular un vector base)

y las derivadas son también en la direccién de los vectores e, tenemos, usando la
ecuacién de Gauss (3.32), que la segunda derivada covariante sera

g U ey =Y, [— Kan + Srdcbed]

i ;4 3pd Tl
—Kepan — K" Ve,n + T €4 + °T? 4 Ve, €4

_h’cb,an + I{cbh’ged + sr\dcb,aed

+ 3Fd¢:b [_I\’dan 2z 3Fedee] . (346)
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Calculando de igual forma 4V.‘,b‘veaec y tomando la diferencia tenemos
“(Va, Vilec = =1 [Keba = Kat'Tea = Kae' T = Keap + Kaa' T + Ka'Tlap
+ [Kake - Kl 4 Ricws] ed

=1 [Keap = Ketja] + [ Rleas + KK = KeaRf] eq. (3.47)

De la Ec. (3.47) tenemos directamente las proyecciones sobre la hipersuperficie
y la normal, por lo que podemos escribir

4Rdcaﬁ = aRdmb + I\’cbh’dﬂ — MK de, (318)
que es conocida como la ecuacion de Gauss-Codazzi y
4Rlcab = Jr"’m|b - JK(:Has (349)

que es la ecuacion de Codazzi-Mainard..
El escalar de curvatura * R esta dado por,

BB, =2 AT B (3.50)

Conocemos ya el primer término de esta 1iltima expresién, pero hace falta encon-

trar el segundo. Utilizaremos el lenguaje de componentes puesto que se simplifican
los calculos.

El conmutador de las derivadas covariantes del vector normal estd dado en
términos del tensor de Riemann por,

[Va,Vgln" = ‘R sagn® = B’ Lap, (3.51)
que en componentes se escribe:
Ryap = Mujap = Mipa- (3.52)

Si ahora proyectamos el tercer indice del tensor sobre la normal, y contraemos
los indices segundo y cuarto, obtenemos,

Rlplp = WVRl“v,u
A
= ']u(qx;a\v =) ;JIX)
= (WVWA;A);,, - (TI"'?A;y)..A - ’?y;u'?*,-,\ + ’?y;,ﬂ”;u

= (71)7]”;;; - 'F"’?l;u).ll - ’?v;uﬂ";,u % qv;_unﬂ;v? (353)
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sin embargo,
q“m = _I{ua = —I\’|
(3.54)
7 = KK,
con lo que podemos escribir,
RJ.#J_“ - ]‘JabKab _ K2 + (Ax),)’ (355)

con A* = pln¥,, —n*pt,.
Usando las ecuaciones (3.50), (3.48) y (3.55) expresamos entonces el escalar de
curvatura como:

‘R=R+K® - KuK* +2 (Ka;,h'“" - K*+ (A*);x)
= R+ KuK® — K? +2(A%),,. (3.56)

En esta seccién hemos expresado tanto el tensor de Riemann como el escalar
de curvatura en funcién de las nuevas variables, con lo que podemos reescribir el
tensor de Einstein G, = R,y — %g,,,,R., y por lo tanto las ecuaciones de Einstein
en el vacio: G, = 0. Este procedimiento se utiliza para resolver las ecuaciones en
forma numérica (véase [4]). Nosotros no seguiremos este camino, ya que estamos
mads interesados en la construccién de un hamiltoniano para lo cual se necesita
considerar un principio variacional.

3.6 Principio variacional

Habiendo definido el nuevo conjunto de variables ADM y reescrito el escalar de
curvatura, asi como el invariante de volumen en términos de ellas, podemos entonces
reformular el principio variacional que da lugar a las ecuaciones de campo. La accién
del campo gravitacional esta dada por la expresién

S=/da:4\/—-—gR, (3.57)

que se puede, entonces, reexpresar haciendo uso de los resultados de las secciones
anteriores como

Sl NN = /dt /daz VINCR+ K K® — K2 + (A%),)). (3.58)

Es necesario hacer énfasis en el hecho de que no solamente la expresion para el
lagrangiano se ha modificado con la nueva formulacién, sino que también es necesario
hacer una reinterpretacién de la integral de accién. En la Ec. (3.57) la integral es
sobre la variedad completa, es decir, sobre la totalidad del espacio-tiempo. Esto
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implica que cuando se realiza la variacion, los términos que estan evaluados en la
frontera se cancelan por el hecho de que se pide que la variacion de la métrica (6g,,)
y de sus derivadas sean cero sobre la frontera de la variedad (o sea, que el valor
de g,, y sus derivadas estan determinados sobre la frontera). En general, no se
tiene a priori una topologia para la variedad M, por lo que no esta determinado de
antemano si ésta tiene frontera o no.

En la expresién (3.58) se tiene una interpretacion diferente, ya que en ésta se
encuentran dos integraciones de naturaleza distinta: la primera integral es sobre la
hipersuperficie m, de manera que la funcién lagrangiana esta dada por una integral
sobre la hipersuperficie de la forma

L= [ @2 /ANCR+ Kk — K2+ (a),) (3.59)

por lo que la accién estd dada por la integral de la funcién lagrangiana entre un
tiempo inicial tg y un tiempo final {):

31
Si= L dt. (3.60)

to

En otras palabras, se esta especificando la métrica sobre la hipersuperficie inicial
(to) y sobre la final (1), por lo que la variacion sera sobre todas las posibles hiper-
superficies (sus métricas) que conecten a las dos hipersuperficies de los extremos. La
divergencia que aparece en la integral que define a la lagrangiana se transforma en
una integral sobre la frontera de la variedad m. Estos términos no aportan ninguna
informacién para la dindmica del sistema, y por lo tanto, pueden despreciarse.

Es conveniente precisar que esta expresion para la accion de la gravitacion esta
limitando la topologia del espacio-tiempo, ya que ella sera entonces de la forma
(m x R), misma que se mantiene durante toda la evolucién de las hipersuperficies.
Es decir, no se permiten cambios de topologia de las hipersuperficies (por ejemplo,
un universo sera siempre cerrado o siempre abierto).

3.7 Formulacion hamiltoniana

Hasta ahora hemos reescrito el funcional de accién de manera que podemos en-
contrar las ecuaciones de campo en el vacio, tomando la variacién de la accién e
igualdndola a cero (65 = 0). La densidad lagrangiana £ conticne derivadas espacia-
les de segundo orden de 7,3, por lo que en principio, las ecuaciones de Euler-Lagrange
deberian ser de cuarto orden. Al efectuar la variacién (véanse [7] y [9]), los términos
de derivadas mayores se anulan como t'erminos a la frontera, por lo que las ecua-
ciones de campo resultantes son de segundo orden (como se esperaria que fuesen las
ecuaciones dindmicas).

Si se quiere reducir el orden de las ecuaciones de campo con el objeto de te-
ner exclusivamente ecuaciones de primer orden, existen varios caminos posibles. El
primero consiste en tomar la accién d la Palatini (7], que consiste en considerar
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tanto a las 10 componentes de g,, como a las 40 componentes de la conexién afin
I'*,, como variables independientes y hacer las variaciones respecto de todas ellas.
Con este procedimiento se obtienen las mismas ecuaciones de Einstemn asi como la
relacién entre la métrica y las conexiones.

El otro camino consiste en definir nuevas variables, los momentos, a partir de
la lagrangiana, y tratar de reescribir la lagrangiana en términos de las variables
originales y los momentos, tomandolas como variables independientes (el nimero
de variables independientes se duplica), donde uno de los pasos intermedios involu-
cra la construccién de la funcién hamiltoniana. Este ltimo paso en general no se
puede hacer cuando existen constricciones que ligan a las variables, por lo que se
ha desarrollado toda una teoria para tratar tales sistemas, conocidos como sistemas
singulares o constrefiidos (véanse [10], [11] y [12]).

Con el formalismo que hemos desarrollado hasta ahora, la contruccién del ha-
miltoniano se podra hacer de forma directa, ya que como se ha mencionado ante-
riormente, la densidad lagrangiana no depende de las derivadas temporales de las
N*, haciendo que estas variables no formen parte de la dindmica del campo.

Definimos entonces a los momentos canénicamente conjugados a las seis 4,5 por
la siguiente expresion,

ac
ab
" = —, 3.61

a7ab ( )
Los momentos asociados a las variables N* serdn claramente iguales a cero,

ac

Pt=— =0. 3.62
i (3.62)

Con el objeto de calcular los momentos de la definicién (3.61), introducimos un
objeto con 4 indices de la forma

a 1 a al {
G bed = \/"7 5(7 c,ybd +,7ad,ybc) - "7 d . (3.63)

A este objeto se le denomina supermétrica. Podemos entonces reescribir la lagran-
giana de la forma

L= N(G™KuK.q+/7R). (3.63)

Construimos entonces a los momentos a partir de su definicién y de la expresién
anterior:

ac
ab __
= 6‘/:1&
- N (2Gefc'dK daK‘f\
° a'lrab}
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de la Ec. (3.44) se sigue que

K 4p 1.1 f 1
=t RS | [ .
por lo que se tiene que
=y (3.65)

Como se puede ver de la definicién de la supermétrica y de la iltima expresién,
los momentos 7° son densidades tensoriales de peso uno sobre la hipersuperficie.

Para realizar la transformada de Legendre de la lagrangiana y definir el hamil-
toniano, necesitamos despejar las velocidades como funciones de los momentos. Las
velocidades N* son funciones arbitrarias y por lo tanto, no se pueden expresar en
términos de las coordenadas y los momentos. Las velocidades de la métrica 7, se
podran expresar de tal forma si es posible invertir la Ec. (3.65), es decir, expresar
K,p en términos de los momentos. Para esto necesitamos encontrar la inversa de la
supermétrica, o sea, el objeto Ggpeq tal que al contraerlo con la supermétrica de la

identidad
Caped G4 = 5. (3.66)

La forma maés general que se puede pedir para la inversa es

1 1
L [P e 3.67
Gabed H AQ(’r Yod + YadVbe) + BYabVed (3.67)

Insertando (3.67) en (3.66) se encuentra que los valores que deben tomar los
coeficientes Ay Bson A=1,8B = —%. La curvatura extrinseca se podra expresar
entonces como

Kap = —Gapear®®. (3.68)
De las Ecs. (3.44) y (3.68) escribimos las velocidades §44 de la forma
Yab = Najp + Nyjo —2NKap
= Napp + Nyja + 2NGapeam®. (3.69)
Estamos entonces en posibilidad de escribir el hamiltoniano donde la transfor-

macién de Legendre se hara solamente sobre las variables 4,5 tomando entonces el
hamiltoniano la siguiente forma,

H= jd% (7% — L). (3.70)
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La densidad hamiltoniana es entonces

(750 — £) = —G** K y(Nojs + Nijo — 2NKap) = NG Ky Kea + V7°R)

= N\A(KasK® — K? — R) — 27N, (3.71)

El segundo término se puede integrar por partes (teniendo en cuenta que se
trata de densidades tensoriales) quedando el hamiltoniano de la forma

H= / @z [N/A(KaK® - K* - R) + Ne(erty)]
= /d3r [NHo + N*H,). (3.72)

donde

Ho = /(K K® — K? — R),
(3.73)
Hs = 2":|b'

Podemos entonces escribir la densidad lagrangiana de primer orden a partir

de (3.70) y (3.72)
L(Yabs Fabs 7%, N, N*) = 7095 — NHp + N*H,. (3.74)

La integral de accion a partir de esta lagrangia.na, sera funcional de la métrica
espacial 7, asi como de los momentos 7% y las funciones N*. De la forma de
la lagrangiana (3.74) son de notarse dos puntos: las funciones N* juegan el papel
de multiplicadores de Lagrange y la accién est escrita en forma ya parametrizada.
Aclararemos estos puntos. Si variamos respecto a las funciones N* encontramos que
tanto Hy como H, son cero por lo que las N* al estar multiplicando a funciones que
toman el valor cero tienen la funcién de los multiplicadores que introdujo Lagrange
y son, en principio, funciones arbitrarias. Las ecuaciones de movimiento para las
demas variables dindmicas estaran dadas a partir de las variaciones de la accién
respecto de ellas. Las variables 7,4 y 7* no son independientes entre ellas, ya que
estin ligadas por las cuatro relaciones H, = 0. A estas relaciones se les conoce con
el nombre de constricciones hamiltonianas. La teoria estd en forma parametrizada
ya que la lagrangiana de primer orden no esta en forma candnica, forma que tendria
si los términos del hamiltoniano contuvieran exclusivamente variables contenidas
en los términos (%, Yab). Como en este caso los términos hamiltonianos contienen
a las N¥, se dice que la accién no estid en forma canénica. Esto ocurre cuando la
teoria estd en forma parametrizada.



742 Alejandro Corichi y Dario Niriez

Para ilustrar esta distincién entre forma canénica y parametrizada, tomemos
una particula no relativista con coordenadas ¢' y velocidades respecto al tiempo ¢".
La accién de primer orden se escribe

ty o .
S=[ Ladt =/ (¢"pi — H(pi,q")) dt. (3.75)
t

to 0

que estd en forma canénica. Si ahora tomamos al tiempo como otra coordenada qo,
y hacemos que todas las coordenadas sean funciones de un parametro 7, podemos
identificar al hamiltoniano / como un momento canénicamente conjugado a la
coordenada qg de la forma

po=—H(¢',pi), (3.76)

De esta igualdad se desprende que el momento py no es independiente de las demas
variables; la Ec. (3.76) es una constriccidn entre las variables. La accién (3.75) se
puede reescribir después de haber elevado a la categoria de coordenada al tiempo
de la siguiente forma

i
S=/ q"pudr, (3.77)

0

Sin embargo, existe la constriccién (3.76) entre las variables, que se puede escribir
como H = py — H(qg',p;) = 0. Este término debe agraegarsele al lagrangiano junto
con un multiplicador arbitrario N, para tener el lagrangiano completo de manera
que la accién sea de la forma

L=¢"p,— NH. (3.78)

Este lagrangiano estd en forma parametrizada. Para pasar a la forma canénica, seria
necesario hacer los pasos en sentido inverso. El primer paso consiste en despejar de
‘H o resolver la constriccién haciendo pg = —H. Esto hace que la accién sea

T 2
5=] (@i~ HiP)dr, (3.79)
T

que se puede reescribir de forma tal que desaparezca la dependencia en el parame-
tror,
toda
8= (d—gop,‘ — H)dg". (3.80)

to

Esta forma de la accién es independiente del parametro r (ya que no aparece
en la expresién) y por lo tanto no se modificarda ante un cambio de parametro.
En la practica, lo que se hace para pasar de (3.79) a (3.80) es especificar una
relacion entre el parametro y la coordenada ¢°. Se puede hacer esto ya que se
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ticne la libertad de elegir arbitrariamente al parametro (libertad de gauge). Si se
impone una condicién coordenada de la forma ¢° = 7 por ejemplo, la accién toma la
forma (3.80) con el cambio de notacién ¢° — 7. Con este ejemplo se puede, entonces,
afirmar que en términos generales, la manera de reducir una accién parametrizada a
la forma canénica es insertar la solucién de las constricciones e imponer condiciones
coordenadas.

La accion de la gravitacion estd expresada en la forma de la Ec. (3.78). Para re-
solver las ecuaciones, como primer paso, habria que transformar a la forma candnica,
es decir, al equivalente de la Ec. (3.75), o en otras palabras, resolver las constriccio-
nes e imponer condiciones coordenadas. Este procedimiento sélo ha sido posible en
casos muy particulares (véanse las aplicaciones), pero en general sélo se ha hecho
formalmente [11].

4. Aplicaciones

En esta seccién presentamos brevemente algunos de los campos que se han desarro-
llado utilizando el formalismo ADM.

4.1 Gravedad cudntica

Hasta hace poco tiempo, una de las principales motivaciones para la construccién de
una formulacién hamiltoniana, es decir, la identificacién de un conjunto de variables
canénicamente conjugadas a partir de una funcién lagrangiana y la obtencién del
hamiltoniano como la transformada de Legendre en las velocidades de la funcién
lagrangiana, consistia en la posibilidad de cuantizar la teoria. Esto es, asociar a
cada variable canénica un operador sobre un espacio vectorial e imponer reglas de
conmutacién entre pares de variables conjugadas. El operador hamiltoniano toma
ahora el papel de generador de translaciones en el tiempo, es decir, es responsable
de la dinidmica del sistema.

Sin embargo, para la relatividad general, el procedimiento de cuantizacién no es
directo a partir del hamiltoniano construido, ya que existen 4 constricciones (3.73)
entre las variables candnicas. Para tratar de salvar esta dificultad, se han seguido
dos caminos diferentes, que son a grandes rasgos: 1) Tratar de aislar los verdaderos
grados de libertad de la gravitacién (que, a partir de la linearizacién de las ecua-
ciones, se sabe que es de dos grados por punto), objetivo que tenfan en mente ADM
al comenzar su programa. Una vez aislados los grados de libertad, se procederia
a su cuantizacién. Este procedimiento como se mencioné anteriormente sélo se ha
logrado realizar de manera formal. 2) Considerar a todas las variables, pero imponer
condiciones sobre el vector de estado dadas por las cuatro constricciones, esto es,
pedir que las constricciones (ahora como operadores) al actuar sobre el vector de
estado, lo anulen. Este es el punto de vista adoptado por Dirac y De Witt.

En afios recientes se ha tratado de cuantizar el campo gravitacional utilizando la
idea de suma sobre trayectorias, es decir, se consideran todas las posibles evoluciones
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de las 3-gecometrias entre dos de ellas fijas, dando a cada una de aquellas un peso
proporcional a la accién clasica evaluada a lo largo de esta trayectoria [3].

Asimismo, se han construido formulaciones canénicas de la relatividad, alterna-
tivas a la ADM, como por ejemplo el formalismo de Ashtekar [2].

4.2 Geomelrodindmica

Geometrodinamica es el nombre que se la ha dado a la relatividad general cuando
es vista como una teoria dinamica [13]. Como se mencioné en la introduccién, la
formulacion covariante de la relatividad general no es la mas apropiada para apreciar
el caracter dinamico de esta. La introduccién de nuevas variables y el considerar al
espacio-tiempo formado por la evolucién de métricas +;;(t) nos sugiere entonces
quién es la variable dinamica que evoluciona. Sin embargo, al analizar la expresién
que se obtuvo para la accion (3.58), se observa que esta es invariante ante difeomor-
fismos en la hipersuperficie m(t) por lo que no depende del sistema de coordenadas
usado en ésta. Este hecho sugiere que la propiedad verdaderamente relevante para
cada hipersuperficie m(t) no es la métrica definida en ella, sino la propia geometria
intrinseca de la variedad.

Esta conclusién es relativamente clara si se considera el ejemplo presentado en
la Sec. 3 con las esferas generando al espacio euclideo. Si se quicre ver a R? formado
por el conjunto de esferas, no importa qué sistema de coordenadas intrinsecas se de
a cada esfera, siempre que siga siendo una esfera.

El espacio-tiempo es, entonces, la evolucién (o el conjunto si se prefiere ver asi)
de 3-geometrias. El objeto que evoluciona es la geometria de una 3-variedad m y
ésta es la variable dinamica de la relatividad general, por lo que queda claro el
nombre de geometrodinamica.

Si lo que evolucionan son 3-geometrias es natural preguntarse: jen que espacio
evolucionan las geometrias? La respuesta es casi tonta: “En el espacio de las 3-
geometrias”. Este es el conjunto en el que cada punto es una 3-geometria y en él
estan todas las 3-geometrias posibles para la variedad m. A este espacio se le conoce
como Superespacto [13] y se denota por G.

Existe una analogia entre la evolucién de una particula y de una geometria. La
particula vive en el espacio-tiempo y su evolucion es una trayectoria en él. De igual
forma, una 3-geometria vive en el superespacio y su evolucién es una trayectoria
en él. Esta analogia no es, sin embargo, totalmente literal, ya que las trayectorias
en el superespacio, que definen el espacio-tiempo, no son curvas unidimensionales
(parametrizadas por los reales), sino que son subvariedades del superespacio. Veamos
con un poco de detalle la razén por la que no son curvas unidimensionales.

Supongamos que se tiene un espacio-tiempo conocido. Las foliaciones que se
pueden construir para tal espacio-tiempo son infinitas, ya que habra una foliacién
para cada funcién t(z*) que se defina en el espacio-tiempo tal que las hipersuperficies
dadas por t = cte. no se intersecten. Es claro que el nimero de funciones que se
pueden definir es no numerable. Cuando se elige tal funcion, es decir, se escoge
una foliacién particular, el espacio-tiempo estara asi formado por una curva de
hipersuperficies parametrizadas por el valor de t. El espacio-tiempo es entonces una
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curva, una vez elegida la foliacion. Resulta también claro del argumento expuesto,
que el conjunto de todas las foliaciones para tal espacio-tiempo representa una
subvariedad del superespacio. A tal subvariedad se le conoce con el nombre de
hiperespacio [14].

4.3 Cosmologia

A finales de los afos sesenta y principios de los setenta, se desarrollé el estudio
de modelos cosmoldgicos, en particular homogéneos, con el uso de un formalismo
hamiltoniano [15]. Este método resulta particularmente iitil ya que en algunos casos
es posible encontrar una solucién explicita de las ecuaciones de Einstein, y en general
permite hacer un analisis cualitativo mas rico de la dinamica de los modelos. Entre
los modelos mas estudiados estan aquellos en los que las funciones lapse y shift
toman los valores N = 1 y N; = 0, las hipersuperficies de ¢t = cte. son aquellas
que aceptan grupos de movimiento definidos en ellas (hay un total de nueve) y se
conocen como universos tipo Bianchi.

La métrica general para los modelos homogéneos, en general, se puede escribir
de la forma

ds® = —dt + ~;;(t) dz* da’. (4.1)

El procedimiento que se describié al final de la Sec. 3, que consiste en resolver
las constricciones y elegir condiciones coordenadas con el objeto de pasar la accién
a la forma canénica (teniéndose asi un hamiltoniano verdadero) ha sido posible en
algunos casos donde se definen las coordenadas en funcién de Yij y 7, llegandose
a expresar al hamiltoniano en términos de estas coordenadas (véase [15]).

Las 3-geometrias involucradas en la métrica (4.1) dependen exclusivamente de
la coordenada tiempo, por lo que el problema tiene un nimero finito de grados de
libertad, ya que las coordenadas del problema dependen solamente del parémetro
tiempo y no de todas las variables como en el caso de espacios tiempo mds generales.
En el lenguaje del superespacio, las 3-geometrias de los modelos cosmolégicos son un
subconjunto de aquel, bautizado por Misner con el nombre de minisuperespacio [16].

En el minisuperespacio, donde el nimero de grados de libertad es a lo mas
cinco, es posible preguntarse si existe alguna relacién entre las ecuaciones de Ha-
milton, derivadas a partir del hamiltoniano y la ecuacién de geodésicas asociada a
la supermétrica.

A partir de la constriccién Hy = 0 definida en (3.37), podemos definir un ha-
miltoniano (igualado a cero) a tal ecuacién y reescribir

1
H-= E(wAerG“‘B - R), (4.2)

donde los indices (i5) se reemplazaron por A. Notemos que la forma del hamiltoniano
en (4.2) es similar al hamiltoniano de la particula libre en el espacio-tiempo con
métrica GAB| con la diferencia de que en (4.2) el término de masa puede depender
en general de las coordenadas g4.
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Las ecuaciones de Hamilton para el hamiltoniano seran entonces

dg? OH

TR e AB
I "o, 0 e
4.3
dra _ _OH _ 1 GCB , 4+ 1 Y
N » R L e R
A partir de estas ecuaciones derivamos
d*g* AB C 1
_ D 1
e G*" cnpG~"np + GAB(—EWDWEGDE.B + 5”-3)1
que se puede reescribir como
d’g* (1 .48 dg® dg”
g~ dg j
-7 + (3¢ (Gap,c+Gpep = Gpe,B) gy | = 53“4,
Por lo tanto,
gt 4 dgCdg” 1
RN e L i

Es decir, se obtiene la ecuacién de geodésicas para la métrica GAP con un
término forzante extra. Esta ecuacién permite, de alguna forma, relacionar a las
ecuaciones de ITamilton con la de geodésicas a la que se le agrego un potencial —R,
responsable de una fuerza eztra. Si de alguna manera este término fuera despreciable,
tendriamos practicamente que el comportamiento del modelo cosmoldgico seria el
de una particula libre en un espacio curvo.
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Abstract. In this work we present the concepts and mathematical de-
velopments which give rise to the Hamiltonian formulation of Einstein’s
general relativity, first introduced by Arnowitt, Deser, and Misner. All
the geometrical quantities needed for the construction are explicitly
obtained and application examples are given.



