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Resumen. Se analizan los campos electrostdticos y magnetostaticos
producidos por lineas infinitas de cargas y corrientes, respectivamente,
en términos de desarrollos arménicos bidimensionales. Se destaca la
validez general y la unidad de este tipo de desarrollos, reconociendo
que fuentes de una armonicidad definida producen campos de la misma
armonicidad. Se presentan ejemplos ilustrativos en coordenadas car-
tesianas, circulares, elipticas y parabdlicas, los cuales pueden ser de
utilidad en cursos introductorios o intermedios de electromagnetismo
para que el alumno comprenda cuantitativamente los fenémenos fisicos
correspondientes usando funciones matematicas bien conocidas.

PACS: 41.10.Dq; 41.70.+4t

1. Introduccién

En la Ref. [1] se destacé la validez general y la unidad del desarrollo multipolar por
fuera y por dentro en electrostatica y magnetostatica. Sin embargo, el entendimiento
de ese trabajo requiere familiaridad con los arménicos esféricos, la cual usualmente se
adquiere hacia el final de los estudios profesionales de fisica. El propasito del presente
trabajo es analizar algunas situaciones bidimensionales de electrostatica y magne-
tostatica en términos de desarrollos arménicos. Como la descripcién de las fuentes y
los campos arménicos correspondientes esta basada en funciones matematicas bien
conocidas, a saber funciones (co)senoidales y exponenciales, se intenta que mediante
el estudio de este tipo de situaciones los alumnos se familiaricen cuantitativamente
con las leyes de la electrostatica y la magnetostatica desde sus cursos introductorios
e intermedios.

El resto del articulo estd organizado de la siguiente manera. En la Sec. 2 se
describen las leyes y ecuaciones de la electrostatica ¥y magnetostatica, se introducen
las expresiones generales para los operadores de gradiente, divergencia, rotacio-
nal y laplaciano en coordenadas ortogonales (cartesianas, circulares, parabdlicas y
elipticas), y se construyen las soluciones.de la ecuacién de Laplace en esas coordena-
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das. En la Sec. 3, se estudian sucesivamente las soluciones en términos de desarrollos
armoénicos de algunas situaciones de la electrostitica con una linea recta cargada
uniformemente: ¢) en todo el espacio, en coordenadas circulares; ii) entre dos planos
conductores paralelos entre si y a tierra, en coordenadas cartesianas; iii) entre dos
cilindros parabélicos confocales y a tierra, en coordenadas parabélicas y iv) entre
dos cilindros elipticos confocales y a tierra, en coordenadas elipticas. También se
estudian los problemas y soluciones correspondientes de la magnetostatica con una
corriente estacionaria a lo largo de un conductor recto infinito. En la Sec. 4 se dis-
cute la unidad de los desarrollos arménicos tanto en electrostatica y magnetostatica
como en las conexiones entre los campos de una y otra situacién, y también de
una geometria a otra. Se esboza la extensién a distribuciones de carga a lo largo
de cilindros en vez de rectas identificando las componentes arménicas de las fuentes
y de los campos. Se recomienda el estudio de las situaciones i) y ii) en cursos
introductorios y de las situaciones iii) y iv) para lectores familiarizados con las
geometrias respectivas.

2. Leyes y ecuaciones de electrostatica y magnetostatica

En esta seccion se describen sucesivamente las leyes y ecuaciones de la electrostatica
y la magnetostatica, en términos de los campos de fuerza y de potencial [2,5].
Ademads, anticipando el estudio de situaciones con fuentes rectas e infinitas, se
introducen los operadores de derivadas de los campos vectoriales y escalares en
dos dimensiones de diversos sistemas de coordenadas ortogonales [6].

El campo de intensidad eléctrica E‘(F’), que mide la fuerza por unidad de carga
en cada punto 7, obedece a la ley de Gauss y es un campo conservativo. La ley
de Gauss reconoce que las cargas eléctricas son fuentes de flujo de este campo de
intensidad eléctrica y tiene la expresion diferencial

V. E =dxp, (1E)

en términos de la densidad de carga p(). El caracter conservativo del campo elec-
trostatico esta asociado a su naturaleza irrotacional,

VxE=0, (2E)
e implica que es derivable de un potencial electrostatico escalar, ®(r),
E=-Vé. (3E)

De la combinacién de las Ecs.(3E) y (1E) se encuentra que el potencial electrostatico
satisface la ecuacion de Poisson,

V2o = —4rp. (4E)
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El célculo del flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada que con-
tenga a una superficie cargada, con caras paralelas a esta iiltima y muy proximas
entre si, usando la ley de Gauss, Ec. (1), indica que las componentes del campo de
intensidad eléctrica normales a la superficie cargada a uno y otro lado difieren entre
si en una cantidad proporcional a la carga por unidad de superficie:

n- (Eg - E;) IS =4ro. (5E)

El campo de induccién magnética E(F’), que mide la fuerza por unidad de carga
y unidad de velocidad en cada punto 7, es un campo solenoidal y obedece la ley de
Ampere. Su caracter solenoidal,

- -

V.B=o, (1M)

estd asociado a la no existencia de monopolos magnéticos. La ley de Ampére reco-
noce que las corrientes eléctricas son fuentes de circulacién del campo de induccién
magnética, y toma la forma diferencial

Fud=227 (2M)

C

en términos de la densidad de corriente J_.(r"') El caracter solenoidal del campo de
induccién magnética hace posible que éste derive de un potencial magnetostatico
vectorial, A(F),

— —

B=VxA. (3M)

De la substitucién de la Ec. (3M) en la Ec. (2M) se obtiene la ecuacién que satisface
el potencial magnetostatico:

V(V-A)-vii=""] (4M)

c
La Ec. (3M) indica que este potencial no esti definido de manera Unica, pues
siempre es posible agregarle el gradiente de un campo escalar, obteniéndose la misma
induccién magnética. Esta libertad se puede aprovechar para hacer que el potencial

sea solenoidal, es decir V- A = 0, en cuyo caso la Ec. (4M) se reduce a la ecuacién
de Poisson:

Vid=lf (4M")

El célculo de la circulacién del campo de induccién magnética alrededor de un cir-
cuito que rodee a una superficie con corriente, con dos lados paralelos a la superficie
y muy préximos entre si, usando la ley de Ampere, Ec. (2M), muestra que las
componentes de 3 tangenciales a la superficie a uno y otro lado y normales a la
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corricnte difieren entre si en una cantidad proporcional a la corriente por unidad de
longitud, K(7),

s

4

-

S €

2 (5M)

Las operaciones de gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano aplicadas a
campos escalares S(r) o vectoriales V(), segiin sea el caso, son muy directas en
coordenadas cartesianas 7z, y, z):

as as  .a8
S= =i— 4+ j=— ——
grad vs 261+Jr3y+k(’)z’ (6)
= - dv; a8V, aV,
di = . sl ol 4 ¥
ivV=vV.-V 3 By 37" (7)
— ~ oV, aV, avy  aV, ~ faV, oV,
tV=vVxV= S Y ool (L kot
o X l(('3;;' az)+"((')z 3;1:)+k(61: 63;)' (8)
2 2 2
laplSEVzS=E+aS 5 (9)

7% v

En el caso de fuentes (de carga o corrientes) eléctricas distribuidas uniformemente
a lo largo de lineas rectas, que se pueden tomar paralelas al cje z, los campos
correspondientes no dependen de la coordenada z, es decir, son campos bidimensio-
nales. En las Ecs. (6)-(9), los términos que involucran derivadas con respecto a z
desaparecen.

En la Sec. 3 se consideran situaciones que conviene describir en coordenadas
cilindricas circulares, parabdlicas y elipticas, respectivamente,

7=iRcos¢ + jRsen ¢+ kz (10¢)
2 _ 2y

=i§n+j-(qT£)+kz (10p)

=t’fooshucosv+jfsenhusenv+i:z. (10e)

Cada valor de las coordenadas radial (0 < R < o0), angular (0 < ¢ < 2r),
parabdélicas (—oo < £ < 00 y 0 < 5 < 00), eliptica (0 < u < o) e hiperbdlica (0<
v < 27) define un cilindro circular de radio R con el eje z como su eje, un semiplano
que contiene al eje z como su frontera y forma un dngulo diedro ¢ con el plano xz,
cilindros parabélicos con focos sobre el eje z y vértices en (z = 0,y = =£3/2) y
(z =0,y = 7%/2), cilindros elipticos e hiperbélicos con focos en (z = +f,y =0, z)
y excentricidades 1/cosh u y 1/cosv, respectivamente.
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Al restringirnos a cualquier plano perpendicular al eje z, los desplazamientos
dentro del mismo quedan descritos por

-

dRiR = (icos¢d + jsen@)dR + R(—isen ¢ + jcos ¢)dg (11c)
= (in — j§)dE + (i€ + jn)dn (11p)

= f(isenhucosv + jcosh usenv)du

+ f(—icoshusenv + jsenhu cosv)dv. (11€)

De las Ecs. (11) se identifican los vectores unitarios y los factores de escala asociados
a cada coordenada curvilinea ortogonal

R:icos¢+jscn¢, hr=1; rﬁ»:—isen¢5+jcos¢, ki =R; (12¢)
;_ - . #€+]n WY
{=—F— 1=—F==; he=Vn*+{ =hy, (12p)
/,}2+£2 /52+712’
. isenhucosv 4+ jcoshusenwv 5 —icoshusenv + jsenhucosv
= , b=
Vcosh? u — cos? v Vicosh® u — cos? v
hy = f\/ cosh*u — cosv = h,,. (12¢)

Las derivadas de las Ecs. (6)-(9) para los campos de interés en términos de las
coordenadas curvilineas ¢; y de sus vectores unitarios ¢ y factores de escala h;
asociados toman las formas:

, 08 , 8§
grad S(q],qz) = £ W + ez—hz'a_q—zy (6')
div‘?(q],qz)z _a-(hZVl)"‘ —-_a (hl%)s (7')
h1hadq, hihz0q,
" él 3 éz a
A =\ g~ il ‘
rot [k 3(41;92)] (hz aqlz h] aql) A ) (8)
1 ad [hy0S 1 9 (S
V2S(q1,q1) = o (—m) e (_‘)' ;
(ql ']2) hihs aql hy 6?1 + hihs 6(]2 ha an ( )

También se identifican los elementos diferenciales de drea

dd = é1hyhydgadgs + é3hyhydqydgs + éshyhadqydgy (13)
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y ¢l elemento diferencial de volumen

dV = hyhshydgidgadgs, (14)
congz=2zyhy=1.

La ecuacién de Poisson, Ecs. (4E) y (4M'), se reduce a la ecuacién de Laplace
en aquellos puntos donde no hay fuentes:

V2§ =0. (15)

Las soluciones de la ecuacién de Laplace se llaman funciones arménicas. En coor-
denadas cartesianas, la ecuacion de Laplace tiene la forma explicita,

(aa_:z + 36—:2) S(z,y) =0 (15/)
y-admite Jas sohudiones separables
S(z,9) = X(@)Y (y) = (ae*) + be("”)) (csenky +deosky),  (16)
ineluso pare. & = 0:
S(z,y) = (d +b2) (¢ +dv). (16

De las Ecs.(12) y (9'), la ecuacién de Laplace en coordenadas circulares, pa-
rabdlicas y elipticas toma las formas respectivas

I 8 .18 1 8
(ﬁ?ﬁﬁﬁ b 'f'ﬁaTsﬂ) S(R,¢) =0, (15¢)
1 9% a2
o (g sen=o.
1 & °
30 T gz ) Swv) =0 15
f2(cosh? u — cos? v) (c"hﬂ s sz) (u,v) =0 (15€)

En los dos iltimos sistemas de coordenadas, la ecuacién de Laplace, Ecs. (15p)
y (15¢), y sus soluciones tienen las mismas formas que en coordenadas cartesianas,
Ecs. (15') y (16). En coordenadas circulares, las funciones arménicas soluciones de
la Ec.(15¢) son también separables,

S(R,¢) = R(R)®(¢) = (aR™ + bR™™) (csen m¢ + d cosmg) , (16¢)
y en el caso en que m — 0,

S(R)= (a'+¥InR). (16¢)
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3. Desarrollos arménicos bidimensionales

En esta seccién se estudian los campos de potencial y de fuerza asociados a una
carga eléctrica uniformemente distribuida a lo largo de una recta en situaciones
de electrostatica (subseccion A) y una corriente eléctrica estacionaria a lo largo
de una recta en situaciones de magnetostatica (subsecciéon B) con énfasis en las
componentes armoénicas de las fuentes y de los campos. La recta donde se localizan
las fuentes esta definida por su posicién R en los planos transversales a la misma.
La densidad volumétrica de carga se expresa como

p(ﬁ,z) = M(R - R') (17E)

en términos de la carga por unidad de longitud A; la densidad de corriente estd dada
por

J(R,z) = kIs(R - R') (17TM)
en términos de la corriente /. La funcién delta de Dirac, que es nula en todos los

puntos R # R e infinita en la posicién de la fuente R=FR , ¥ cuya integral en todo
el plano definido por Resla unidad, tiene las representaciones

(i~ ) = b0 - o')élan — ) (19)

en los diferentes sistemas de coordenadas curvilineas ortogonales. Entonces, en
aque]los puntos donde R # R la ecuacién de Poisson, Ecs. (4), se reduce a la
ecuacién de Laplace, Ecs. (15), y es posible describir a los potenciales & y A como
superposiciones de funciones arménicas.

A. Electrostdtica
i) Linea recta cargada en todo el espacio.

Esta configuracion de fuentes tiene campos de potencial y de fuerza bien conocidos
de los libros de texto, teniendo el primero una variacién logaritmica con la distancia:

®(R) = do— 2In|R - R, (19Ei)
y siendo el segundo radial e inversamente proporcional a la distancia:

= 5 2MR-R)

E(R) = YT (20Eii)

De la Ec. (19Fi) se reconoce que si R’ = 0, es decir, la fuente se toma como el eje
z, €l potencial correspondiente para R # R' es la funcién arménica fundamental

de la Ec. (168) En caso de que R # 0, es decir, si la fuente esta desplazada con
respecto al eje z, la funcién del potencial electrostatlco de la Ec.(19F%) se puede
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desarrollar en serie de potencias de R/R' o R'/R segin que R < R' o R > R
Usando la notacién R¢ y R para el menor y el mayor de Ry R', respectivamente,
el desarrollo de Taylor correspondiente en coordenadas cnrcula.res toma la forma

B(R, ) = & — 2\In \/R? + R? — 2RR' cos(4 — ¢/)

R cosm(¢ — qb’)

- (21 Ei)

—¢0—2AlnR>+2AZ

m=1 >

Notamos que este es un desarrollo en las funciones arménicas de las Ecs. (16c) En
la analogia con el caso coulombiano, en el cual el inverso de la scparacién entre
el punto fuente y el punto campo es la funcién generadora de los polinomios de
Legendre, en la presente situacion, la funcién logaritmica de esa separacién es la
funcién generadora de los cosenos de los miiltiplos enteros del angulo. También
notamos que cada término del desarrollo es continuo en R = R'. Para entender
el significado del desarrollo arménico de la Ec. (21Ei), procedemos a evaluar el
campo de intensidad eléctrico usando la Ec. (3E) con el operador de gradiente de
las Ecs.(6') y (12¢):

E(Rsx',qs):-( "’+$R‘;¢) [4,0 2A1nR’+2AZR,mW

m=1

3

= 2 Z RR,; [—Rcos m(¢—¢') + dsen m(¢ — qi')] 5 (22E4)

E(Rzﬁ',¢)=—( ai ¢Ra¢) [% 2A1nR+2AZRmW

m=1

= R— +2) Z RR:':I [izcosm(qs —¢') + dsenm(d - qs')] . (22E4")

Al considerar las componentes del campo en los puntos del cilindro R = R/,
notamos la continuidad de las componentes tangenciales (en la direccion $) en
congruencia con el caracter irrotacional del campo, Ec. (2F), y la discontinuidad en
las componentes radiales

E(R=R,,¢)-E(R=FR_,¢)= R +2ARZ—cosm(¢ ¢').  (23Ei)

De acuerdo con la Ec. (5F) esta discontinuidad corresponde a una distribucion
de carga superficial sobre el cilindro dada por

Al 1 i .
o(9)= 5 §+;"§com(¢—¢) . (24E1)
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Ficura 1. Componentes arménicas mas bajas de campos de potencial y fuerza en todo el espacio.
Fuentes de la armonicidad respectiva sobre cilindro circular. Lineas llenas (vacias)
corresponden a valores positivos (negativos) del potencial.

Al comparar las Ecs. (24E7) y (21E?) se reconoce la correspondencia de uno a
uno entre las componentes armoénicas de la fuente y del potencial. En la Fig. 1 se
ilustran en la columna de la izquierda las componentes de armonicidad mas baja:
m = 0 correspondiente a la distribucién uniforme de la carga sobre el cilindro, y
potencial constante por dentro y logaritmico por fuera, respectivamente; m = 1,
distribucién cosenoidal de la carga, positiva a la derecha y negativa a la izquierda,
y el potencial lineal por dentro y cosenoidal e inversamente proporcional al cua-
drado de la distancia por fuera, respectivamente; m = 2, distribucién cosenoidal
de la carga en cuatro cuadrantes con signos alternantes, potencial cuadratico con
equipotenciales hiperboloidales por dentro y con la misma variacion cosenoidal e
inversamente proporcional al cubo de la distancia por fuera. En la misma figura y a
la derecha se muestran los campos de intensidad eléctrica correspondientes: m = 0,
el campo es radial y externo al cilindro; para m = 1,2 las lineas de campo tienen
las mismas formas que las secciones de los cilindros equipotenciales respectivos,
cortandose mutua y ortogonalmente en cada punto.

La base ortonormal de Fourier 1/v/27, (1/y/7)cosm(¢ — ¢') es una base com-

pleta, en términos de la cual la funcién delta de Dirac angular toma la forma

1] __1_ 1 l . — c
'S(q’“"b)‘\/z—w\/z—w*«,;““"""’ ¢) (25¢)

La suma en la Ec. (24 E1) se identifica como esta funcién delta de Dirac indicando
que la carga total estd localizada en ¢ = ¢', aunque cada componente arménica esta
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distribuida en 0 < ¢ < 2r. La combinacién de la Ec. (24 E1) con la localizacién de
la carga en R = ', da la distribucién volumétrica de Ja carga,

AS(R — R"Y6(6— ¢'
p(7) = ( }g(d’ é). (17E1)

que coincide, como debe ser, con la Ec. (17E) de acuerdo con las Fes. (18) y (12¢).
it) Linea recta de carga entre dos planos paralclos conductores a ticrra.

Los campos de potencial y de fuerza asociados a la fuente rectilinea de carga se
modifican por la presencia de los conductores a tierra, en los cuales se inducen cargas
de signo opuesto al de la fuente. Para la geometria bajo consideracién conviene usar
coordenadas cartesianas. Si K'(z',y') define la posicién de la fuente, yy=0yy=a
son los conductores planos a tierra, entonces el potencial debe satisfacer la ecuacion
de Poisson:

2 a°

(% = = a—yz) ®(z,y) = —4xré(z — 2")8(y — '), (4E1)
sujeta a las condiciones de frontera ®(r,y = 0) = 0, ®(z,y = a) = 0 y ademds
®(z — 00,y) = 0,9(z — —00,y) = 0. Ya mencionamos que en los puntos i # i’
la ecuacién de Poisson se reduce a la ecuacién de Laplace y es posible expresar el
potencial en términos de las funciones arménicas, Ec. (16). Las condiciones sobre los
conductores requieren que solo se incluyan las soluciones senoidales en y y ademas
k = mmn/a; las condiciones para r — +0o seleccionan solamente las exponenciales
decrecientes de cada caso. La funcién delta de Dirac en y se puede desarrollar en la
base ortonormal senoidal:

2 :
by—y') = . Z sen m;ry sen m:y. (25)

m=1

Entonces la condicién de continuidad de cada término arménico del potencial y de
discontinuidad de su derivada con respecto a z, al pasar de un lado a otro de las
fuentes correspondiente en x = 2/, determina la magnitud de cada componente. De
este modo se encuentra que el potencial tiene el desarrollo arménico

(o0} )
1 _mrlzy-zg) mmy mny i
= —e~ a S ; 21F
b(z,y) 4/\"?_1 € et — == i — (21 Ei)

donde 5 y r< son los valores mayor y menor de z y z', respectivamente. De las
Ecs.(3E), (6) y (21Fii) es inmediato obtener el campo de intensidad eléctrico:

- AT o= _mr'-z)  mry mmy mmy .
[ R kil _— > 2 _ ~ <
Ez<z,y)= ¥ E_l € sen — ( isen — jeos — ) , (22E11)
— A7) o= _mrz-r)  mry mry mmy e
>ry)=— E T a . ( —-j —) . (22EW
E(z > 1,y) = e sen fsen — jeos — (22Eii")

3
n
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Para z = 2’ se ve que sus componentes en la direccién j son continuas, pero sus
componentes en la direccién i tienen la discontinuidad

5 4 4r) = mry' mmy ”
E(z=4l,y)-E(z=1",y)= 721 Z e = Sl = (23E1)

m=1

De acuerdo a las Ecs.(5E) y (25), ésto corresponde a la densidad de carga superficial

2N — mry  mnry ; .
ph Y L — gen —2 — ="} 24E
alz =1',y) . Z sen —= sen — Ab(y — ) (24E147)
m=1
Ademds, paray = 0y y = a, las Ecs.(22Eii) permiten determinar las distribuciones
de la carga superficial inducida en los conductores:

—

dro(z,y=0)=j- E(z,y = 0)

, (24Eid")

m=

dro(z,y =a) = —j. E-'.(:r,y =a)

o2 mw(ry -z /
R (4Eii")
a a

m=1

las cuales muestran la variacién exponencial de las funciones arménicas correspon-
dientes.

La Fig. 2 muestra a la izquierda las secciones transversales de las superficies
cilindricas equipotenciales y a la derecha las Iineas de campo de las componentes
armoénicas mas bajas m = 1,2,3 de las Ecs. (21E1t) y (22Eii). Se nota que las
figuras tienen la misma forma y se van reduciendo en escala de acuerdo con el
orden de su armonicidad. Esta reduccién es una indicacién de que el alcance de las
componentes arménicas se reduce al aumentar el orden de su armonicidad.

i11) Linea recta de carga entre dos conductores cilindricos parabdlicos confocales a
tierra.

Este caso se formula en coordenadas parabdlicas, Ec. (10p), en términos de las cuales
la ecuacién de Poisson toma la forma

- 8(¢ — €)6(n o'
ffz—i;; (3—52 s 5%3) ®(¢,n) = —41r)«-(£—£§);(’;§,—"2, (4Eiii)

donde se han usado las Ecs.(15p), (18) y (12p). Notamos que los factores de escala
hehy son comunes en el operador laplaciano y en la funcién delta de Dirac, en ambos
miembros de la Ec.(4Eiii), lo cual hace que esta tiltima sea de la misma forma que
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f
2

Ol
©

m:=3

FIGURA 2. Componentes arménicas mas bajas de campos de potencial y fuerza entre dos con-
ductores planos paralelos a tierra. Fuentes de la armonicidad respectiva sobre plano
vertical. Lineas llenas (vacias) corresponden a valores positivos (negativos) del poten-
cial.

la Ec.(4E1i) en coordenadas cartesianas. Sin =mn yn=n definen las posiciones
de los cilindros conductores a tierra, el potencial correspondiente ticne el desarrollo
armonico

mx(fs-£<) f— m —
—L-Lsean(n m)sen ©(n m)’

00
1 -
P =4A E —e MM 21 B
&) el n2—M 2—M ( )

que es la adaptacion al presente caso de la Ec. (21 Eq).
La presencia de los factores de escala hg y hy en el operador gradiente, Ec.(6'),
conduce al campo de intensidad eléctrico

e mr(g' ¢ '

EE<tm= Az ey m( = m)
VE 40t (2 —m) moy n2 — M

(_ése" ma( =) _ ; oop 20— 1) )) ., (22Eii)
m M nz—m

o0 mx(E—€ b

E“ ¢ = o Z C_TW_L'{'_'H%Z sen M
VE + 1 (2 —m) mo) n2—m

(é sen m——-—;(” ~M) _ i cos m———;(" _n’“)) : (22Eiii")
=11 2 — M
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que difiere de su contraparte de conductores planos precisamente en ese factor de
escala. Las componentes del campo de intensidad eléctrica a uno y otro lado de
& = ¢, en la direccién 1 son continuas, pero son discontinuas en la direccién £:

Ee=¢ ) — E¢= tiays il 2 3 ———mw(n’ —m)
(€ =¢&,m) (&=¢,7) . e T ) €m=lsen T
%yt =i (23 Eiii)

n-—-mn

De acuerdo con las Ecs.(5E) y (25) esa discontinuidad esta asociada a la densidad
de carga superficial

o = f’ ’7) = i f: sen mvr(q’ = ’?1) sen R i)
’ \/£2+'?2(’?2—'71)m=1 m2-mn M
Aé(np —7'
= y' (24 Eiid)
n

De manera aniloga, las distribuciones de carga superficial inducida en los conduc-
tores son

dra(én=m)=14-E,n=m)
00 mx =
_ —4x) 5 -mateate)
\/62 +ni(n2 —m) m=1

mn(y' =)

X sen (24Eiii")
Mm-—m
4.‘0(5!7] = '?2) o _ﬁ ' E(f!ﬂ = ﬂ?)
o= mr(Ey —£<)
- 41|'A E 3_7_L)L'?2-'11
£2 4 n2(n2 — ) m=1
‘ —

x sen T~ M) _ym (24Eiii")

n2-m

Estas densidades de carga, ademas de su dependencia arménica, muestran su va-
riacién con el factor de escala.

La Fig. 3, en la que se ha tomado 5, = 0, correspondiente a una placa doblada en
la que degeneran los cilindros parabélicos, muestra las secciones transversales de las
superficies cilindricas equipotenciales a la izquierda y las lineas de campo de inten-
sidad eléctrica a la derecha para las componentes arménicas mas bajas, m =1,2,3
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FIGURA 3. Componentes arménicas més bajas de campos de potencial y fuerza entre dos conduc-
tores cilindricos parabélicos confocales a tierra. Fuentes de la armonicidad respectiva
sobre el cilindro parabélico vertical. Lineas llenas (vacias) corresponden a valores po-
sitivos (negativos) del potencial.

de las Ecs.(21Eiii) y (22Eiii), respectivamente. En este caso las equipotenciales
mas proximas al conductor 7y = 0 tienen la misma forma para cada m, pero estan
reducidas en escala de acuerdo con el cuadrado del orden de su armonicidad, o sea
1:1/4:1/9; lo mismo ocurre para las lineas de campo en la vecindad de la arista
del conductor n; = 0.

iv) Linea recta de carga entre dos conductores cilindricos elipticos confocales a tierra.
La ecuacion de Poisson en coordenadas elipticas para la fuente rectilinea cargada

e (2 + 23) otuo) = —smi e P ) (4iv)

f2(cosh? u — cos?v) \ O’ ? f*(cosh® u — cos? v)

es nuevamente de la forma de la Ec.(4Ei1) en coordenadas cartesianas, puesto que
los factores de escala hyhy son comunes en ambos miembros. Dada la periodicidad
de la coordenada hiperbélica v, se tiene la representacion armoénica de la funcion
delta de Dirac correspondiente,

1 oo
§(v=1")= 51; #= z cosm(v —v'), (25¢)
m=1

analoga a la de coordenadas circulares, Ec. (25c). Si los conductores a tierra estan
en las posiciones u = uy y u = ug, el potencial debe satisfacer las condiciones de
frontera ®(u = uy,v) = 0 y ®(u = up,v) = 0. En vez de las funciones exponenciales
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en u es preferible utilizar las combinaciones lineales (exp(mu) + exp(—mu))/2 =
cosh mu y (exp(mu) —exp(—mu))/2 = senh mu correspondientes a las funciones hi-
perbdlicas, pues con la dltima se puede satisfacer facilmente la condicién de frontera.
El desarrollo arménico del potencial correspondiente es:

(]
' _ Uu—u _
d(u<u,v)= u2_1‘](11 up)
senhm(uz — u') senh m(u — u;) cos m(v — v') .
+4) E ey = , (21Eiv)
O(u > o',v) = 24— (uy — u)
—up

[= <] ‘_ _
24 Z senh m(u' — u;) senhm(uz — u) cos m(v

= (21Eiv')
— senhm(uz — uy) m ’ v

Entonces el campo de intensidad eléctrico se obtiene del gradiente de este potencial:

y o _ﬂgug—u' 4 i senhm(uy — u')

hyus —uyp  hy e

E{u <, v
senh m(uz — uy)

X [— it cosh m(u — uy) cosm(v — v') + & senh m(u — uy) sen m(v — v')], (22Eiv)

E’(u >u, v) 2Au — U] Z_l_)i - scnhm(u"-—-ul)

h us —uy  hy — senhm(uy — uy)
X [ﬁ cosh m(uy — u) cosm(v — v') + # senh m(uy — u) sen m(v — v')]. (22Eiv')

Cada componente arménica del campo de intensidad eléctrica tiene una disconti-
nuidad al pasar de un lado al otro del cilindro eliptico u = u':

—

E(u=u\,v)— E(u=1_,v) —u[ :—'\ Zcosm v—v)] . (23 Eiv)

m=1

La densidad de carga superficial asociada al cilindro tiene el desarrollo arménico

1 1 1
o(u=1u',v) = — = cosm(v —v'
fV/cosh? u' — cos? v [2" X ,,,Z=1 )

(v — ')

= —, 24 Ewv
fV/cosh? u' — cos? v ( )
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FIGURA 4. Componentes arménicas mas bajas de campos de potencial y fuerza entre dos con-
ductores cilindricos elipticos confocales a tierra. Fuentes de la armonicidad respectiva
sobre el cilindro eliptico. Lineas llenas (vacias) corresponden a valores positivos (ne-
gativos) del potencial.

donde se han usado las Ecs.(5E), (6') y (25¢). Andlogamente, las densidades de
carga superficial de los cilindros frontera son:

A
27 f/cosh? uj — cos?v

o(u=up,v) =

uy —u' >, senhm(uy — u')
X | ——+2 Z — =  fcosm(v-10)|, (24Ei)

uy — Uy senh m(uy — uj)

o(u = ug,v

. A
97 f/cosh? uz — cos? v

u - d senhm(u' — uy) ; i
x ————+2Z———cosm(v-——v) . (24Ew")

up — uj = senh m(us — uy)

Cada componente de estas distribuciones muestra, ademas de la dependencia ar-
ménica en cos m(v — v'), su dependencia del factor de escala hy,(u,v) sobre cada
cilindro eliptico.

La Fig. 4, en la que se ha tomado u; = 0 correspondiente a un cilindro eliptico
aplanado, muestra las secciones transversales de las superficies cilindricas equipoten-
ciales a la izquierda y las lineas de campo eléctrico a la derecha para las componentes
arménicas mas bajas m = 0, 1,2 de las Ecs.(21 Eiv) y (22Eiv). Para m = 0, las equi-
potenciales son cilindros elipticos confocales y las lineas de campo son las hipérbolas
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confocales ortogonales. Para m =1 y m = 2 se aprecia la biseccion y cuadriseccién
del espacio disponible con las alternancias de signos o sentidos correspondientes
respectivamente, analogas a lo que ocurrié en la Fig. 1.

B. Magnetostdlica

Para la corriente eléctrica a lo largo de una linea recta, la densidad de corriente tiene
una direccién y un sentido fijos, Ec.(17M). Correspondientemente de la ecuacién de
Poisson para el potencial magnetostatico vectorial, Ec. (4M"), se sigue que el 1ltimo
tiene esa misma direccion, A= kA, y que A, tiene la misma dependencia espacial
que el potencial electrostatico ¢ para las diferentes geometrias. Correspondiente-
mente, en esta subseccion se parte de los desarrollos arménicos correspondientes del
potencial magnetostatico.

i) Linea recta de corriente en todo el espacio.

El potencial magnetostatico es paralelo a la corriente, varia logaritmicamente con

la distancia a la fuente rectilinea, y tiene el desarrollo arménico analogo al de la
Ec.(21Eq):

A‘(m@ﬂ‘»—é(%) In|f - |

21 21 RZ cosm(¢ — ¢') ;
—Ag—k—lnR>+k ZR;—T-H—_ (21 M)

El campo de induccién magnética se obtiene usando las Ecs.(3M) y (8'), y toma la
forma conocida

=1

R)

B‘(iz')g- ot
¢ |R-R| "’

correspondiente a las lineas circulares concéntricas con la fuente. Su desarrollo
arménico se obticne a partir del iiltimo miembro de la Ec.(21Mi):

BR<R,¢)== Rm-
m=1

[ Rsenm(¢ — ¢') — $cosm(é — ¢’ ](22M:)

E(R >R, ¢) = 21 é 2’ Z T [-—Rsenm(qﬁ 4)

+ $oosm(s — ¢')] . (22Mi")
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Aqui se aprecia que sobre el cilindro R = R, las componentes radiales del campo de
induccién magnética son continuas, en congruencia con la ley de Gauss, Ec. (1M),
pero sus componentes tangenciales en la direccion de ¢ son discontinuas

I -~ 4]

E(R = 'R'+’¢) = ( Rr—' ¢) 2 ﬁ."

cosm(¢p — ¢'). (23M1)

De acuerdo con la ley de Ampére, esa discontinuidad estd asociada a la corriente
superficial sobre el cilindro de densidad lineal

K(R=R,$) = I;%R X [B‘(R= R ,¢)—§(R=R’_,¢)]

v
=kﬁ

1 1 N ) .
2—1;+;mz=:lcosm(¢-—¢)] = kﬁa(fﬁﬂﬁb)- (24M7)

La correspondencia uno a uno de los términos de los desarrollos arménicos del
potencial Ec. (21Mi) y de la fuente es obvia y analoga a la discutida en el caso
electrostatico Ai).

En la Fig. 1, la columna de la izquierda ilustra tanto las secciones de las su-
perficies equipotenciales cilindricas como las lineas de induccién magnética, para
las componentes arménicas mas bajas: m = 0, circulos concéntricos asociados a
la corriente distribuida uniformemente alrededor del cilindro y en la direccién del
eje;m = 1, planos equipotenciales y campo uniforme en el interior del cilindro, y sus
extrapolacmnes al exterior, asociados a la corriente distribuida cosenoidalmente en
la direccién k a la derecha y en la direccién —k a la izquierda; m = 2, cilindros hi-
perbélicos equipotenciales y lineas hiperbélicas de campo en el interior del cilindro y
sus extrapolaciones al exterior, asociadas a la corriente distribuida cosenoidalmente
con alternancia de sentidos en cuatro cuadrantes.

ii) Linea recta de corriente entre dos conductores planos a tierra.

El potencial magnetostatico tiene el desarrollo arménico

mny

!
™Y sen A (21 M1i)
a

o0
A(I y) = ?I Z % —mx(z>-2<)/a gon

analogo al de la Ec. (21Eii). El campo de induccién magnética correspondiente es:

f [, mn . mmy
i

B(z(a:,y)— —_— Z ~m(s'~z)/a gon oosTy—Jsen _a_] , (22M1i)

m=1

- in] : mny' mn mnw
. —mx(z—z')/a ¥y, vy, - y] -
B(z>z,y) = E_ € sen — [toos = + jsen ] o (22M1i')
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En la posicién z = z' las componentes normales del campo de induccién mag-
nética son continuas, y sus componentes tangenciales son discontinuas

" 3 - ; A2 S mry  mwy ..
B(z=2l,y)-Bz=1"_,y) = I g 2 s —sen——, (23M11)
m=1

Esta discontinuidad se debe a la corriente superficial con densidad lineal
K(z=z,y)= £ [é(x =z,y) - B(z = :r'_,y)]

. 2 mry' mmy . i -
= Ers E il BN LY R S M
kla Ben—wen - (y—19") (24 Mir)

m=1

Las corrientes inducidas en los planos conductores se obtienen de las Ecs. (5M) y
(22Mi7):

5 C. =
K(xay=0)=4_;JXB(I?y=U)

I — mry'
= B e —mx(z>~-1¢)/a _— is!
ka ms_l e sen — =, (24 M)
- c . -
K(r,y=a)= —2 % B(z,y = a)
J ) mny'
— —mx(z>-1¢)/a —_ym -t
ka mE_] e sen — (-) (24 M11")

La Fig. 2 muestra en su parte izquierda las secciones transversales de las super-
ficies cilindricas equipotenciales y las lineas del campo de induccién magnética para
las componentes arménicas més bajas (m = 1,2,3 de las Ecs. (21Mii) y (22M1i) ).

iti) Linea recta de corriente entre dos conductores cilindricos parabdlicos confocales
a tierra.

El potencial magnetostatico para esta geometria, analoga a la de Aiii), tiene el
desarrollo arménico correspondiente:

A& €/ m-m) gon MT( =)  mA(n — )
M2 =M 2 —m
(21Miii)

8=

5 T 2
Aem=k2 Yy
m=1
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El campo de induccion magnética toma la forma

o0
Ble<€m)= tal Z e=mx(E'=6)/(m-m) gop mn(n' —m)

/€2 + 0¥ (2 —m) o=t n2—m

x [€cos TEA=T) _ e mxln = ’”)] : (22Miii)
L n2—"m Mn2—mn
3 dxl = / mx(n' =)
Bles e.q)= ~mr(E—€)/(m-m) o,
/€ +n¥(m -m),,.gl n2—m
X {é oo T =) g PO ) (22 Miid")
n2—m n2—m

En los puntos del cilindro £ = ¢/, el campo de induccién magnética tiene com-
ponentes normales continuas y componentes tangenciales discontinuas:

47l 2
e/E? 492 (n2—m)

Be=¢€,n)-Ble=¢_,n) =1

x Y sen T (' =m) o mT = M) (93p1iii)
m—m n—m

m=1

La discontinuidad permite determinar la corriente superficial con densidad lineal

Rie=¢,m=x [ﬁ(e =€) - Ble =€-n)

= 1 Z S’ —m)  mr(n—m)
\/£’2+13 (m2—m) A= n2—m n2— M
= fuﬂu)— (24 Miii)

Las corrientes superficiales inducidas en los conductores a ticrra son

K n=m)= %ﬁ x B(&,n=m)

o0

- i ! 3 emmr(es—€Q)/tm=m)
V& +ni(nz —m) m=1
f pa—
X sen m—m), (24 Miii')
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R, =m)= "ﬁﬁ x B(&,n =)

I o0
= +k e~ mx (€ —E<)/(na—m)

E+n3(n2—m) m=t

mr(n' —=m), \m
=M =i

X sen (24M ")
La Fig. 3 ilustra en su calumna izquierda las secciones transversales de las superficies
cilindricas equipotenciales y las lineas de campo de induccién magnética para las

componentes armdnicas mas bajas m = 1,2, 3 de los desarrollos de las Ees.(21 M1iiz)
y (22M1iid).

iv) Linea recta de corriente entre dos conductores cilindricos eliplicos confocales a
tierra.

Para esta geometria andloga a la del caso Aiv), el potencial magnetostatico tiene el
desarrollo arménico

» e o0 o
Ausityn) =i [, ), o §5 sorhimliy — )
c |uy—up st senh m(ug — uy)

senh m(u — u)) cosm(v — v')
m

] . (21Miv)

e |upy —u senhm(uy — u;)

1 S o0 ;
Azt <2 [ty 4§ bty )
m=]

senh m(uy — u) cos m(v — ')

m

] . (21MiY)

El campo de induccién magnética entonces es

- 2L{ gnmt S bty
R el uz — ug m=lsenhm(ug—u1)

% [—t senhm(u — uy) sen m(v — v') — 6 coshm(u — uy) cos m(v —v')] }, (22Miv)

r_ o0 -
Brw o v oy '%L{ Lp¥ +2Z senhm(u' — u,)

chy Uy — ug senh m(up — uy)

m=1

x [—tsenh m(uy — u) sen m(v — v') + b coshm(uy — u) cos m(v —v')] } (22M ")
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En los puntos del cilindro u = v/, el campo de induccién magnética tiene com-
ponentes normales continuas y componentes tangenciales discontinuas;

o0
E(u =ul,v)— E(u =u_,v) = 1};2}-!!; [1 +2 z_:lcosm(v - v')“ . (23Miv)

La discontinuidad del campo de induccién magnética estd asociada a la corriente
superficial sobre el cilindro con densidad lineal

-

Ku=1v,v)= i x [B(u =u'p,v) - B(u = u'_,v)]

i

! I 1 1

=k — 4 = cosm(v—v’)
v/ cosh*u' — cos? v 2 ”mz=l
kIé(v—1')

=— (24Mv)
fv/cosh? u' — cos?v

Analogamente, las corrientes inducidas en los conductores tienen los desarrollos
armonicos

K(u=u,v) = i x B(u = uy,v)

Rl
T 4r
k1

2 f V/cosh? uy — cos? v

uz — ' >\ senhm(uz — ')
x +2Y ———— 1 ——Scosm(v—v') |, (24Miv))

Uy — Uy — senh m(uy —u)
24 c . ]
K(u=usv)= vy B(u = up,v)
k1

97 fv/cosh? u — cos? v

u —uy 2. senhm(u' —u) ; o i
X + 2 z — T cosm(v—20")|.(24Mw")

uz — uy e senh m(u2 — uy)

La parte izquierda de la Fig. 4 sirve para ilustrar las sccciones tranversales
de las superficies cilindricas equipotenciales y las lincas de campo de induccion
magnética para las componentes de armonicidad mas bajas de las Ees.(21Miv) y
(22Miv); m = 0, cilindros elipticos y elipses; m = 1,2 tiencn los mismos cilindros
equipotenciales que en Aiv), y las lincas de campo coinciden con sus secciones
transversales.
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4. Discusién

En la Sec. 3 se construyeron los desarrollos arménicos de los campos de poten-
cial y de fuerza asociados a fuentes rectilineas de carga y de corriente eléctricas
en diferentes situaciones: i) en todo el espacio, ii) entre dos conductores planos
y paralelos a tierra, iii) entre dos conductores cilindricos parabélicos confocales a
tierra y iv) entre dos conductores cilindricos elipticos confocales a ticrra. A través de
estos ejemplos se ilustra la validez general y unidad de estos desarrollos arménicos.
Adicionalmente en cada caso se establecié explicitamente la conexién de los campos
con las fuentes originales y las fuentes inducidas en los conductores, reconociendo la
correspondencia entre unos y otras tanto para cada componente arménica como para
la suma total de ellas. A continuacién se destacan algunas conexiones interesantes
entre las situaciones de electrostitica y magnetostatica, y dentro de cada drea entre
las diferentes geometrias.

En electrostatica es bien conocido que el campo de intensidad eléctrica es normal
a las superficies equipotenciales, lo cual queda ilustrado al comparar las partes
izquierdas y derechas de las Figs. 1-4. En magnetostética, en cambio, el campo de
induccién magnética es ortogonal al potencial magnetostatico vectorial y tangencial
a las superficies equipotenciales. Por esta razén, en la subseccién 3.B fue suficiente el
hacer referencia a la porcién izquierda de las Figs. 1-4. Al comparar las situaciones
de electrostatica y magnetostatica para una misma geometria, se reconoce que las
lineas de campo de E y de B son perpendiculares entre si. Esta relacion se puede
entender de diferentes maneras y a continuacién se consideran dos de ellas: una en
términos de potenciales alternativos y otra desde el punto de vista de la relatividad.

En los libros de texto es comin reconocer que en magnetostatica es posible
obtener el campo de induccién magnética como el gradiente de un potencial mag-
netostatico escalar en aquellas regiones del espacio donde no hay corrientes. La
parte derecha de las Figs. 1-4 ilustraria también los potenciales magnetostaticos
de este tipo, haciendo el uso de las figuras mas simétrico para ambas situaciones,
electrostitica y magnetostatica. También es valida la contraparte electrostatica de
obtener el campo de intensidad eléctrica como el rotacional de un potencial elec-
trostatico vectorial en aquellas regiones del espacio donde no hay cargas. Entonces
s6lo se necesitaria la parte derecha de las Figs. 1-4 para ilustrar los potenciales
electrostaticos vectoriales y las lineas de campo de fuerza.

La conexién entre las situaciones de electrostatica y magnetostatica estudiadas
se presenta de manera natural desde el punto de vista de la relatividad. Para jlus-
trarlo podemos considerar que en un cierto sistema de referencia se tiene una de las
situaciones de electrostatica analizadas en la Sec. 3A, y a continuacién considerar
la situacién correspondiente desde el punto de vista de un sistema de referencia que
se desplaza a velocidad constante con respecto al anterior en la direccién del eje z
negativo. En este sistema de referencia se observa: la carga rectilinea cargada des
plazindose en la direccién de eje z positivo, constituyendo una corriente rectilinea
con la densidad descrita por la Ec. (17M), proporcional a la densidad de carga de la
Ec. (17E); el potencial vectorial magnetostatico en la direccién del cje z, Ecs.(21 M),
proporcional al potencial electrostatico escalar de las Ecs.(21F); y el campo de
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induccion magnética de las Ecs.(22M), transversal a la direccién de movimiento y
al campo de intensidad eléctrica de las Ecs. (22E), y proporcional a la magnitud del
ultimo. En todos los casos la constante de proporcionalidad es v/v/c? — v? donde v
es la velocidad de un sistema de referencia con respecto al otro y c es la velocidad
de la luz en el vacio.

El estudio de los campos de potencial y de fuerza asociados a la fuente rectilinea,
tanto en electrostatica como en magnetostatica, en las geometrias i) a iv) permite
apreciar los cambios de cuando se tiene todo el espacio disponible a cuando ese
espacio se ve confinado por diferentes fronteras, y también cuando se pasa de un
tipo de frontera a otro. Las conexiones entre las diferentes geometrias se identifican a
través de la ecuaciones de transformacién entre las respectivas coordenadas, Ec.(10).
Alternativamente, la definicién de los puntos en un plano se puede hacer en términos
de nimeros complejos: z = z + 1y = pexp(ig) =i ((n — i{)/\/ﬁ)2 = fcosh(u + iv).
Entonces, las transformaciones de coordenadas corresponden a mapeos del plano
complejo en si mismo, y el cambio de una funcién de potencial de una geometria a
otra corresponde al mapeo correspondiente de una funcién analitica (z). Como es
bien sabido, estos mapeos son conformes, es decir preservan los angulos entre lineas
correspondientes que se intersectan entre si; en particular la ortogonalidad entre
equipotenciales escalares y lineas de campo se mantienen al pasar de una geometria
a otra. El ir de una de las Figs. 1-4 a otra se puede identificar con uno de estos
mapeos.

En lo anterior se han considerado situaciones con una sola fuente rectilinea, pero
el principio de superposicién permite extender los resultados a cualquier coleccién
de fuentes rectilineas dentro del espacio asociado a cada caso i)-iv). Efectivamente,
los potenciales de las Ecs.(21E) y (21M) con A = 1 o I = 1, respectivamente
corresponden a las funciones de Green de los problemas respectivos; entonces los
potenciales para cualquier distribucién de fuentes p(R') y J(R'), e incluso condicio-
nes de frontera diferentes, se pueden construir usando el teorema de Green. Cada
distribucién de fuentes puede representarse entonces con su desarrollo arménico
para cada geometria.

Cada uno de los parrafos discutidos en esta seccién sugieren puntos de interés
que pueden ser analizados con mas detalle por parte del lector. También podemos
sefialar que este trabajo puede servir de paso intermedio antes de estudiar el desarro-
llo multipolar en su forma general de la Ref. [1]. Para finalizar y como ejemplo de una
aplicacion describimos los campos de la trampa magnética hibrida mencionada en
la Ref. [1], la cual consiste de cuatro alambres rectos paralelos entre si como aristas
de un prisma cuadrado con corrientes iguales y sentidos alternados, y de dos espiras
circulares transversales y coaxiales con dichos alambres con corrientes iguales y en
el mismo sentido. El campo de los alambres rectos es del tipo Bi) con m = 2,4,6, ...
y la parte inferior de la Fig. 1 muestra su componente arménica mas baja que es la
cuadrupolar; el campo de las espiras circulares es del tipol =1,3,5,...,m =0 en
la notacion de la Ref. [1], siendo de tipo dipolar uniforme y longitudinal al orden
mas bajo.
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Abstract. Electrostatic and magnetostatic fields produced by infinite
straight lines of charges and currents, respectively, are analyzed in terms
of bidimensional harmonic expansions. We emphasize the general vali-
dity and the unity of this type of expansions, recognizing that sources of
a given harmonicity produce fields with the same harmonicity. Illustra-
tive examples are presented in cartesian, circular, parabolic and ellip-
tical coordinates, which can be useful in introductory or intermediate
courses of electromagnetism to help the student understand quantitati-
vely the corresponding physical phenomena using familiar mathematical
functions.



