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Calle Caulina s/n 11405, Jerez de la Frontera (Cádiz), Espãna.
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En el marco de la relatividad especial, existen numerosos modelos que permiten relacionar el marco de referencia inercial con otro marco de
referencia acelerado (no inercial). Vamos a proporcionar las condiciones necesarias y suficientes que determinarán la transformación óptima
de una maneráunica.
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Within the framework of special relativity, there are numerous models that allow an inertial reference frame to be related to another accelerated
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a unique way.

Keywords: Lorentz; non-inertial; acceleration.

PACS: 03.30.+p

DOI: https://doi.org/10.31349/RevMexFis.67.62

1. Introducción

El hecho de que las leyes de Maxwell no quedasen invariantes
bajo las trasformaciones de Galileo, planteaba un problema.
Lorentz encontŕo unas transformaciones que solucionaban
dicho problema aunque cuando las publica, lo hace con un
formalismo incorrecto, y es Poincaré el que las reformula
adecuadamente [1].

Einstein, en su artı́culo de 1905 [2], formula los postula-
dos de la Relatividad Especial, a partir de los cuales vuelve a
deducir las trasformaciones de Lorentz (TL), independiente-
mente de las leyes del electromagnetismo de Maxwell. Esta
vez, las transformaciones se establecieron como un cambio
de coordenadas entre dos marcos de referencia inerciales, de
un espacio-tiempo de cuatro dimensiones.

Una idea natural, serı́a pensar en ćomo generalizar estas
transformaciones al caso de que el segundo marco de referen-
cia no fuese inercial. Han sido muchas y diversas, las formas
de encontrar esta generalización. Vamos a centrarnos en las
que no son giratorias. En algunas de estas generalizaciones,
donde se busca la trasformación entre un marco inercial y
otro acelerado por una fuerza, al considerar el caso lı́mite en
el que la fuerza es nula, la nueva transformación se reduce a
las TL, ya que los dos marcos serı́an inerciales.

En la Ref. [3] se toma un marco no inercial que se ale-
ja con una velocidad que depende del tiempo. Entonces las
formas diferenciales tendrán un mismo aspecto que las for-
mas diferenciales de las TL, pero ahora los coeficientes son
funciones del tiempo.

En la Ref. [4] podemos ver cómo se reemplazan las for-
mas lineales de TL, por transformaciones fraccionales li-
neales, homografı́as. Se comprueba que aplicando una doble
homograf́ıa se pueden recuperar las TL, y por tanto genera-
lizan a estaśultimas.

Encontramos que en [5,6] se da el tiempo propio para
un observador en un marco acelerado. Se describen mode-
los, a cuya transformación de coordenadas se le impone que
éste sea el tiempo propio. Destacamos las coordenadas de
Rindler [7], que usan el hecho de que las partı́culas acele-
radas describen un movimiento hiperbólico en el espacio de
Minkowski, aśı que se construye un marco de referencia en
el que la part́ıcula estaŕıa en reposo. Dependiendo de dónde
se encuentre el observador en reposo en el momento inicial,
es posible dar coordenadas similares, como las de Kottler-
Møller, o las coordenadas de radar Lass, aunque a todas ellas
se las puede denominar como coordenadas Rindler. Observe-
mos que en los casos concretos de Kottler-Møller y de radar
Lass, para el lı́mite en el que la fuerza se hace cero, las coor-
denadas resultan divergentes; y en Rindler propiamente di-
cho, se llega a una TL trivial, que es la identidad en la parte
espacial.

Seguimos teniendo nuevos modelos, algunos muy re-
cientes como [8], donde se impone la condición de gauge
armónico. Se realiza, aproximando las series de los desa-
rrollos de todas las cantidades involucradas. En el lı́mite, en
el que la fuerza es nula, se recuperan las TL.

Como podemos ver, existe una gran variedad de formas
para describir un cambio de coordenadas entre un marco i-
nercial y otro acelerado, y la enumeración que hemos hecho
aqúı no ha sido exhaustiva. Cada uno aporta un modelo para
describir aproximadamente la realidad. Además, estos mode-
los son bastante limitados, y no son fácilmente generalizables
a situaciones en el que el marco no inercial es impulsado por
una fuerza no constante. Incluso en [8], se pone de manifiesto
que los resultados de distintos modelos pueden ser incompa-
tibles.
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Es posible clasificar los modelos anteriores en dos tipos,
dependiendo de cuál de las siguientes condiciones cumple.

- Primera: El tiempo propio para un observador en un
marco acelerado es el expresado en [5,6].

- Segunda: En el lı́mite, en el que la fuerza es nula, se re-
cuperan las TL (no trivial, es decir, distinta de la iden-
tidad).

Lo que vamos a hacer en este artı́culo es dar una nue-
va transformacíon, entre los sistemas de coordenadas de cada
uno de los marcos de referencia, que sea más precisa, im-
poníendole las dos condiciones.

Además impondremos una tercera condición, que los ob-
servadores estacionarios en el marco acelerado, se moverán
a la misma velocidad (variable) respecto del marco iner-
cial. Esta condicíon podŕıa parecer restrictiva, pero de hecho
justificaremos que se corresponde con la afirmación de que
los observadores estacionarios de Rindler son equivalentes
a movimientos uniformemente acelerados, vistos desde el
marco inercial. Para determinar estos observadores, consi-
deraremos uno, que en el origen de los marcos está fijado al
origen del sistema acelerado. El resto de observadores esta-
cionarios seŕıa el resultado de cubrir el espacio, con copias
de esta trayectoria desplazándola paralelamente en el marco
inercial, a lo largo deĺunico eje espacial que vamos a con-
siderar. De esta manera, tendremos un marco de referencia
asociado a una familia de observadores acelerados uniforme-
mente por un parámetro constante y coḿun a todos ellos.

Con respecto a que son necesarias, tenemos que aclarar,
que la segunda sólo tiene sentido si hay una velocidad inicial
no nula. Por eso reaparecerá Rindler como modelo v́alido,
aunque no la cumpla. Rindler es un caso particular de una
fórmula ḿas general, con velocidad inicial no nula, que si la
cumple.

- Si tenemos una expresión para el tiempo propio de un
observador en un marco acelerado, es necesario que
el tiempo propio de la transformación que vamos a
construir, concuerde con este resultado, por lo que la
primera condicíon es necesaria.

- La transformacíon entre el marco inercial y el acelera-
do, para el caso en el que la fuerza actuante sea nula,
se convertiŕıa en una transformación entre dos marcos
inerciales, por lo que la trasformación necesariamente
debeŕıa de coincidir con las TL.

- La tercera condición una vez veamos su corresponden-
cia con la equivalencia de Rindler, implicará inmedi-
atamente que es una condición necesaria. No podrı́a
ser que nuestra transformación llevase a un resultado
diferente a la equivalencia de Rindler.

Sin embargo, estas condiciones todavı́a no son suficientes
para determinar de maneraúnica la transformación, y te-
nemos que imponer una más. En este caso lo haremos co-
mo postulado sobre la contracción de la longitud, por un

movimiento acelerado, el cual tendrá que ser verificado pos-
teriormente, de forma experimental.

En resumen las condiciones serán necesarias y sufi-
cientes.

2. Transformaciones entre el sistema inercial y
el no inercial

2.1. Existencia

En el espaciotiempo de Minkowski consideramos dos marcos
de referencia, con orı́genes coincidentes, y en cada uno de e-
llos un sistema de coordenadas cartesiano. El primero inercial
S = (X, T ), y el segundo aceleradoS′ = (X ′, T ′) asociado
a una part́ıcula con masa en reposom0, una velocidad inicial
v0, sometido a una fuerza constantef , y desplaźandose a lo
largo del ejeX. Estamos considerando un tratamiento en 1+1
dimensiones. Por las ecuaciones de la mecánica relativista,
podemos escribir [9]:

d

dT

(
v√

1− v2/c2

)
=

f

m0
= ω = const. (1)

Si integramos la expresión anterior:

v∫

v0

d

(
v√

1− v2/c2

)
=

T∫

0

ω · dt ⇒ v√
1− v2/c2

− v0√
1− v0

2/c2
= ω · T. (2)

Llamamosδ = (v0/
√

1− v0
2/c2) = γ0 · v0, siendoγ0 el

factor de Lorentz. Podemos despejarv (T ) en la expresíon
anterior, y nos queda:

v (T ) =
ω · T + δ√

1 +
(

ω·T+δ
c

)2
, (3)

adeḿas se verifica:
√

1 +
(

δ

c

)2

= γ0. (4)

Como el origen del sistemaS′ se aleja con una velocidad
v (T ) respecto deS, podemos dar su trayectoriaX0 (T ) veri-
ficando que{d [X0(T )] /dT} = v (T ) , por lo que integrando
en el intervalo de cero aT :

X0 (T )=
c2

ω
·



√
1+

(
ω · T+δ

c

)2

−
√

1 +
(

δ

c

)2

 . (5)

Ahora suponemos que existe una transformación entre los
sistemas de coordenadas del marco inercial y del acelerado,
de la siguiente forma:

X ′ = F (X,T )

T ′ = G (X, T )

}
. (6)
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Vamos a determinar la primera ecuación de (6), para ello
la diferenciamos:

dX ′ =
∂F

∂X
dX +

∂F

∂T
dT. (7)

Si denotamos porX ′
f a un punto que permanezca fijo res-

pecto deS′, es decir, un observador estacionario en el sentido
que hemos descrito, de manera que(Xf , T ) ↔ (X ′

f , T ′), se
tiene quedX ′

f = 0. AdeḿasdXf = v (T ) · dT ya queXf

se mueve a velocidadv (T ) respecto deS. Sustituyendo en la
Ec. (7) nos queda:

0 =
∂F

∂X
·v (T ) ·dT +

∂F

∂T
dT ⇒ ∂F

∂T
= − ∂F

∂X
·v (T ) . (8)

Una condicíon necesaria para que exista la función
F (X, T ), es por tanto, que sobre los puntos fijos deS′ se
verifique la Ec. (8), que se conoce como ecuación del trans-
porte, y se resuelve por el método de las caracterı́sticas. Nos
queda la familia de soluciones:

h

(
− ω

c2
·
[
X −

∫
v (T ) dT

])

= h




√
1 +

(
ω · T + δ

c

)2

− ω ·X
c2


 ,

siendoh (s) una funcíon arbitraria. No hay ṕerdida de gene-
ralidad al introducir el factor−ω/c2, y éste nos permitiŕa que
al tomar ĺımites, cuando la fuerza tiende a cero, dichos lı́mites
sean convergentes. Elegimos una que nos lleve a la transfor-
macíon de Lorentz,

hp (s) =
c2 + δ2

2ω
− c2

2ω
· s2

(posteriormente veremos que esta elección esúnica).

X ′ =

√
1 +

(
ω · T + δ

c

)2

·X

− ω ·X2

2c2
− ω · T 2

2
− δ · T. (9)

Para ver que es consistente vamos a tomar el lı́mite cuan-
do ω → 0, en este caso al ser la fuerza nula, el marco de
referencia ḿovil seŕıa inercial y por tanto la transformación
anterior se convierte en la primera ecuación de las transfor-
maciones de Lorentz:X ′ = γ0 (X − v0 · T ).

Observemos que siv0 ¿ c y la aceleracíonω es pequẽna,
la Ec. (9) se reduce aX ′ = X − (ω · T 2/2) − v0 · T que
se corresponde con la ecuación del movimiento acelerado de
Newton.

Nos vamos a ocupar de la segunda Ec. (6), que si la dife-
renciamos tendrá el siguiente aspecto:

dT ′ =
∂G

∂X
dX +

∂G

∂T
dT. (10)

Es conocido [5,6] que el tiempo propio de un observador
en el marco acelerado tiene la forma:

dτ =

√
1−

(
v(T )

c

)2

· dT =
dT√

1 +
(

ω·T+δ
c

)2
. (11)

Integrando entre 0 yT , obtenemos el tiempo propio:

τ =
c

ω

[
arg sh

(
ω · T + δ

c

)
− arg sh

(
δ

c

)]
. (12)

Posteriormente necesitaremos conocerT en funcíon de τ ,
aśı que despejando en Ec. (12), nos queda:

T =
1
ω
·
{

c · sh
[
ω

c
· τ + arg sh

(
δ

c

)]
− δ

}
. (13)

Es obligatorio que nuestra transformación concuerde con
este resultado.

Usamos nuevamente que sobre los puntos fijos deS′ se
verificadXf = v (T ) · dT , adeḿas el tiempo para estos pun-
tos fijos seŕa el propio, es decirdT ′ = dτ . Reemplazamos en
la Ec. (10):

dτ =
[

∂G

∂X
· v (T ) +

∂G

∂T

]
dT. (14)

Tenemos dos expresiones para el tiempo propio, la
Ecs. (11) y (14) que deben de ser iguales:

∂G

∂X
· v (T ) +

∂G

∂T
=

1√
1 +

(
ω·T+δ

c

)2
. (15)

La ecuacíon diferencial (15), nos proporciona la familia
de soluciones:

h

(
− ω

c2
·
[
X −

∫
v (T ) dT

])

+
c

ω
·
[
arg sh

(
ω · T + δ

c

)
− arg sh

(
δ

c

)]
,

siendoh (s) una funcíon arbitraria. Procederemos de la mis-
ma forma que hicimos con la componente espacial, tomando

hp (s) = −v0

c2
·
(

c2 + δ2

2ω
− c2

2ω
· s2

)
,

con lo que nos queda la solución:

T ′ = −v0

c2
·
[√

1 +
(

ω · T + δ

c

)2

·X − ω ·X2

2c2
− ω · T 2

2
− δ · T

]

+
c

ω

[
arg sh

(
ω · T + δ

c

)
− arg sh

(
δ

c

)]
. (16)
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Para ver que es consistente vamos a tomar el lı́mite cuan-
doω → 0 , en este caso al ser la fuerza nula, el marco de refe-
rencia ḿovil seŕıa inercial y por tanto las transformaciones
anteriores deberı́an de convertirse en las transformaciones de
Lorentz, véamoslo:

ĺım
ω→0

c

ω
·
{

arg sh

(
ω · T + δ

c

)
−

[
arg sh

(
δ

c

)]}

=
T√

1 +
(

δ
c

)2
=

T

γ0
. (17)

Por tanto, en el lı́mite:

T ′ = −v0

c2
· (γ0 ·X − γ0 · v0 · T ) +

T

γ0

= γ0

(
T − v0

c2
·X

)
. (18)

Observemos que si usamos la transformada de Lorentz
para la posicíon X ′ = γ0 (X − v0 · T ) podemos relacionar
el tiempo primado con el tiempo propio para el caso inercial,
sustituyendo en la primera igualdad de la Ec. (18):

T ′ = −v0

c2
·X ′ + τ. (19)

Además si reemplazamos Ecs. (9) y (12) en (16), volve-
mos a obterner la Ec. (19). Esto quiere decir que esta Ec. (19)
es v́alida tanto para marcos inerciales como no inerciales.

Las Ecs. (9) y (16) constituyen la transformación entre el
sistema de coordenadas inercial y el no inercial.

2.2. Postulado sobre la contracción de la longitud, por
un movimiento acelerado. Unicidad

Definimos

γ (X, T ) = − ω

c2
·
[
X −

∫
v (T ) dT

]

=

√
1 +

(
ω · T + δ

c

)2

− ω ·X
c2

,

cuyo ĺımite esγ0 el factor de Lorentz.

A modo de ejemplo, podemos ver que si diferen-
ciamos (9), nos quedarı́a:dX ′ = γ (X, T ) · [dX − v (T ) dT ].
Lo que nos indicarı́a queγ (X, T ) viene a generalizar al fac-
tor de Lorentz.

Hemos hallado las trasformaciones generalizadas para el
caso que

hp (s) =
c2 + δ2

2ω
− c2

2ω
· s2,

pero veremos que de hechoésta es láunica.
Si tenemos una barra fija en el marco de referencia acele-

radoS′, de extremosx′a y x′b a los que corresponden los va-
loresxa y xb respecto deS, obtenidos de manera simultánea,
es decir,ta = tb. Sabemos que si la regla mideL = xb − xa

respecto deS, y L′ = x′b−x′a respecto deS′. A partir de las
transformaciones de Lorentz se tiene el resultado:L′ = γ0·L,
para sistemas inerciales. Ahora bien, en nuestro caso, en ca-
da instante podrı́amos considerar un marco inercial que coin-
cidiera instant́aneamente con el acelerado, con lo que po-
dŕıamos escribir la expresión de la contracción dependiendo
de la velocidad que tenga en cada momentoL′ = γv(t) · L.

Ya tendŕıamos una expresión de la contracción depen-
diendo de la velocidad, pero la aceleración tambíen tiene que
contribuir a esa contracción por lo que postulamos que la ex-
presíon definitiva para la contracción seŕıa:

L′ = γ

(
xb + xa

2
, ta

)
· L. (20)

Observemos que(xb + xa/2) es el punto medio de la barra.
Postulamos que la contribución de la aceleración a la contra-
cción es el t́ermino−(ω/c2) · [(xb + xa)/2]. Aunque no hay
que demostrar el postulado, la justificación radica en el hecho
de que mantiene la misma fórmula para la contracción de Ein-
stein, pero reemplazando el factor de Lorentz, por su corre-
spondiente generalizado. Hacemos un pequeño ajuste toman-
do el punto medio, y veremos seguidamente que nos lleva a
un resultado satisfactorio.

Apliquemos el postulado de la contracción a nuestra
situacíon:

hp (γ (xb, t))− hp (γ (xa, t)) = x
′
b − x

′
a = γ

(
xb + xa

2
, t

)
· (xb − xa) =

√
1 +

(
ω · t + δ

c

)2

· (xb − xa)

− ω

c2
· (xb + xa)

2
· (xb − xa) =

√
1 +

(
ω · t + δ

c

)2

· (xb − xa)− ω

c2
·
(
xb

2 − xa
2
)

2

=

√
1 +

(
ω · t + δ

c

)2

· (xb)− ω

c2
·
(
xb

2
)

2
−




√
1 +

(
ω · t + δ

c

)2

· (xa)− ω

c2
·
(
xa

2
)

2


 .

Si comparamos la primera expresión y laúltima, podemos concluir:

hp (γ (xb, t)) =

√
1 +

(
ω · t + δ

c

)2

· (xb)− ω

c2
·
(
xb

2
)

2
+ j (t) .
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Para obtener este resultado, forzosamentehp (s) tiene que ser
un polinomio de segundo grado, en el que además no hay
término de grado uno, es decir:hp (s) = m · s2 + n.

Observemos que si tomamos lı́mite cuandoω → 0, en
m ·γ (X, T )2 +n, obtendŕıamosm ·γ0

2 +n. Debeŕıamos de
llegar a la TL espacial, pero sólo obtendŕıamos una constante,
salvo que tengamos una indeterminación en el ĺımite. Para lo
cual, tendŕıa que sern = −m · γ0

2 y m = −(c2/2 · ω). El
valor dem surge de tomar una potencia adecuada deω para
que sea un cero del mismo orden queγ (X, T )2 − γ0

2 y que
el lı́mite coincida exactamente con la TL espacial.

Finalmente llegamos ahp (s)=−(c2/2 · ω)· (s2−γ0
2
)
.

Para la parte temporal de la Ec. (6), el razonamiento serı́a
ańalogo al que acabamos de realizar. En consecuencia, la
transformacíon generalizada eśunica.

2.3. Correspondencia con la equivalencia de Rindler

En primer lugar vamos a expresar la velocidad de un obser-
vador Rindler estacionaro, respecto del marco inercial. Lo
haremos en función del tiempo propio:

vR (T ) = c2 · T

X
= c · th

(ω

c
· τ

)
. (21)

En segundo lugar vamos a determinar la velocidad, de nues-
tro observador estacionario según la tercera condición que
hemos impuesto, reemplazando en la fórmula de la velocidad
la Ec. (13):

v (T ) =
ω · T + δ√

1 +
(

ω·T+δ
c

)2

= c · th
[
ω

c
· τ+arg sh

(
δ

c

)]
. (22)

En Rindlerv0 = 0, y por tantoδ = 0. Śı reemplazamos
en la Ec. (22), nos queda que esta expresión es id́entica a la
Ec. (21). Concluimos que la equivalencia de Rindler se co-
rresponde con nuestra tercera condición.

3. Transformaciones entre el marco no iner-
cial y el inercial

3.1. Determinacíon de las ecuaciones de trasformación

Se podŕıa pensar en utilizar el mismo razonamiento que
hemos usado anteriormente, desde el marco no inercial, pero
este camino no va ser adecuado ya que se observarı́a como el
marco inercial se aleja aceleradamente, lo que da una imagen
distorsionada de la realidad.

Lo que vamos a hacer, es simplemente despejar las varia-
blesX y T en las Ecs. (9) y (16). Si reemplazamos la primera
ecuacíon en la segunda, nos queda:

T ′ = −v0

c2
·X ′

+
c

ω

[
arg sh

(
ω · T + δ

c

)
− arg sh

(
δ

c

)]
. (23)

Si despejamosT y usamos (19):

T =
1
ω
·
{

c · sh
[
ω

c
· τ + arg sh

(
δ

c

)]
− δ

}
. (24)

Observemos que esta expresión ya la obtuvimos en la
Ec. (13). Ahora despejamosX en la Ec. (9):

X =
c

ω
·
[
−

√
c2 + δ2 − 2 · ω ·X ′

+ c ·
√

1 +
(

ω · T + δ

c

)2
]
. (25)

Si reemplazamos la Ec. (24) en la Ec. (25):

X =
c

ω
·
{
−

√
c2 + δ2 − 2 · ω ·X ′

+ c · ch
[
ω

c
· τ + arg sh

(
δ

c

)]}
. (26)

Las Ecs. (24) y (26) constituyen la transformación del
sistema de coordenadas no inercial al inercial. En el lı́mite i-
nercial coincide con las transformaciones de Lorentz inversas
(antes de calcular el lı́mite es conveniente utilizar las fórmu-
las del seno y el coseno de la suma, lo que facilita los cálcu-
los).

Ahora vamos a tomarv0 = 0, con lo que la transfor-
macíon entre los dos sistema de coordenadas quedarı́a de la
forma.

X = c
ω ·

{
c · ch (

ω
c τ

)−√c2 − 2 · ω ·X ′
}

T = c
ω · sh

(
ω
c τ

)



 . (27)

Si fijamosX ′ = c2/2ω, las Ecs. (27) toman la forma:

X = c2

ω · ch (
ω
c τ

)

T = c
ω · sh

(
ω
c τ

)



 . (28)

Estas son las ecuaciones del movimiento hiperbólico, que
sabemos están ligadas a las coordenadas de Rindler [7]:

X = r · ch (c · t)
c · T = r · sh (c · t)

}
. (29)

3.2. Métrica en el marco acelerado

Si llamamos

α =
ω

c
·
(
T ′ +

v0

c2
·X ′

)
+ arg sh

(
δ

c

)
,

diferenciando en las transformaciones (24) y (26), y susti-
tuyendo en la ḿetrica de Minkowski, obtenemos:
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dS2 = −c2 · dT 2 + dX2 = −c2 · dT ′2 +
(
−v2

0

c2
+

c2

c2 + δ2 − 2 · ω ·X ′ +
2 · v0 · sh (α)√

c2 + δ2 − 2 · ω ·X ′

)
dX ′2

+
(
−2 · v0 +

2 · c2 · sh (α)√
c2 + δ2 − 2 · ω ·X ′

)
· dT ′ · dX ′ = dS′2. (30)

3.3. Transformaciones entre marcos no inerciales

Si tenemos dos sistemas de coordenadas de dos marcos no
inercialesS′ y S′′, adeḿas de un sistema de coordenas en un
marco inercialS, para determinar la transformación deS′ a
S′′ es suficiente tomar las trasformaciones deS′ aS y deS a
S′′ y hallar su composición.

4. Conclusiones

Hemos clarificado la relación de las TL, con las transforma-
ciones entre un sistema de coordenadas en un marco inercial,
y otro en un marco acelerado, en relatividad especial.

Tenemos que hacer notar, que no sólo es interesante
haber encontrado unas transformaciones que generaliza las
de Lorentz, sino también el procedimiento que hemos em-
pleado. Podemos pensar en aplicar dicho procedimiento a
situaciones ḿas generales, como puede ser un marco ace-
lerado por una fuerza que dependa del tiempo. Aunque este
camino est́a por explorar, y será necesario encontrar las
condiciones que tienen que cumplirse.
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