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En el marco de la relatividad especial, existen numerosos modelos que permiten relacionar el marco de referencia inercial con otro marco de
referencia acelerado (no inercial). Vamos a proporcionar las condiciones necesarias y suficientes que det&tnaresformadin 6ptima
de una maneranica.
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Within the framework of special relativity, there are numerous models that allow an inertial reference frame to be related to another accelerated
(non-inertial) reference frame. We are going to provide necessary and sufficient conditions that will determine the optimal transformation in
a unique way.
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1. Introduccion Encontramos que en [5,6] se da el tiempo propio para
un observador en un marco acelerado. Se describen mode-
El'hecho de que las leyes de Maxwell no quedasen invariantggs, a cuya transformamn de coordenadas se le impone que
bajo las trasformaciones de Galileo, planteaba un problemaste sea el tiempo propio. Destacamos las coordenadas de
Lorentz encont unas transformaciones que solucionabarRindler [7], que usan el hecho de que las fatas acele-
dicho problema aunque cuando las publica, lo hace con umdas describen un movimiento hipélibo en el espacio de
formalismo incorrecto, y es Poin@el que las reformula Minkowski, ag que se construye un marco de referencia en
adecuadamente [1]. el que la paftula estdia en reposo. Dependiendo dende

Einstein, en su aitulo de 1905 [2], formula los postula- se encuentre el observador en reposo en el momento inicial,
dos de la Relatividad Especial, a partir de los cuales vuelve @s posible dar coordenadas similares, como las de Kottler-
deducir las trasformaciones de Lorentz (TL), independientemgiller, o las coordenadas de radar Lass, aunque a todas ellas
mente de las leyes del electromagnetismo de Maxwell. Estge las puede denominar como coordenadas Rindler. Observe-
vez, las transformaciones se establecieron como un cambifios que en los casos concretos de Kottler-Mgller y de radar
de coordenadas entre dos marcos de referencia inerciales, [dgss, para eliinite en el que la fuerza se hace cero, las coor-
un espacio-tiempo de cuatro dimensiones. denadas resultan divergentes; y en Rindler propiamente di-

Una idea natural, sir pensar en@no generalizar estas cho, se llega a una TL trivial, que es la identidad en la parte
transformaciones al caso de que el segundo marco de referesspacial.
cia no fuese inercial. Han sido muchas y diversas, las formas
de encontrar esta generalizati Vamos a centrarnos en las Seguimos teniendo nuevos modelos, algunos muy re-
gue no son giratorias. En algunas de estas generalizacionggentes como [8], donde se impone la conglicide gauge
donde se busca la trasform@agientre un marco inercial y armbnico. Se realiza, aproximando las series de los desa-
otro acelerado por una fuerza, al considerar el casitd en  rrollos de todas las cantidades involucradas. Eingité, en
el que la fuerza es nula, la nueva transforraade reduce a el que la fuerza es nula, se recuperan las TL.
las TL, ya que los dos marcos &er inerciales.

En la Ref. [3] se toma un marco no inercial que se ale- Como podemos ver, existe una gran variedad de formas
ja con una velocidad que depende del tiempo. Entonces lgsara describir un cambio de coordenadas entre un marco i-
formas diferenciales ten@in un mismo aspecto que las for- nercial y otro acelerado, y la enumei@tique hemos hecho
mas diferenciales de las TL, pero ahora los coeficientes saqgu no ha sido exhaustiva. Cada uno aporta un modelo para
funciones del tiempo. describir aproximadamente la realidad. Adenestos mode-

En la Ref. [4] podemos veramno se reemplazan las for- los son bastante limitados, y no s@ciimente generalizables
mas lineales de TL, por transformaciones fraccionales lia situaciones en el que el marco no inercial es impulsado por
neales, homograds. Se comprueba que aplicando una doblaina fuerza no constante. Incluso en [8], se pone de manifiesto
homografa se pueden recuperar las TL, y por tanto generague los resultados de distintos modelos pueden ser incompa-
lizan a estasiltimas. tibles.
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Es posible clasificar los modelos anteriores en dos tiposnovimiento acelerado, el cual teddgue ser verificado pos-
dependiendo de @lde las siguientes condiciones cumple. teriormente, de forma experimental.

. ) . . En resumen las condiciones aernecesarias y sufi-
- Primera: El tiempo propio para un observador en un_.
cientes.
marco acelerado es el expresado en [5,6].

- Segunda: En elinite, en el que la fuerzaes nula, sere- - Transformaciones entre el sistema inercial y
cuperan las TL (no trivial, es decir, distinta de la iden- el no inercial

tidad).

Lo que vamos a hacer en esteiato es dar una nue- 2-1. EXistencia

va transformadin, entre los sistemas de coordenadas de cal i : . .
dl‘gln el espaciotiempo de Minkowski consideramos dos marcos

uno de los marcos de referencia, que se&gs Iprecisa, im- . P o
a e de referencia, con @enes coincidentes, y en cada uno de e-

oniéndole las dos condiciones. . ; . ) i
P Adermas impondremos una tercera condicique los ob llos un sistema de coordenadas cartesiano. El primero inercial
P g S =(X,T),y el sequndo aceleradsf = (X', 7") asociado

servadores estacionarios en el marco acelerado, se amover, . g o

; X ; .~ auna paifitula con masa en reposa,, una velocidad inicial

a la misma velocidad (variable) respecto del marco iner- : .

. S , o vg, Sometido a una fuerza constarftey desplaandose a lo
cial. Esta condidn podia parecer restrictiva, pero de hecho

. - largo del ejeX. Estamos considerando un tratamiento en 1+1
justificaremos que se corresponde con la afiroracie que

los observadores estacionarios de Rindler son e uivalentdimenSiones' Por las ecuaciones de laane relativista,
4 E)l%demos escribir [9]:

a movimientos uniformemente acelerados, vistos desde

marco inercial. Para determinar estos observadores, consi- d v f

deraremos uno, que en el origen de los marcdsfgato al aTr \/ﬁ o w = const (1)
origen del sistema acelerado. El resto de observadores esta-

cionarios sda el resultado de cubrir el espacio, con copias  Siintegramos la expre@n anterior:

de esta trayectoria desptamola paralelamente en el marco . -

inercial, a lo largo delinico eje espacial que vamos a con- v B /w PN v

siderar. De esta manera, tendremos un marco de referencia d T — 02/c2 V2] T — 02/c2 022
asociado a una familia de observadores acelerados uniforme- vo

mente por un p@metro constante y cdm a todos ellos. Vg T @
Con respecto a que son necesarias, tenemos que aclarar, 1—v2/c2

gue la segundabdo tiene sentido si hay una velocidad inicial
no nula. Por eso reapareaeRindler como modeloalido,  Llamamosé = (vo/+/1 — v0?/c?) = 7o - vo, siendoy el
aunque no la cumpla. Rindler es un caso particular de untctor de Lorentz. Podemos despejell’) en la expregin
formula mas general, con velocidad inicial no nula, que si laanterior, y nos queda:
cumple. w-T46
. - . . (1) = 0 @3)
- Sitenemos una exprési para el tiempo propio de un 1+ (w-T+6)2
observador en un marco acelerado, es necesario que ¢
el tiempo propio de la transforméci que vamos a adenas se verifica:
construir, concuerde con este resultado, por lo que la
primera condidn es necesaria.

2

) = @

- Latransformadn entre el marco inercial y el acelera-
do, para el caso en el que la fuerza actuante sea nula, Como el origen del sistem# se aleja con una velocidad
se convertiia en una transformami entre dos marcos v (1) respecto de&, podemos dar su trayectotk, (1) veri-
inerciales, por lo que la trasformaci necesariamente ficando que(d [Xo(T)] /dT'} = v (T) , por lo que integrando

debefa de coincidir con las TL. en el intervalo de cero&:

- Latercera condié¢in una vez veamos su corresponden- c? w-T+6\> 5\ 2
cia con la equivalencia de Rindler, impliéainmedi- Xo (T) o 1+< c ) LT (c) - ®
atamente que es una condicinecesaria. No potdr
ser que nuestra transforméauillevase a un resultado Ahora suponemos que existe una transfor@aentre los
diferente a la equivalencia de Rindler. sistemas de coordenadas del marco inercial y del acelerado,

: - . - de la siguiente forma:
Sin embargo, estas condiciones tddavo son suficientes g

para determinar de manetmica la transformabn, y te- X' =F(X,T)
nemos que imponer unaas. En este caso lo haremos co- ! . (6)
mo postulado sobre la contraoni de la longitud, por un T'=G(X,T)
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Vamos a determinar la primera ecuatide (6), para ello
la diferenciamos:

2
oOF OF B (U(T)) B dT
_ 9 o dr =4[1— AT = ——.  (11)
ax’ aXdXJr 8TdT (7 C T (@)2

Si denotamos pak ; a un punto que permanezca fijo res-
pecto deS’, es decir, un observador estacionario en el sentidéntegrando entre 0 ¥, obtenemos el tiempo propio:
que hemos descrito, de manera g, 7') < (X},1"), se
tiene qued X} = 0. AdemasdX; = v (T) - dT ya queX; — [argsh <W'T+5> _argsh <5>] .12
se mueve a velocidad(T') respecto d&. Sustituyendo en la w ¢ c
Ec. (7) nos queda:

Posteriormente necesitaremos condfeen funcbn der,
_OF OF oF  OF ad que despejando en Ec. (12), nos queda:
Una condicbn necesaria para que exista la fulmci T = 1 . {c . sh [‘” .7 + arg sh (5)] _ (5} . (13)
F(X,T), es por tanto, que sobre los puntos fijosSlese w ¢ ¢
verifique la Ec. (8), que se conoce como ecbiaalel trans-
porte, y se resuelve por elatodo de las caractsticas. Nos
gueda la familia de soluciones:

Es obligatorio que nuestra transform@ticoncuerde con
este resultado.
Usamos nuevamente que sobre los puntos fijoS’dee

w ' verificadXy = v (T') - dT, aden@s el tiempo para estos pun-
hi—=-|X—- [v(T)dT " ] . -
c? tos fijos sed el propio, es decd7”’ = dr. Reemplazamos en
la Ec. (10):
w-T+6 w-X
- \/H( c ) ) ar = |29 )+ 26 ar (14)
T ox ar |

siendoh (s) una funcon arbitraria. No hay &dida de gene-
ralidad al introducir el factor-w/c?, y éste nos permitir que
al tomar Imites, cuando la fuerza tiende a cero, dichwstes

Tenemos dos expresiones para el tiempo propio, la
Ecs. (11) y (14) que deben de ser iguales:

sean convergentes. Elegimos una que nos lleve a la transfor- oG oG 1
macin de Lorentz, ax Y (T) + T (15)
) ) ) 1+ (w‘7;+5)
h (s)*c +9 _ L
b (5) =
2w 2w La ecuaddn diferencial (15), nos proporciona la familia
(posteriormente veremos que esta el@cesinica). de soluciones:
. 2 w
X':\/H(m) X h(—CQ-[X—/v(T)dTD
C
TH+46 4]
_W'X2_W'T2_5,T 9 + 5. arg sh WL ro —argsh (- ||,
262 2 . ( ) w C C

Para ver que es consistente vamos a tomamétd cuan-  sjendon (s) una funcon arbitraria. Procederemos de la mis-

dow — 0, en este caso al ser la fuerza nula, el marco dgna forma que hicimos con la componente espacial, tomando
referencia rvil sefia inercial y por tanto la transformaci

anterior se convierte en la primera ecdacde las transfor- vo [+ 2,

maciones de LorentX’ = v, (X — vg - T). hy (s) = ' ( % ow ? ) ’
Observemos que sj < cy la aceleradnw es pequia,

la Ec. (9) se reduce &’ = X — (w-T?/2) — vy - T que  con lo que nos queda la solooi

se corresponde con la ecuaidel movimiento acelerado de

C2

Newton , 0 w-T+6
Nos vamos a ocupar de la segunda Ec. (6), que si la dife- T = T2 L+ e
renciamos tendrel siguiente aspecto:
oG oG ~X—'—'—6~T}
- - 2
dT’ = aXdX + 8TdT (20) 2¢ 2

Es conocido [5,6] que el tiempo propio de un observador + £ {arg sh (‘” T+ 5) — arg sh <5>} . (16)
en el marco acelerado tiene la forma: w ¢ c
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Para ver que es consistente vamos a tomamgtd cuan- A modo de ejemplo, podemos ver que si diferen-
dow — 0, en este caso al ser la fuerza nula, el marco de refeziamos (9), nos quediar dX’ = v (X, T)-[dX — v (T) dT].
rencia ndvil sefia inercial y por tanto las transformaciones Lo que nos indicda quey (X, T') viene a generalizar al fac-
anteriores deb&in de convertirse en las transformaciones deor de Lorentz.

Lorentz, véamosio: Hemos hallado las trasformaciones generalizadas para el
, C w-T+6 1) caso que
hn}J —.qargsh| ——— | — |argsh | —
w w C C h ( ) 02 + 52 C2
T T D S) = - = S,
= = (17) 2w 2w
1+ ( 3 )2 Yo _
c pero veremos que de hecésta es ldnica.
Por tanto, en elilnite: Si tenemos una barra fija en el marco de referencia acele-
v T radoS’, de extremos’, y =, a los que corresponden los va-
T = _% (v X=—v-v-T)+— loresz, y x3, respecto deS, obtenidos de manera simarfiea,
¢ 70 es decirt, = t,. Sabemos que si la regla mide= =, — z,
_ 7_Y% x 18 respectodeé,y L' = z', —2’, respecto d&’. A partir de las
- ’YO 2 N ( ) . .
c transformaciones de Lorentz se tiene el resultade: ~q- L,

Observemos que si usamos la transformada de Lorenfara sistemas inerciales. Ahora bien, en nuestro caso, en ca-
para la posi@n X’ = ~, (X — vy - T) podemos relacionar da instante podamos considerar un marco inercial que coin-
el tiempo primado con el tiempo propio para el caso inercialgidiera instardineamente con el acelerado, con lo que po-
sustituyendo en la primera igualdad de la Ec. (18): driamos escribir la expresi de la contracoin dependiendo
de la velocidad que tenga en cada moméiite- v, ) - L.

Ya tendiamos una expre@n de la contracéin depen-

Adems si reemplazamos Ecs. (9) y (12) en (16), volve-d'end_o Qe la velomdad,,p.ero la aceletactambeén tiene que
ntribuir a esa contradm por lo que postulamos que la ex-

mos a obterner la Ec. (19). Esto quiere decir que esta Ec. (1 Lesbn definitiva bara la contradm sefa:
es \alida tanto para marcos inerciales como no inerciales. P '

Las Ecs. (9) y (16) constituyen la transforntactientre el
= (

T'= X't (19)

sistema de coordenadas inercial y el no inercial.

s xa,%) L. (20)
2
2.2. Postulado sobre la contracéin de la longitud, por

un movimiento acelerado. Unicidad Observemos quér;, + x,/2) es el punto medio de la barra.

Postulamos que la contribdei de la acelera6n a la contra-

Definimos ccion es elérmino—(w/c?) - [(zp + x4)/2]. Aunque no hay
w que demostrar el postulado, la justificatradica en el hecho
V(X T)=—— - {X — /v (T) dT} de que mantiene la mismarfula para la contraatn de Ein-
€ stein, pero reemplazando el factor de Lorentz, por su corre-
w - T4+6\2 w X spondiente gene_ralizado. Hacemos_un péquguste toman-
=4/1+ ( ) - do el punto medio, y veremos seguidamente que nos lleva a
¢ ¢ un resultado satisfactorio.
cuyo limite esy, el factor de Lorentz. Apliguemos el postulado de la contramgia nuestra
| situacbn:

Ty + Xy

N R e ,Q-@w—%)zvg+<wff6)%@m—%)

2 2 — g 2
_“.W.(xb_xa):\/1+<m) .(xb_xa)_ﬁ.u

c c? 2

e () 2 e () -2

Si comparamos la primera expr@siy laGltima, podemos concluir:

mwum»=w+(“:”)wm—;-%>+ﬂw
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Para obtener este resultado, forzosamepie) tiene que ser  Si despejamo¥’ y usamos (19):

un polinomio de segundo grado, en el que adgemo hay

término de grado uno, es dedir, gs) =m-s?+n. T— 1 {C . sh {W -7+ arg sh (5)] — 5} . (24)
Observemos que si tomamdmlte cuandav — 0, en w c c

m-vy (X, T)2 +n, obtendramosm - vo2 + n. Debefamos de

llegar ala TL espacial, per@® obtendramos una constante,

salvo que tengamos una indetermiigacen el imite. Para lo

cual, tendia que sen = —m - Y2y m = —(c?/2 - w). El

valor dem surge de tomar una potencia adecuada gara x=c. [ V2 +62-2.w- X/

que sea un cero del mismo orden qugeX, T)2 —v?yque w

el limite coincida exactamente con la TL espacial.
Finalmente llegamos &, (s) =—(c?/2 - w)- (s*—y0?) . pe. \/1 N (w T+ 5)2

Para la parte temporal de la Ec. (6), el razonamient@ser c '

analogo al que acabamos de realizar. En consecuencia, la

Observemos que esta expf@siya la obtuvimos en la
Ec. (13). Ahora despejamd$ en la Ec. (9):

(25)

transformadn generalizada dmica. Si reemplazamos la Ec. (24) en la Ec. (25):
2.3. Correspondencia con la equivalencia de Rindler P { VET 2w X
w

En primer lugar vamos a expresar la velocidad de un obser-
vador Rindler estacionaro, respecto del marco inercial. Lo Cech [w 7+ arg sh ()} } (26)
haremos en funon del tiempo propio: c c

v (T) =¢?- T —c-th (f .T> ] (21) Las Ecs. (24) y (26) constituyen la transfornéacidel
X ¢ sistema de coordenadas no inercial al inercial. Ematé i-

En segundo lugar vamos a determinar la velocidad, de nuegercial coincide con las transformaciones de Lorentz inversas
tro observador estacionario $egla tercera condioh que  (antes de calcular eirhite es conveniente utilizar lagrimu-
hemos impuesto, reemplazando endiarfula de la velocidad  |as del seno y el coseno de la suma, lo que facilita ébsue

la Ec. (13): l0s).
T — w-T+46 Ahora vamos a tomapr, = 0, con lo que la transfor-
v(T) = o T5\2 macbn entre los dos sistema de coordenadas gisedarla
1+ ( c ) forma.

=c-th {i.q%argsh(i)]. (22) X=£~{c~ch (u:T)_m}

En Rindlervy = 0, y por tantoé = 0. Si reemplazamos T =2 sh (27)
en la Ec. (22), nos queda que esta exjresis id¢ntica a la “’ ¢

Ec. (21). Concluimos que la equivalencia de Rindler se co-  Sij fijamosX’ = ¢2/2w, las Ecs. (27) toman la forma:
rresponde con nuestra tercera conhci

(27)

X =5 ch (27)

3. Transformaciones entre el marco no iner- T— < sh (1) (28)

cial y el inercial w

Estas son las ecuaciones del movimiento hiplrb, que
sabemos eé&h ligadas a las coordenadas de Rindler [7]:

Se podra pensar en utilizar el mismo razonamiento que x b ;
hemos usado anteriormente, desde el marco no inercial, pero =r-ch(c-t)
este camino no va ser adecuado ya que se obsao@mno el c-T=r-sh (1) '
marco inercial se aleja aceleradamente, lo que da una imagen
distorsionada de la realidad. L
. . .3.2. Métrica en el marco acelerado

Lo que vamos a hacer, es simplemente despejar las varia-
bIesX’y T'enlas Ecs. (9) y (16). Si reemplazamos la primerag; | amamos
ecuacdbn en la segunda, nos queda:

5
7= Y0 5 a:w.(T’-s—vg.X’)—l—argsh(),
c c c

3.1. Determinacbn de las ecuaciones de trasformagn

(29)

+ £ [arg sh (‘*’ T+ 5) — arg sh (5” . (23) diferenciando en las transformaciones (24) y (26), y susti-
w ¢ ¢ tuyendo en la retrica de Minkowski, obtenemos:
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2 2 2-vg - sh(a) 2
4% = —c2 - dT? + dX2? = —c? - a7 + (-2 ‘ - X’
c + ¢ + c2+c2+52—2-w-X’+\/C2+52—2ow~X’

2-c?-sh(a)
Ve2+62 -2 w- X'

+ (2 v + ) AT’ - dX' = dS". (30)

3.3. Transformaciones entre marcos no inerciales

) _ " Tenemos que hacer notar, que nuwoses interesante
Si tenemos dos sistemas de coordenadas de dos marcosyiher encontrado unas transformaciones que generaliza las
inercialesS” y 5", aden&s de un sistema de coordenas en Urye | orentz, sino tambh el procedimiento que hemos em-
i i i AN / . . ..
marco inercial5, para determinar la transformacidesS” @ pleado. Podemos pensar en aplicar dicho procedimiento a
5" es suficiente tomar las trasformacionessde Sy deSa  sjtyaciones ras generales, como puede ser un marco ace-

5"y hallar su composiéin. lerado por una fuerza que dependa del tiempo. Aunque este
camino esi por explorar, y sé@r necesario encontrar las
4. Conclusiones condiciones que tienen que cumplirse.

Hemos clarificado la relagn de las TL, con las transforma-
ciones entre un sistema de coordenadas en un marco inercial,
y otro en un marco acelerado, en relatividad especial.
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