Yol.I,No.l REVISTA MEXICANA DE FISICA 1952

CAMPO GRAVITACIONAL DE BIRKHOFF Dk UN PUNTO MASA EXN MOVIMIENTO ARBI
TRARIO EN LA TEORIA DE BIRKHOFF,

Carlos Graef Fernandegz.

Instituto de Fisica de la Universidad Nacional de México
(Recibido: Diciembre 15, |951)

RESUNEXN.

En este articulo se obtiene el campo gravitacional de Birkhoff
generado por un punto masa en movimiento arbitrario. En el espacio~
tiempo de Minkowski este campo es un tensor doblemente covariante
proporcional a la masa gque lo genera. Es también drodorcional a una
combianacién lineal del tensor métricoc fundamental y del temsor cua-
drdtico en las componentes covariantes dql cuadrivector velocidad
retardada. Es ademds inversamente proporcional a la distancia del
acontecimiento en que se calcula al soporte del cuadrivector wveloci-
dad retardade del punto masa con resdecto a ese acontecimiento. &
cambpo satisface la ecuacibn fundamental de Birkhoff ya gue su
DtAlembertiano es nulo, y se reduce al campo central cuando la velo-

cudad es nula.

). E1 Marco de Referencia de la Teoria,.

Birkhoff' utiliza en su teoria de la gravitacidén el espacio-
tizempo llano de Minkowski gque es tambiédn el marco de referencia de
la teoria de la relatividad especial de Einstein. El cuadrado del
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elemento de arco de ese espacio~tiempo es:
ds® = dt° - dx° - dy2 - dz°% . (1)

Aqui 1t significa el tiempo medido en segundos; las literales
x,y,z son las coordenadas cariesiansas del lugar en gque ocurridé el
acontecimiento, medidas en segundos~luz. Con estas unidades la velo
cidad de la luz es igual a uno. Kl marco de referencia t,z,y,z es
un marco de referencia inercial.

En muchas ocasiones es conveniente utilizar la notacidén tenso-

rial para expresar el cuadrado del elemento de arco. En esta nota-

cidén se escribe:
x =t ; x° = x ; X° =y ; X =z (2)

El tensor métrico fundamental® se designa con Aij , sus compo

nentes z0n:

|,A22 = Qa3

&i; Neg = -1 ;

(3)

A1y = 0 cuando 1 ¥ §j .

il cuadrado del elemento de arco se expresa con e¢sta notacidn

como sigue:

ds®= A1 dx = dx’ . (4)
En este trabajo los Indices latinos pueden adquirir los valo-
res 1|,2,3,4. Siguiendo a Einstein utilizamos la convencidn, de que

una expresidn con un Indice latino repetido significa la suma de los

cuatro valores que adquiere esa esxpresidn al recorrer el indice la
lista |{,2,3, 4.

2. Las Transformaciones de la Teoria,.
Las transformaciones que dejan invariante la forma del cuadra-

do del elemento de arco (4) forman el grupo general de Lorentz. Es-
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tas transformaciones son del tipo:

X" = ayx° +b° ., (5)

1 4
Agqui 1las a; y las b son constantes., Las b son entera-

mente arbitrarias, pero las a; satisfacen las ecuaciones de condi-
cidnm:

$

Asy B ai = Omn . (€)

En una transformacidn (B) en que las a; satisfacen las ecua-

ciones de condicidn (6), el cuadrado del elemento de arco (4) se

transforma en

ds? = Ag4 dx- ax? .
Bl grupo gendral de Lorentz tiene un subgrupo que se utiliza
de preferencis en la relatividad especial. Las transformaciones de

este subgrupo son de la forma:

! 2 2 l
— X -VX —_2 _ X =vX
| ~v | —y 2
(7)
- X 3 X = X

Aqui |v]| < I, La transformacidn (7) tiene un significado f1

: - ~2 =3 —4
sico muy simple: el sistema x",x ,x se mueve con respecto al sis-

tems xz,xa,x4 con la veloocidad constante v; los dos sistemas coir

l-ll-l-l viepmille

ciden en el instante x' = x =0; el eje de las x° se deslizs a

lo largo del eje de las x°; el eje x> permanece paralelo al eje

x?; el eje x* permanece paralelo al eje x°. Designaremos con
L(v) a la transformacidn definida por (7), que como se ve estd com-
pletamente caracterizada por la velocidad v.

Ot ro subgrupo del grupo general de Lorentz es el de las rote-
ciones rigidas. En las transformaciones de este subgrupo x = x'

vy el sistema cartesiano x ,x,x se obtiene del sistema xz,x , X
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por medic de una rotacidn rigida. Aquil, los dos sistemas cartesia-
nos tienen distinta orientacidn, y estdn en reposo uno con respecto

al otro. Llamaremos R a una rotacidén rigida.

Consideraremos ahora una subfamilia del grupo general de Lorentz.

Los miembros de la subfamilia se definen como sigus:

L(v) R. (8)

Aquli R™' es la reciproca de la rotacidn R, y L(v) es la
transformacidén (7). En una transformacidn del tipo (8) el zistema
x° ;3,x4 se estd moviendo en el aistenma 12.13.14 con una velooi-
dad constante; estia velocidad se caracteriza por medio del vector
2 y

v = (v,v',v"). La transformacidén (8) queda completamente definida

por los tres parémetros vx,vy,v'. Los origenes de los sistemas
xz,xa,x4 y ;2,;3,;4 coinciden en el instante x' = X' = 0.
Para escribir explicitamente las ecuacicones de la transforms-

cién (8) es dtil hacer las siguientes convenciones:
|} Un indice griego adquiere los valores 2,3,4.
2) El1 simbolo v©@ significa v: pare ¢ = 2 ; el simbolo v¢ sig

nifica v’ parsa ﬁ = 3; el simbolo v® significa v' para a = 4.
3) Uha expresidn en la que aparece un indice griego repetido signi-

fica la suma de los tres valores que adquiere esa expresidn al
recorrer el indice la lista 2,3,4.

Con estas convenciones se obtienen para las ecuaciones® de la
transformacién (8).

vA x5

T
V7===?'

Agui y? = (?")2 + (vr)z + (v‘)2 ; 8: es la delta de
Kronecker.
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Si se escribe:

se obtiene para la matriz de la transformacidn (9):

ladl = | q _qv ~qu7 qvr |l (1)

~1 — -

-qv¥ | + 1 o VIV il viv?Y 2 21 viy?®
v v2 v
- - | -

-qvYy il vXy7 P — vIvY 1 Vv
v v v

_qvl q_l yXySs q_l yY¥y B |+ qﬂl v 8y &
v v g2

3. Campo Gravitacional de un Punto Masa en Movimiento Uniforme.

Fn 1a nueva formulacidn de la teorlia de la gravitacidn de
Birkhoff, debida a A.Barajas y al autor, se postula el campo gravita
cional de un puntic masa en reposo en el origen de coordenadas de un
sistema inercial, Sea r 1la distancia del punto x,y,z del espa-

cip fi1sico, al punto de masa M colocado en el origen,

-/ 2 ? _
r = X° + vy o+ z° =

2.2

(x2)® + (x*)® + (xH? (12)

El tensor gravitacional de Birkhoff* que describe el campo de

ese punto masa e&s:

Ihegl = -§~ 0 0 0 (13)
0o — o0 0
0 0 -5 O
o o o0 -+
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Usando la delta de Kronecker, (13) se puede escribir como:

M
hijy = 381} (14)

El tensor del campo gravitacional debido a un punto masa gue

. -
se mueve con un vec:ior velocidad constante v - (vX,vY, v% v que

pasa por el origen en el instante x =0, se calcula aplicdndole a
({4) la transformacidn inversa de (9) cuya matriz se obtiene de (i1i)
cambidndoles de signo a las componentes de la velocidad.

Bl tensor del campo gravitsacional de un punto masa tal, tiene

por expresion:

| +v 2 vX 2 vV _ 4 v
fhegl = ¥ - T T : (15)
|=v | ~v | ~v { ~v
,
2vX oviyXx vEy7¥ yXy & *
- 2 I+ ’Y o o
|~y j~v |\ —v |—-v
l
H_ 2vY vIyY I o0 Ty ¥ vIivE
| + —
2 2 2 o
| | ~v | -~V | | ~v t—v
_ ZvH ?Ivﬂ ?I.?' l zvﬁ?ﬂ
dp  S————————
o 2 o
\-vz | —¢ | v | —v }

. | 2 8 4
Conviene introducir las cuatro componenies v ,v ,v ,v del

cuadrivector velocidad de Minkowski, que se definen como sigue:

v va
v -, v e vt o= (16)

x
2 v
- - S » A » e .
oy 2 e
l~v2 Jfl—v |—v J[I—v

Nota: El1 simbolo v° significa algunas veces el cuadrado de la

velocidad y otras la segunda componente del cuadrivector velocidad
de Minkowski: es fdcil distinguir entre los dos significados.

Las componentes covariantes del cuadrivector velocidad de
Minkowski se obtienen de las componentes contravariantes siguiendo

el procedimiento de bajar un Indice:
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v, = 41} v . (17)

La ecuacidn (17) se descompone en las cuatro siguientes:
v T v , vV_ ==y, v, = =y, v, = -y |, (18)

El campo gravitacional de un punto masa en movimiento uniforme
se puede expresar de un modo muy sencillo en términos de las compo-

nentes covariantes del cuadrivector velocidad de Minkowski:

hi) = ¥ (2vavy - Q1) . (19)

En la férmula (19) r significa la distancia entre el punto
masa M y el punto del espacio flsico en el que que se calculan las
componentes del tensor del campo; esta distancia r estéd medida en
el marco de referencia inercial en el que el punto masa M estd en
reposo. Conviene expresar todas las cantidades que intervienen en
(19) en el warco de referencie inercial en el que estdn medidas las
hij del primer miembro; esto, s en el marco inercial en que el pup
to masa M se mueve con el vector velocidad ? = (vX,v7,v®), Sean
ahora (x,y,z) las coordenadas del punto del espacio en el que se
calculan las componentes del campo hij en el instante t; el tiem-
po t y las coordenadas x,y,z pertenecen al marco de referencia
inercial en el que M se mueve con el vector velocidad V. Aplicap

do la transformacidn inversa de la (9) a las coordenadas espaecisles

y al tiempo, se obtiene gque la r de la fdédrmula (19):

2 rd y 4 2 2 2
+ ()=~v ¢y +z =t
r ——— S — - - s ( ..2....(.: y ———-—-—-—-n-—-)—-—r . (20)

>
| ~v

Combinando (19) con (20) se obtiene:
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hyy = F———— (21)

La férmula (2!) expresa el tensor potencial gravitacional en
el instante t, en el punto x,y,z debido a un punto masa M que

pasa por el origen en el instante t = 0, y que se mueve con el vec

tor velocidad constante ¢ = vX, vY,v8,

4. Potenciales Gravitacionales Retardados,

El tensor potencial gravitacional (2!) se purede escribir en
una forma mAs adecuada para los desarrollos ulteriores, si se utili
zan algunas relaciones de la teoria de los potenciales retardados®
que se deducen a continuacidn. Supdngase una fuente puntual F que
emite un efecto fisico que se transmite con la velocidad de 1la luz;
en el sistema de unidades que usamos, esta velocidad es igual a uno.
Sean  £% = £, £° = 7 J ¢* = { 1las coordenadas de la fuente F.
Si 1a fuente F estd en movimiento en el marco de referencia iner-

cial que estamos usando, entonces sus coordenadas sop funciones del

tiempo:

¢ = g% (t) ; €=¢€(t), =n=nt), §=17(t) . (22)

Considérese ahora el punto P(x,y,z) del espacio fisico del

marco de referencia inercial. Sean 52 = &, §3 = 7 & =

’
it el i st —

las coordenadas de la posicién de la fuente F en el instante §'=3,
en el que salidéd el efecto flsico que llega a P en el instante t.

A £ = 1% se le llama tiempo retardado de la fuente F con respec-

—

to al punto P en el instante {; a las coordenadas 52 = £,

53 = 7, g‘ = ¢, 8e les llama coordenadas retardadas de F con

el - F

respecto al punto P en el instante t.
Consideremos ahora una fuente F gue se mueve en el marco de
, alp
referencia inercial con el vector velocidad constante v = (vX, v7,6v5)

Supongamos que F pasa por el origen del sistema de ocoordenadas en
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el instente t = 0, Las ecuaciones del movimiento de F son entor

ces.

2 8 _

:f:vxt' f""? 4 =

£ vyt £° = { = vey (23)

Para la posicién retardade de ¥ con respecto a P en el

instante t se tiene:

£ = v, n = v'y { = vt . (24)

La distancia entre la posicidén retardada de F y P se lla-

ma distancis retardads, y se designa con p.

r=v (x=£)% + (y=1)% + (2-1)* . (25)

e

Como el sfecto emitido por F se propaga con la velocidad
uno, el tiempo t - % que ese efecto tarda en llegar de F a P

es igual a 1la distencia retardada r.

t-¥=r . (26)

De (24), (25) y (28) se obtiene:
t — 3 =V (x~v33)® + (y-v¥2)?® & (z-vep)® (27)

Despejando 3t de la ecuacidn (27), teniendo en cuenta que

1 < t, se obtiene:

~yVI~-zvE) - ¥ (t—xv’—yvy-z?')2+(l-v2)(12+y2+52-t2)

|~V

et
H

-+ (28}

De (28) y (28) se obtiene para la distancia retardada r:

- ng XeyvIezy '-vgt) + (t-xvE~yvT-zVvE) %v { I-vz)f 1232+32-t2)
r = . . (29}

| v
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Considérese el vector T que tiene por origen a la fuente P

en su posicidn retardada, y por extiremo al punto P.

i34

= (x-vXi, y-v¥t, z-vei) . (30)

\

Fdrmese el producto escalar del vector r y del vector cons-
-

tante v ; se obtiene:

-V = xvX + yv¥ » 2v® - vi . (31)

Substituyendo (28) en (31) ressulta:

- el - ——

eyl

2 x y g o / "
_E.v Loy b (v syviezv) 4 vC V(v pvToav®)® g (1-v%) (x°+y%+2°-t%) . (32)
|-v®
Calculemos shora la expresidn:
r - 3-v =V (t-xvE-yvI-zvs)® + (1-v?) (x®+y%+2®-t?®) . (33)

La férmula (33) se dadujo para una fuente F que emite un efec
to fisico que se propaga con la velocidad de la luz; F se mu=ve con

. - .
un vector velocidad constante v = (vX,v¥,v®), y pasa por el origen

del sistema de coordenadas del marco de referencia inercial en el
instante t = 0, Como en la teofla de la gravitacidn de Birkhoff se
supone que los efectos gravitacionales se propagan con la velocidad
de la luz, el punto masa de la férmula (21) estd en las condiciones
de la fuente F. Aplicando (33) a la fdédrmula (21),se obtiene:

MY 1=v® [2v,v, - Ayj]

(34)

El tensor gravitacional hid de la fdédrmula (34) estd calcula-

do en el instante t en el punto (x,y,2z); se debe a un punto masa

M que se mueve con el vector velocidad constante V¢ = VX, VY, v8 la
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distancia r es la distancia retardada del punto masa, al purto P;

el vector T es el que tiene por origen la posicidn retardada del

punto masa, y por exiremo el punto P; VoV V.,V son las compo-

2 "3’ 4
nentes covariantes del cuadrivector de Minkowski; se obtienen de

- .
las componentes del vector v como sigue:

| > Vz Va Ve ""_""";:7'
| ~v ,} } Jhl—v

De este examen se ve que la fdérrula (34) es indeperndiente de

que el punto masa pase 0 no por el origen.

Como (34) se dedujo para un punto masa en movimiento uniforme,

v es constante y v% v, viv v, v,

na con V 8l vector velocidad retardado del punto masa, o sea el

v, son constantes. OSi se desig

vector velocidad de este punto para el tiempo retardado t, se obtie

ne.

La fdérmula (34) pu2de escribirse entonces como:

. (35)
v

La férmula (35) es susceptible de generalizacidn®., No inter-
vienen en ella sino el vector velocidad ¥ retardado del punto ma-

sa, y el vector T que une la posicidn retardada del punto msasa,

con el punto P en el que se calcula hij. Con las seis componen-

tes de esos dos vectores y la maza M se obtienen las |8 componen-

tes ds hij' Todas las cantidades que se refieren al punto masa
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aparecen retardadas.

5. Campo Gravitacional de un Punto Masa en Movimiento Arbitrario

Conviene introducir el concepto de “campo gravitacional ins-
tantdneo” generado por el punto masa M al pasar por el punto
F (¢,7m,0) del espacio fisico en el instante 7 . Consideremos un

punto P (x,y,z) del espacio fisico.  El efecto gravitacional ges

tado por M al pasar por F llega a P en el instante t:

vz eV (x-6)% ¢ (y-0)% + (2-1)°

. (36)

Si M se estd moviendo con el vector velocidad constante
(v*,vY,v?) al pasar por F, entonces el campo gravitacional hy
caleculado en P (x,y,2z) en el instante t (38), estd dado por 1la
fdrmula (35). Definimos como “campo gravitaecional instantdneo” ge
nerado por el punto masa M =&l pasar por F (g,z,é) en el instap
te 1 , al que se calcula segdn (35).

Si se generaliza la fdrmula (35) al caso del campo de un pun
to maza en movimiento arbitrario, se estd asentando el siguiente
postulado:

Postulado. Kl campo gravitacional instantdneo generado por
un punto masa es independiente de su aceleracidn.

El campo gravitacional para todos los tiempos, de un punto
masa en movimiento arbitrario, es el conjunto de los campos gravita
cionales instantdneos generados por ese punto masa en todas sus po-
siciones. El campo 2std4 dado por la férmula (35)

Ksta expresidn del campo es compatible con la ecmacidn funda-
mental de la teoria de Birkhoff’ para el campo gravitacional en el

espacio vaclo, que es

Oh,, =0. (37)

Aqul "0" es el operador de D’'Alembert.

En la teoria de los potenciales retardadas se establece el he
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cho notable que la funcidn:

g
I
"1
<

satisface la ecuacidn

£(1)

-)

r - L -

I
-

: (39}

<4

Aqui t es el tiempo retardado del punto masa con respecto a
P (x,y,2) y al instante t. La funcidn f es una funcidn que tie
ne primera y segunda derivada continuas. Se ve claramente gue las
componentes de h,, en (35) son del tipo (39).

La férmula (35) admite una simplificacidn considerable. Re-

cordando que r =t - 1t segdn (28), y recordando que las componep

tes del vector E son (x-¢&, y-n, z-!), se obtiene:

MV l-y° (2v, v, — D13]

Sk S5 N
(t~1)~(x~¢) x*~ (y=n) y¥-(2-{) x*

h,, ~©

3 ’ (40)

Introduciendo el lenguaje de cuadrivectores, se pueds escribir:

1
N
N

t__I = xl_ 5 , x"i x __g.‘ . Y""ﬂ - xs_ia i

5_5 = x4*§4 ;
(41)
¢! = | ’ y? = yx ’ v® = yy ’
I~--12 |-y 2 |-y

La expresidén (40) se convierte en:
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M {2y, Yy - As 4l

hyjy~ (42)

Apn (In_sn) yo

E]l denominador de (42) tiene una interpretacidn geométrica
sencilla en el espacio-tiempo, Las cuatro coordenadas (x',xz,xa,x‘)
se refieren a8l acontecimiento A en el que se calcula el tensor
hij . Las cuatro coordenadas (s',§2,§§,§‘) son del acontecimien-

tc retardedo en la linea de universo del punto masza, con respecto a

A, Las diferencias

(x'—gl ’ X “{ ’ .4 _f ’ X —§4)

son las componentes del cuadrivector que une el acontedimiento retagr
dado del punto masa con el acontecimiento A. Como el cuadrivector

velocidad es unitario en el espacio tiempo, la expresidn
Amn (x® - g‘) y° (43)

es la proyeccidn del cuadrivector (x® - 5‘) sobre el cuadrivector
velocidad.

Consideremos un acontecimiento A(x',xg,xa,x4) . Ese aconte-
cimiento estd compuesto del instante x' y del punto (x2,x3,x4)
del espacio fisico. Hay para ese punto (xz,xa,x‘) y para ese ins-
tente x' un tiempo retardado §'. y una posicidén retardada

(52,53,54) del punto masa. Estas cuatro coordenadas (é',g

N 2 .3 .4

62, 6%
definen el acontecimiento retardado g en la linea de universo del
punto mas &, con respecto al acontecimiento A, Las componentes del

cusdrivector gA son:

QA = (xl - g » X - é , X - é y X - 64) . (44)

Las componentes del cuadrivector velocidad retardada de

Minkowski del punto masa en ga , son:
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vi= (', %, ¥°, ¥ (45)
El denominador de (42) es la proyeccidén del cuadrivector gA
sobre el cuadrivector velocidad retardada de Mirkowski.
Tracemos por A(x',xz,xa,x‘) un hiperplano perpendicular al
cuadrivector velocidad retardada de Minkowski (1',32,33,34) que €s

unitario. La ecusacidén de este hiperplano es:

Axn (X~ -~ x8) g2 = 0 , (4¢€)

Aqui X

sideremos ahora la recta soporte del cuadrivector velocidad retarda-

son las coordenadas corrientes del hiperplano. Con-

da de Minkowski. Su ecuacién paramétrica es:

x1 = &1 4+ yt . (47)

Aqui A es un parémetro, y x! son las coordenadas corrientes
en la recta, La recta (47) corta al hiperplano {(4€) en un punto pera

el que el parédmetro A vale
A = Oan (x® - g‘) yr . (48)

Las coordenadas del punto de interseccién se obtienen substitu-
yendo A de (48) en (47).
Calctilese ahora la distancia del punto de interseccidn al aconte

cimiento A(x‘,xz,xa,x‘). Fl cvadrado de esta distancia es:
a1y (X'-xd) (X7-xd) = b1y (£1-xi)(£3-x3) + 2n Byg(gi-xt)yds A3 (49)

La linea que une los acontecimientos g y A es la linea de

universo de un rayo de luz. Por lo tanto tenemos:

At (éi-xi)(sj—xi) = 0 . (50)

En vista de (50) y de (48) se obtiene de (49}):
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AR (Xi—xi)(xj-xd) = A%, (51)

51 llamamos p a la distancia del acontecimiento A al sopor
te del cuadrivector de le velocidad retardada de Minkowski, obtene-

BOS:
P2 = - [Apn (X“ - ém) ln]z . (52)

El signo menos del segundo miembro de (52) indica que p es
una distancia espacisloide. Obtenemos como resultado: que el deno-
minador del tensor gravitacional (42) es un valor absoluto igual a
la distancia del acontecimiento en el que se calcula ese tensor sal
soporte del cuadrivector velocidad retardada de Minkowski del puntﬁ
masa. De (42) y (52) se obtiene:

M (2%, Yy - A y]
hy, —-‘“*—“"T;’ : (563)

La férmula (53) expresa el tensor gravitacional de Bikrhoff
debido a un punto masa en movimiento arbitrario en forma extraordina
riamente compacta.

. Conviene interpretuar la expresidn (53) en el espacio-tiempo.
Supdéngase un punio masa M en movimiento arbitrario., Sea L la 1i
nea de universo de ese punto masa en el espacio-tiempo. Sea
A(x',xE,x3,14) un aconiecimiento para el que se quiere calcular el
campo gravitacionsal hij debido a M, El campo se obtiene de la si
guiente manera:

i} Se construye con A como vértice el cono de luz del pasado.

ii) Se encuentra la interseccién ¥ de ese cono con la linea de uni-
verso L del punio masa,

iii)En F se construye el cuadrivector unitario tangente a L; este

cuadrivector tiene por componentes covariantes: L P SUS PSSP

iy) Se construye la recta apoyadas en A 7y perpendicular al soporte

del cuadrivector v,.
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v) La distancia de A al soportie del cuadrivector Y, es p.
El campo en A estd dado por (53).
Ndtese que ai

entonces y =1, - =y =y =90 y lpl = r .

En ese cas0 hij = # Bij

Esto significa que en el marco de referencie inercial en el
que el punto-masa en movimiento arbitrario esté4 instantdnesmente en

reposo, el campo gravitacional se reduce al campo central de
Birkhoff*.
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