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En este trabajo, se estudian los modos cuasi—normales para perturbaciones escalares y eleitasegan agujero negro de Einstein—
Gauss—Bonnet rodeado de quintaesencia empleandétetmWKB a tercer orden y einhite Eikonal. Primeramente, se establecen los
valores citicos de la constante de acoplamiento de Gauss—Bonnet y del factor de norroalizdacionado con la quintaesencia, con el
fin de describir los horizontes de eventos de la solucEl estudio de la condien de horizontes extremos y los modos cuasi—normales es
realizado estableciendo el panetro de estado de quintaesencia en el caso particular g¢e—2/3.

Descriptores: Modos cuasi—normales; quintaesencia; aproxigra¥VKB; exponente de Lyapunov.

In this work, we study the quasi-normal modes for scalar and electromagnetic perturbations for an Einstein—-Gauss—Bonnet black hole
surrounded by quintessence using the third-order WKB method and the Eikonal limit. First, the critical values of the Gauss—Bonnet coupling
constant and the normalization factor related to the quintessence are established, to describe the event horizons of the solution. We hav
studied the condition of extreme horizons and the quasi—-normal modes are performed by setting the quintessence state parameter in tr
particular case aby = —2/3
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1. Introduccion El estudio de los modos cuasi—normales consiste en el
analisis de una ecuan tipo onda con un potencial efectivo,

. C dependiendo de las caradsticas especificas del potencial
Los agujeros negros son uno de los objetas mtrigantes de . . -
efectivo, en la literatura se proponen variostatos para cal-

la Relatividad General y en general no pueden permanecer . P
. yeng ) P P ._cular los modos cuasi—normales, donde étado WKB [1]
de forma aislada. Estos siempre interactuan con materia

@éregor Wentzel, Hendrik Kramers y Leon Brillouin) es uno
campos subyacentes a su alrededor y como resultado de eS8, 0s nas utilizados. En la aproximam bptica—georatrica

interacciones, el agujero negro toma un estado perturbado. ,_. : .
(Eikonal) los modos cuasi—hormales se pueden determinar a
Cuando un agujero negro es perturbado, su compopartir de las geoesicas inestables relacionadas con el poten-
tamiento puede describirse en tres etapas: la primera etapail efectivo que sienten las pamilas de prueba en su in-
corresponde a la radiari debido a las condiciones iniciales teraccon con el agujero negro. En la Ref. [2], se muestra
de las perturbaciones, mientras que en la segunda etapa comgrelacbn que existe entre geesicas circulares inestables,
sponde a oscilaciones amortiguadas con frecuencias complexponente de Lyapunov y los modos cuasi-normales en el
jas llamadosmodos cuasi—normalesEstas frecuencias son [imite Eikonal.
independientes de las condiciones iniciales y solo dependen pgp surgido diferentes investigaciones sobre modos
de las propiedades del agujero negro, como la masa, la carggasi—normales para una variedad de escenarios y dageor
y el momento angular, entre otros. Estos modos de vimaci gjternativas, por ejemplo en la téxe la relatividad general
son llamados modos cuasi—normales. Finalmente, la tercegoplada a electrodamica no lineal se han abordado el estu-
etapa corresponde a un decaimiento de los campos que okfiy de modos cuasi—normales del agujero negro de Bardeen
decen a una ley de potencias. [3] que describe un agujero negro regular nétgo, el agu-
Los modos cuasi—-normales han sido una de las hei€ro negro con carga@ttrica de Born—Infeld [4] y Bronnikov
ramientas ras (tiles para la caracterizari de agujeros ne- [5] por mencionar algunos.
gros, debido a que los modos cuasi—normalémastiaciona- Otra teofa alternativa, es la telar de Einstein—-Gauss—
dos con los pametros del agujero negro, como: masa, carg&8onnet [6], la cual considera correcciones a la curvatura.
y momento angular. Ademas, muchos de los nuevos desarrollos de laidede
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cuerdas [7-9] han incrementado la importancia de estéteor2. Agujero negro de EGB rodeado de quin-

en particular. Por otro lado, es bien conocido que en el  taesencia

limite a bajas enetgs de las tedas de cuerdas, dan lugar

a modelos de gravedad en dimensionés ralk de cuatro, En esta secoin se describe brevemente, el agujero negro de
las cuales involucran potencias superiores del tensor de cUeGB rodeado de quintaesencia [29]. La aocén cuatro di-
vatura de Riemann en la adai adicionales aérmino habit- mensiones de EGB puede ser escrita como

ual de Einstein—Hilbert [10]. 1 .

e . . Szw—ﬂ/dejg[R+aLGB], Q)

Datos astroamicos observacionales recientes, muestran

que el universo se expande de forma acelerada y que Rpnde R es el escalar de Ricciqe es la constante de
hipotetica energa oscura domina el universo actual, por lo acoplamiento de Gauss—BonneLy: es el lagrangiano de
cual, los agujeros negros rodeados de énevgcura son de Gauus—Bonnet dado por
interés para los mvestlgadores. Existen varios modelos que Lep = R? — AR, RM + Rypag BP0 | @)
son candidatos a la enéagoscura, en la cual, la componente
dominante de la densidad de eriargene presin negativa. dondeR,,,.s el tensor de Riemann®,,, el tensor de Ricci.
Uno de ellos es la constante cosagita, que corresponde al La variacbn de la acdn (1) conduce a la siguiente
caso de enefg oscura con un pametro de estado, = —1, ecuacbn de campo
patametro de estado es la tawentre la presin y la densidad
de energa. Otros modelos alternativos que son propuestos
como candidatos a enéagobscura se basan en un campo es- 1
calar, como por ejemplo, la quintaesencia [11,12], K—esencia —5%apLlap + Rap = 59aplt =Tap , ®)
[13], tachyon [14] y dilat(_)n [15]. Bsicamente, la difgrencia dondeT,
entre esos modelos radica en la eléncile la magnitud de
wq. Para la quintaesencia, el paretro de estado se encuen-

200 [RRaﬁ — QRQO-Raﬁ + RaaéeRﬁo‘56]

s es el tensor de endegmomento de quintaesencia
propuesto por Kiselev [16]

traen el rango-1 < w, < —1/3. T,% = p(r), (4)
. . . TaTb
Por lo tanto, la presencia de quintaesencia alrededor de T,> = p(r)y |B(r)s," — {1+ 3B(r)}m . (5

agujeros negros delian de producir algunos efectos as-

. L . . cia. Tomando el promedio is@jpico sobre losangulos en
Kiselev [16] propuso una solum eshtica con simeta la Ec. 5) se obtiene

eskrica que describe a un agujero negro rodeado de quin-

taesencia, las cuales tarébihan sido extendidas aaside (T,") = 7p(r)l5ab —p(r)s,°, (6)
cuatro dimensiones [17,18]. La termodimica de agujeros 3
negros rodeado de quintaesencia ha sido investigada a detalle <rarb> _ }5 s @)
en [19-21], los modos cuasi—normales de dichas soluciones 3

han sido abordados en [19-21] y el estudio de las trayectorigBsto permite derivar la siguiente ecu@tide estado
geodksicas en [26-28]. ~y

. . . . p=wpy  @q =3 (8)

Motivados por lo anterior, en este trabajo se estudian los i _ )

efectos de la quintaesencia en el comportamiento de mod&@nde €l estado de quintaesenoia debe satisfacer1 <
cuasi-normales para las perturbaciones escalares y electfés < 0 10 cualimplica—3 <~ < 0. o
magréticas de un agujero negro de Einstein-Gauss—Bonnet EMpleando el principio de aditividad y linealidat( =
en cuatro dimensiones [29]. El documento se organiza dé-')- S€ puede determinar el panetro de quintaesencia
la siguiente forma. En la Sec. 2, se presenta el agujero ne- Blr) — _Bwg +1 9
gro de Einstein—-Gauss—Bonnet rodeado de quintaesencia, y (r) = 6w, ©)

s¢€ anallzgn los horizontes. En la ,S?C' 3, se de_scnben I%or lo tanto, sustituyendo la E@)(en la Ec. b), las compo-
perturbaciones escalares y electrontitgas del agujero ne- nentes del tensor de eneEagnomento de quintaesencia son

gro de Einstein—Gauss—Bonnet (EGB). Se analiza el com-

portamiento del potencial efectivo para las perturbaciones T,°=T." =p, (10)
escalares y electromagficas. Luego, en la Sec. 4 se da 1
una breve descripgh de como obtener los modos cuasi— T,% = qub = —ip(?)wq +1). (11)

normales empleando la aproximaciWKB de tercer orden,
mientras que en la Sec. 5, los modos cuasi—normales son ddara un espacio-tiempo con sinietesérica, la nétrica es
scritos por medio delinite Eikonal. En la Sec. 6 se presentan definida por

y discuten los resultados obtenidos y finalmente en la Sec. 7

1
2 __ 2
las conclusiones son presentadas. ds” = —f(r)dt” +

f(r)

dr? + 1% (d6” + sin® 0d¢*) . (12)
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Para el elemento dénlea (2), la ecuaddn de EGB [8) se
puede escribir como

P -1
T,° =T, :7+ 3
r_ / 2
—o ML T2 (13)
0 ¢_LH Ji_g fo//_Qf//+2f/2
Af' +2f% —Aff  2f2—4 2
+f+1;3 ff+fr4f+}7 14

signo de«, mientras que la rama con el signe, tiene
un comportamiento asidticamente plano. Por otra parte,
cuandoa — 0, la solucon (18) tiene los siguientes com-
portamientos

2M 2c r2

f.;,.(?“)%l-i—T-‘rm—FE, (21)
2M 2c

Se puede observar que la rama con el signo neg@Rjpge
reduce ala soludn de Schwarzschild rodeado de quintaesen-
cia [19], mientras que la rama con el signo positivo conduce

donde la prima indica que se deriva respecto de la coordex una solud@n tipo de Sitter o Anti—de Sitter. Por lo tanto,

nadar.
Combinando las Ec<10), (11) con las Ecs.13), (14) se
obtiene

;=1 (2 -2
=7 e[
P _7’24f+1} 7 (15)
_pBw ) 7 fT e [2f " - 2f" 267
2 2 r 2 r2
+4f’+2fz_4ff/+2f2_ilf+2} (16)
r T
A partir de las Ecs.15) y (16), se tiene
21 + Bug + DI (f =D —a {207 = 1) £
2 / li
+ (Bwg—1) (i) — (6wg—2) (Zj)
_3“”:;1} —0, (17)

donde la solud@n de la Ec./17), toma la siguiente forma

8aM 8ac
1+ \/1 to5 Tt 7’3“’7*3] ,  (18)

2
fi(r)=1+;;a

donde M es la masa,a la constante de acoplamiento
de Gauss-Bonnet; un factor de normalizaén, w, es el
patametro de estado de quintaesencia, el cual se encuen
en el rango-1 < w, < —1/3y el signo=+ representa dos

ramas de la soluon.

Para estudiar la estructura general de la s6lu&GB
rodeado de quintaesencia, primero se consideranetel

r — oo en la Ec. [18), teniendo

(V)

r

Q

fi(r) : (19)

f-(r)

«

1, (20)

Q

en este trabajo se considénasicamente la rama con el signo
menos.

2.1. Horizontes de eventos

Para proseguir con el afisis, es importante determinar los
horizontes de eventos, para ello, se debe de estudiaidas ra
positivas def (r,) = 0, siendory, el horizonte del agujero ne-

gro. Esta condiéin conduce a la siguiente ecuai

20[7’2“)(1/2 + r}(Lqu+4)/2

- \/ roatt L 8art it 4 8aer, =0, (23)
donde se ha expresado, la distancia radial, la constante de
acoplamiento de Gauss—Bonnet y el factor de normabraci

en unidades de masa, es deecir—~ /M, a — a/M?y

¢ — c¢/M3*st1 El nimero de horizontes, depende de los
valores que tomen los @Enetrosy y c.

Recientemente, Rizwan, Jamil y Anzhong propusieron un
método para realizar el afisis de los horizontes de un agu-
jero negro [30]. De acuerdo a este procedimiento, a partir de
la Ec. 23), se puede parametrizanacomo funcon decy ry,

2c
ale,rp) = 2ry — i + N (24)
Th
Esta funcdn «(c,r,) tiene un valor extremo

[qgla(q 1) /drp)|e.(rp) = 0) para unc(ry,), dado por

(1= rn)ry”

2
dwg — 1 (25)

ce(rp) =

Nuevamenteg. () tiene un valor extremddce (1) /drp]| -, =
0), localizado en um., dado por;

_ 3wy
S 3w+ 17

(26)

Te

donde la rama con el signe, muestra un comportamiento Al introducir la Ec. 26) en la Ec. [25) se obtiene el valor
asinbticamente de Sitter o Anti—de Sitter, dependiendo det,, mientras que sustituyendo la E26] y la expresbn dec..

Rev. Mex. Fis68 050704
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en la Ec. 4) se tiene el valor critico de.. Asi, los valores
criticos dea, y ¢, son dados por

9uw?
— _ q
e = afce,Te) = 0?1 (27)
3w
1 3wq ¢
c=c(r.) = — . 28
ce = clre) 9w(‘;‘1<3wq+1) (28)

Las Figs. 1y 2, muestran el comportamientagdg «. como
funcion dew,. De ellas se puede apreciar que cuangdn-
crementa, los valores dgy a. incrementan mastonamente
en cada caso.

La Tabla I, proporciona algunos valores dey «,
particularmente, se presentan los casQs = —7/20 y
wy = —9/20 reportados en Ref. [29] para el &isis ter-

TABLA |. Valores citicosc. y a. para diferentes.

wg —7/20 —9/20 —5/9  —2/3  —=7/9  —8/9

cc 0.398975 0.196519 0.122149 0.0833333 0.0609668 0.0467261
a. 10.7561 2.21581 1.5625 1.33333 1.225 1.16364

(horizonte externo) y.,, (horizonte de quintaesencia). Cabe
mencionar que cuando se considera a la quintaesencia, un
nuevo horizonte emerge, el horizonte de quintaesencia o cos-
mologico.

Para realizar un estudio completo de los horizontes, es
necesario analizar el caso extremo (cuando dos® mori-
zontes colapsan). El caso extremo puede ser obtenido de las
condicionesf(ry) = 0y df (ry)/dr = 0, las cuales se deben

modiramico del agujero negro de Einsten—-Gauss—Bonnede cumplir simulaineamente. De la condici df (ry) /dr =

rodeado de quintaesencia.
En resumen, parda< ¢ < c. Y0 < a < a. la solucbn

EGB rodeado de quintaesencia puede representar un agujero

negro con diferentes horizonteg, (horizonte interno)y.,

osF r r r r r r
04f
0.3f
o
(8]
0.2}
0.1F
10 -09 -08 -07 -06 -05 -04
Wq

FIGURA 1. La figura muestra el comportamiento del maetroc..
como funcén dew,. Cuandav, — —1, ¢. — 1/27, mientras que
Siwg — —1/3,¢cc — 1/2.

35 L -

30 5 -
Uo 2.5F b

2.0F E

15 L -

‘IO ' L L i i i L

-1.0 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4
Wq

FIGURA 2. La figura muestra el comportamiento del @aetroa.
como funcén dew,. Cuandow, — —1, a. — 9/8 y cuando
wq — —1/3, a. diverge.

0, se tiene

[riw“ (rp + 2a) + 2ca (1 — 3w,)

7T23wq+3)/2 \/TZW" (r3 + 8a) + 8ca
1

X =0.
047’,(5’“)“—|r1)/2 \/riw“ (r3 + 8a) + 8ca

(29)

Para poder continuar con el @isis del caso extremo, es
necesario definir un valor espéico paraw,, particular-

mente, se considera el casp = —2/3, el cual permite un
tratamiento relativamente simple de las propiedades del agu-
jero negro.

Por otra parte, al introducir la Ec24) (f(r,) = 0) enla
Ec. (29), es posible obtener la exprésique debe satisfacer
el caso extremo

12¢%r} — 10cry + 16¢r3 +2r7 —6r, +4=0.  (30)
Esta ecuaéin puede ser resuelta ati@lamente y posee cua-

tro raices positivas, de las cuales solo dos son relevantes para
0 < ¢ < ¢.. Estas dos fiaes positivas son dadas por

14++v1—-12¢
rp= (31)
1-+v1-12¢c
Tﬁ:T' (32)

La Fig. 3, muestra el comportamiento de y r_ como
funcibn dec, en la cual se puede apreciar que cuanhere-
menta,r, disminuye, mientras que_ aumenta ligeramente
y ambos convergen cuando= c. = 0.0833333.

En general, los horizontes del agujero negro de EGB
rodeado de quintaesencia satisfacen la réfacj, < r_ <
ree <14 <7y,. DelaFig. 3 se puede observar que para val-
ores pequios del patmetroc, ;. toma valores muy grandes
y por lo tanto,r,,, tambien toma valores muy grandes, mien-
tras que para valores del panetroc muy cercanos a, .,

Rev. Mex. Fis68050704
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0.02 0.04 0.06 0.08

c

FIGURA 3. La grafica muestra el comportamientoidey r— como
funcion dec, conc € (0,0.0833333].

12f I Cor )/
1.0
0.8F
0.6F
04F

0.2F

0.0
0.00

0.02 0.04 0.06 0.08

Cc

FIGURA 4. La grafica muestra el comportamiento de y ot
como funcén dec, conc. = 0.0833333 y a.. = 1.33333.

04F
- a=0.4,c=0.06
02k a=0.4,c=0.08
— a=0.74074,¢=0.07
= o0 /\\
-0.2
—OI4 .l 2 2 2 ' 2 2 l.
0 1 2 3 4 5 6 7

FIGURA 5. La grafica muestra el comportamiento ¢@iér) como
funcion der, para distintos valores dey «.

considera valores muy pedies. Por otra parte, gise in-
crementay_ igualmente se incrementa y por lo tanto el hor-
izonte de eventos se incrementa, aunque de forma lenta.

5

Ahora, sustituyendo las Ecs31) y (32) en la Ec. 24),
se tiene

a_=aler.),
(1-v1-12¢) (24c+ V1 —12¢—1)
= o (33)
108¢?
ar =alery),
(14 v1—12c) (24c — V1 —12¢— 1) (34)
B 108¢? '

La Fig. 4 muestra el comportamiento de como funcén

de c. Para valores déc, o) correspondientes a la régi I

y 111, el agujero negro de EGB rodeado de quintaesencia

tiene solo un horizonte, mientras para valoregder) que

pertenecen a la ren /1, el agujero negro tiene tres hori-

zontes. Asimismo, para valores (& «) contenidos en la

frontera de las regiondd y 111 (que correspondea ), as

como a la frontera de las regiongéy /1 (parac.), se tiene

un agujero negro con dos horizontes de eventos.
Dependiendo de la eleén de los valoregc, o) (ver

Fig. 5), el timero de horizontes puede decrecer de tres a uno,

donde el horizonte cosmimjico (quintaesencia) nunca desa-

parece. Por otra parte, cuantinicamente se tiene el hori-

zonte de quintaesencia, el agujero negro de EGB rodeado de

quintaesencia describe una singularidad desnuda.

3. Perturbaciones escalares electro-

magneéticas

y

En esta secon se da una breve descripoide las ecuaciones
para las perturbaciones escalares y electroktagas.

La ecuaddn de Klein—Gordon para un campo escalar sin
masa en un espacio—tiempo curvo toma la siguiente forma

1
=0 (VD) = 0.
Considerando, un espacio-tiempo con simaedsérica dado
por la Ec. 112) en la Ec. 85), y usando el ansatz para el
campo escalab

(35)

§(r)

r )
conY (0, ¢) los armbnicos e<éricos e introduciendo tanémn
el cambio de la coordenadeaa la coordenada tortuga

dr
f(r)’
donde se tiene que s8i— r.,, entonces la coordenada tor-
tugar, — —oo, y cuandor — oo, r, — 00, esto permite
describir de formadcil las ondas salientes o entrantes.
Entonces se puede obtener la siguiente ebuade per-
turbacbn radial

®=e 'Y (0,0) (36)

dr, = (37)

ddi(;) + [w2 — VE(T)] &(r)y=0, (38)
donde Wy | 10
Ve(r) = f(r) {TQ r} . (39)

Rev. Mex. Fis68 050704
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Como se puede apreciar de la EBY)( el potencial efectivo S
Ve(r) depende de la constante de acoplamientte Gauss— N
. . . . 0.20f i 3 Ve, a=0.1
Bonnet, el érmino de normalizabin de quintaesenciay del A
indice arndnico angulat. 0.15f I V=8
Las ecuaciones de Maxwell en un espacio-tiempo curvo — I Vem,a=0.1
que describen las perturbaciones electroratigas (ver = 0F Vem,a=0.8
[31,32]) son .05k | ;
——09, (V=9F3,4°"g"") =0 (40) 0.00
\/jg H( By ) )
dondeFp, = dsA, — 0,Ag y A, es el potencial electro- ~0.05 2 4', é ;3 1.0 1.2 1'4
magretico.
Al considerar simeta esérica, se puede tomar el sigu- r
iente ansatz [33] FIGURA 7. Comportamiento d&x (r) y Ve (1), conc = 0.01 y
[ =2.

A=A, = Ag =0,
dP,(cos ) De la Fig. 6 se puede ver que cuandimcrementa la al-
—a (41)  tura maxima del potencial disminuye tanto para el caso es-
calar, como para el electromagito, lo cual implica que la
dondeF, (cos 0) son los polinomios de Legendre. Empleandopresencia de quintaesencia reduce la magnitud de los difer-
el ansatz41) en la Ec. 40), se puede tener una ecuatide  entes potenciales. Se puede apreciar que con el aumento de
onda, como la Ec38), donde el potencial efectivo esta dado g existe una diferencia significativa entre el potencial efec-

Ay = &(r) sin(wt) sin

por tivo para el campo escalar y para el campo electroretiem
Vem(r) = f(r) [l(l Jg 1)} . (42) Cuandoa incrementa, el pico del potencial incrementa en
r ambos casos y su posici se mueve hacia la izquierda, como
En este caso se tiene que 1. se puede apreciar en la Fig. 7.

La grafica deVe(r) y Vem(r) para distintos valores deg

se muestran en la Fig. 6, mientras que en la Fig. 7 se mues- ) .
tra el comportamiento de los potenciales para distintos va#- Modos cuasi—normales de un agujero negro

ores dea. En general, los potenciales efectivis(r) y de EGB rodeado de quintaesencia: aproxi-
Ve (r) tienen la forma de un potencial de barrera con un macion WKB

solo maximo, siendo el potencial del campo escalar mayor
que para el campo electromagico. Cuanda- — oo, los ~ Los modos cuasi—normales &strelacionados con las solu-

potenciales efectivos tiene un valor aéiito, Vg (r) ~ 4¢>  ciones de la Ec'38). Para hallar dichas soluciones, se deben
para el campo escalarWgas(r) ~ —[2c¢l(l + 1)]/r para el  de imponer las siguientes condiciones de frontera:
campo electromagtico.

Por otra parte, de las EcR29) y (42), se puede apreciar
gue los ceros de los potenciales efectivos coinciden con los
ceros de la funén métrica, es decir, los potenciales efectivos

1. En el horizonte, la onda debe daricamente entrante
&r) ~ emr,

2. En el infinito espacial, la onda deber ser solamente

se anulan en los horizontes. . :
salienteS(r) ~ e*“"=.
025 . ) . ) ) ) De acuerdo a la Ec./36), la funcion de ondad tiene una
020k VE,c=0.01 ) dependencia temporal dada por
VE,c=0.05 )
0.15F d d(t.r 0) ~ efzwt 43
. VEM;C=0-01 ( ) 7(7257 ) ) ( )
S Vem,€=0.05 1 la cual describe las oscilaciones temporales. Donde la fre-
oosk cuenciaw tiene una componente real e imaginaria, es decir,
w = w, +iw;, por lo que la expreén (43) se puede expresar
0007 " =—mcooCoo— o ___ como
-0.05 é ; é é 1'0 1'2 1-4 CID(t, T, Cba 0) ~ e*i(&)r‘Hwi)t _ efiwrrtewit ) (44)
r La parte real de la frecuencia, representa la oscilatm real
FIGURA 6. Comportamiento d&z(r) y Vea(r), cona = 0.1y del agujero negro, la cual es siempre positiva. Por otra parte,
l=2. la parte imaginaria de la frecuencia puede ser positiva o
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negativa. Siw; > 0, entonces la soluoh (44) diverge a me-
dida que el tiempo aumenta, y por lo tanto la oscdadilel
agujero negro siempre creéeto cual describe una soldci
inestable. En el caso en el que < 0, se tiene una os-
cilacion amortiguada, debido a que la Ed4) decrece con-

Cabe sBalar que la precién del metodo WKB depende
de la elecdn del limero multipolar y del arnbnicon, es
decir, como se ha mostrado en Ref. [35], détado WKB

funciona bastante bien cuantio- n, sin embargo, si = n

este, no proporciona resultados satisfactoriod ysh, no es

forme el tiempo avanza y eventualmente tiende a cero pangosible aplicar el latodo WKB. Por otra parte, los resultados
tiempos muy grandes, por lo que gradualmente la oséilaci mejoran progresivamente al aumentar los valores de
del agujero negro cesarEste comportamiento describe una
solucbn estable.

En el caso, en el que; = 0, la solucbn (38) describe

los modos normales, donde el agujero negro permanece Osp, Ref. [2], se preseatun nétodo para calcular los modos
cilando indefinidamente. cuasi—normales, en dhiite Eikonal a tra&s de geogésicas

Se pueden definir a los modos cuasi-normales como ungestables. La idea es interpretar a las oscilaciones libres del
oscilacbn general, que posee un factor de amortiguamient@qujero negro erétminos de paitulas de prueba atrapadas

wi )t
exponencial, es decir, de la former ™, conw; < 0. enorbitas circulares inestable, en este trabajo consideraremos
Usualmente la Ecl38) no se puede resolver de forma ex- (injcamente gedssicas nulas (fotones).

acta, por lo cual se han desarrollado una variedadéatedos La parte real de las frecuencias de los modos cuasi—
para calcular los modos cuasi-normales. En este trabajo, $@rmales eé determinada por la velocidad angular en la
emplea laécnica desarrollada por lyer y Will [34], la cual se geogbsica nula inestable, mientras que la parte imaginaria

basalen_la aproximamm WKB. esh relacionada con la escala de tiempo de la inestabilidad
Siguiendo la Ref. [4], en labfmula WKB, las frecuen- e |aorbita circular.

cias de los modos cuasi-normalesaesielacionadas con los Esta &cnica ha sido empleada para un agujero negro
potenciales39) y (42) de acuerdo a la siguiente ecuati de Kerr [36,37], anti-de-Sitter [38], de Hayward [39], entre
2 _ 1 1/2 OtrOS.
o= [VO (=215) A} En el limite Eikonal, los potenciales efectivos relaciona-
dos con las perturbaciones escalares y electroategs pre-

5. Modos cuasi—nhormales en elrite Eikonal

. m\1/2 ~
—ia (=21p) [1 + Q] ’ (45) senten el mismo comportamiento (ver [40]) y su potencial
donde efectivo, toma la siguiente forma
(4)
B 1 1 (Vv 1, o f()
A= W {8 (V0,,> (4 +a ) VElkonaI =L r2 (49)
N2 dondeL representa el momento angular de los fotones.
_ <V/,O) (7+60a%) ¢ , (46) E! r_adiom de labrbita circular inestable se obtiene de las
288 \ Vg condiciones
B 1 " . —
0= . 5 VO// (77 + 188072) VElkonaI(TO) 0, (50)
—2Vy" | 6912 \ Vj .
dVElkonaI(T) -0 (51)
" V(4) dr r=ro ’
—22— | (51 + 100&%) , . . .
v De las expresiones anteriores se obtiene la i@haci
1 — ! =0.
L ( o ) 5+ 4%) 21 (ro) — rof'(ro) = 0 (52)
0 Las frecuencias de los modos cuasi—normalgse pueden
1 VWOV(S) expresar por una reldm sencilla, que depende de la funi
+ 288 Tg (19 + 286%) meétricaf(r) y del radior, de laorbita circular inestable,
1
1 <V0(4)>2( 2 lei<n+2> Al (53)
+— |- | (67+68a%) ;. (47)
230 W con
con
f(ro)
_ 1 ) d"VeEM Q= 2 (54)
= — = — 48 T
nt 2’ VO dTﬂ Te=Tx(rp) ’ ( ) 0
donder, (r,) indica el valor de la variable, en el maximo f(ro)
. A= 2 " . 55
de los potenciale®¥z(r), Vep (r) yn =0,1,2, 2rk (2f(ro) = rof"(r0)) (55)
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TABLA Il. La tabla muestra las frecuencias de los modos cuasi—normales para perturbaciones escalares y eftictasmagndo WKB a
tercer orden para diferentes valorescdeona = 0.4.

C

Frecuencias

Frecuencias

Frecuencias

Frecuencias

Escalares Electromagticas Escalares Electromagitas

n=0,l=0 n=0,l=0 n=1l=1 n=1l=1
0.01 0.089044-0.093899 - 0.248694-0.25115%4 0.210127-0.240091
0.02 0.075309-0.085196 — 0.222945-0.219232 0.192258-0.208902
0.03 0.061237-0.075501 - 0.194608-0.185556 0.171789-0.17627%9
0.04 0.047204-0.064667 - 0.162997-0.1496G46 0.147719-0.141629
0.05 0.019727-0.044220 - 0.122710-0.1059%0 0.117799-0.1037%3
0.06 0.151351-0.153791 - 0.127381-0.118754 0.074313-0.058304

n=0,l=1 n=0,0l=1 n=1101=2 n=1101=2
0.01 0.271694-0.080640 0.237018-0.076139 0.439372-0.242943 0.418579-0.238419
0.02 0.241118-0.070690 0.214211-0.0665%9 0.393948-0.211687 0.377724-0.207529
0.03 0.208430-0.060083 0.188919-0.05651%2 0.344440-0.178858 0.332653-0.175264
0.04 0.172661-0.048634 0.160041-0.045741 0.289158-0.144043 0.281475-0.141028
0.05 0.131424-0.034991 0.125194-0.033834 0.225170-0.108080 0.220070-0.103536
0.06 0.083930-0.036458 0.076648-0.019282 0.123370-0.016453 0.134882-0.05837%7

n=0,l=2 n=0,l=2 n=2101=2 n=2101=2
0.01 0.454099-0.079881 0.434009-0.078283 0.414960-0.412023 0.393205-0.404951
0.02 0.405882-0.069682 0.390375-0.068227 0.374100-0.358566 0.356770-0.352049
0.03 0.353720-0.058965 0.342537-0.057716 0.328851-0.302456 0.316080-0.296792
0.04 0.295754-0.047550 0.288556-0.046549 0.278059-0.243197 0.269360-0.238186
0.05 0.228000-0.0353%9 0.224266-0.034286 0.222691-0.184387 0.212650-0.174144
0.06 0.136322-0.013460 0.136171-0.0194%7 0.135148-0.1011@2 0.132477-0.097595

Aqui, Q es la velocidad angular orbital )y es el exponente agujero negro.
de Lyapunov, el cual es interpretado como labrazle de-

Como pueden apreciarse, la parte imagi-
naria de las frecuencias de los modos cuasi—normales para

caimiento de las ge@sicas circulares inestables. El expo-los primeros tres arbmicos son negativos, lo cual indica que
nente de Lyapunov es una medida de la tasa promedio a & agujero negro EGB rodeado de quintaesencia es estable
gue trayectorias cercanas convergen o divergen en el espadiajo perturbaciones escalares y electrongtigas, cuando el
de fase. Un exponente de Lyapunov positivo indica una dipalametroc se incrementa. Por otra parte, al incrementar el
vergencia entre trayectorias cercanas, es decir, una alta sengilor den (para un valor fijo dé y ¢), la norma de la parte
bilidad a las condiciones iniciales (para una mayor referenciamaginaria de las frecuencias de los modos cuasi—normales
en la derivadn de las expresiones anteriores, el lector puedaumenta, lo cual provoca que el agujero negro EGB rodeado
consultar [41]). de quintaesencia eventualmente sea menos estable. De la
Tabla lll, se puede apreciar un comportamiento similar al in-
crementar el pametroq.

De las Figs. 8 y 9 se pueden observar que las frecuencias
En esta secon se obtienen las frecuencias de los mo-de osciladdn y la radn de amortiguamiento para el campo
dos cuasi—normales para perturbaciones escalares y electgscalar y el campo electromadgito incrementan cuande
magreticas usando el @lodo WKB a tercer orden y en el Se incrementa y en general se observague > wy,, Y
limite Eikonal para un agujero negro de EGB rodeado de’i, > wiy. Particularmente, se observa que para ambos
quintaesencia. Las frecuencias han sido obtenidas para 168mpos, la presencia de quintaesencia provoca que las os-
valores dgc, o) correspondientes a la régi Il (ver Fig. 4).  cilaciones sean &s estables (ver Fig. 9), pero el valorae

En la Tabla Il se muestra las frecuencias de los modogisminuye (ver Fig. 8).
cuasi—normales para distintos valores gigoara los primeros Cuando el pa@metroc se incrementa, la frecuencia de
armbnicos, debido a que estas decaérsrientamente y son oscilacbn disminuye (ver Fig. 10), mientras que laoazle
relevantes para la descripai de los campos alrededor del amortiguamiento aumenta, como se puede ver en la Fig. 11.

6. Resultados

Rev. Mex. Fis68050704
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TaBLA Ill. La tabla muestra las frecuencias de los modos cuasi—normales para perturbaciones escalares y efgictasraagndo WKB

a tercer orden para diferentes valoresxdeonc = 0.01.

Frecuencias

Frecuencias

Frecuencias

Frecuencias

«a
Escalares Electromagticas Escalares Electromagicas

n=0,l=0 n=0,l=0 n=11l=1 n=11l=1
0.1 0.202505-0.208298 - 0.691042-0.700784 0.198644-0.255201
0.2 0.092282-0.101635 - 0.239429-0.2587716 0.202337-0.250604
0.3 0.089354-0.096426 - 0.246063-0.257058 0.206172-0.245595
0.4 0.089036-0.093892 - 0.248694-0.251154 0.210127-0.240091
0.5 0.088070-0.091107 - 0.251631-0.245040 0.214162-0.23397%8
0.6 0.086747-0.088331 - 0.254475-0.2383@3 0.218199-0.2271G2

n=0,l=1 n=0,0l=1 n=1101=2 n=1101=2
0.1 0.345177-0.238895 0.227455-0.080638 0.459024-0.310843 0.402314-0.251764
0.2 0.265748-0.083113 0.230443-0.079250 0.429030-0.252479 0.407485-0.247729
0.3 0.268791-0.082414 0.233623-0.077759 0.434027-0.247835 0.412902-0.2433Q7
0.4 0.271694-0.080640 0.237018-0.076139 0.439374-0.242946 0.418579-0.238419
0.5 0.274792-0.078794 0.240649-0.074355 0.444932-0.23747%3 0.424528-0.232959
0.6 0.278076-0.07675%9 0.244544-0.072358 0.450708-0.231301 0.430746-0.226731

n=0,l=2 n=0,l=2 n=2101=2 n=2101=2
0.1 0.440964-0.087180 0.419723-0.082426 0.414960-0.412023 0.393205-0.404951
0.2 0.444688-0.082839 0.424204-0.08117%3 0.374100-0.3585G6 0.356770-0.352049
0.3 0.449250-0.081413 0.428954-0.07980G0 0.328851-0.302456 0.316080-0.296792
0.4 0.454099-0.079881 0.434009-0.078283 0.278059-0.243197 0.269360-0.238186
0.5 0.459264-0.078170 0.439412-0.076586 0.222691-0.184387 0.212650-0.174144
0.6 0.464792-0.076238 0.445217-0.074663 0.135148-0.1011Q2 0.132477-0.097595

T -0.060 v
Escalar Escalar
0.55F Electromagnético 1 ~0.065¢ Electromagnético
----- Escalar, c=0 -0.070F e Escalar, c=0
Electromagnético, c=0 R, -0.075F Electromagnético, c=0
3 0% o-——-- o----" A ] 3 _o.0s0f
-0.085F
0.45F .//”‘ o000k ——_.—____."——
_0.095f &---""*"" )
0:1 O.-Z 073 0?4 0?5 0?6 i B g4 L 05 i

a

FIGURA 9. Comportamiento dev; como funcon de «, para

FIGURA 8. Comportamiento dev, como funcon de «, para
c=0.01,l=2yn=0.

c=0.01,l=2yn=0.

Esto Significa que conforme aumenta, la Oscilaﬁh es doa que cuandoese incrementa no existe una diferencia Sig'

menos intensa, es decir, la presencia de quintaesendificativa entre los potenciales (ver Fig. 6).

suprime la oscila@n. Es importante mencionar, que en este  En el imite Eikonal, el comportamiento de la velocidad
caso particular, no hay una diferencia significativa en la partangular (frecuencias reales) para valoresaden el rango
real e imaginaria de las frecuencias de los modos cuasig:1 < a < 0.6 se muestra en la Fig. 12 y el comportamiento
normales para el caso escalar y electrorgétign cuanda:  es similar al de las frecuencias calculadas empleando WKB
se incrementa. Este comportamiento puede entenderse delzitercer orden.
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0.5 T ¥ T ¥ T 7
-0.150
Con quintaesencia, c=0.03
04F 0,155 Sin quintaesencia
=
3 o3 ' 0.160

Escalar

0.2k Electromagnético \ ] ~0.165 _

0.1

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

c

. , FIGURA 13. Comportamiento da como funcon dec.
FIGURA 10. Comportamiento dev, como funcén dec, para

a=04,l=2yn=0.

0.176
0.175
-0.02F r
Escalar / 0.174
" p
Electromagnético a 0173
_ -0.04} .
3 0.172
-0.08f 0.171
0.170
-0.08f & . . . . o] 001 002 003 004 005 006
0.01 002 003 004 005 006 o
c FIGURA 14. Comportamiento d&2 como funcén de ¢, con
FIGURA 11. Comportamiento des; como funcon dec, para o« = 0.4.
a=04,l=2yn=0.
-0.163
0.186
-0.164
0.184 Con quintaesencia, ¢=0.03
Sin quintaesencia -0.165
0.182 .
,<
= _0.166
C 0.180 [
0.178 ~o.1er
0.176 ~0.168
-0.169
0.174
A 52 PP - = 65 001 002 003 004 005 0.06
&

a

. ; FIGURA 15. Comportamiento dé como funcén dec, cona =

FIGURA 12. Comportamiento d€ como funcén dea. 0.4,

La radn de amortiguamiento mostrada en la Fig. 13,
cuandax se incrementa, indica que el efecto de la quintaesen- El comportamiento en €irhite Eikonal cuande se incre-
cia provoca que las frecuencias de los modos cuasi—-normalesenta, muestra resultadosdesimilares a los obtenidos con
sean menos estables, de forma contraria a los datos obtenidgianétodo WKB (ver Fig. 14). Aguel efecto de: es atenuar
usando WKB. las frecuencias de oscil@ci del agujero negro, mientras que

Para valores peqties dex, no existe una diferencia sig- en la Fig. 15, el comportamiento deindica que cuanda
nificativa en los valores de con y sin presencia de quintaes- aumenta, las frecuencias de oscitecdlel agujero negro son
encia. mas estables.
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Cabe mencionar que en electragtimica no lineal, se ha pleando el retodo WKB atercer orden y en éfrite Eikonal.
mostrado que la trayectoria de los fotones se modifica, es déos resultados obtenidos usando WKB, muestran un compor-
cir, los fotones no siguen las gexmicas nulas de la&rica  tamiento similar env, y w; con y sin la presencia de quin-
del agujero negro, &s bien siguen las geesicas nulas de taesencia, donde el efecto de quintaesencia produce una dis-
una netrica efectiva [42,43]. minucion en el valor dev,., pero dichas oscilaciones soram

Estudios de los modos cuasi—normales de distintos aglestables (aumento dg), para ambas perturbaciones.
jeros negros en electrodimica no lineal considerando la En el imite Eikonal, el comportamiento d& (que
meétrica efectiva [44], muestran comportamientos similarese encuentra relacionado can), ante el incremento del
a los obtenidos en este trabajo, para el caséde). El parametroc, es muy similar al caso WKB, es decir, conforme
efecto de la ratrica efectiva, produce que las oscilaciones seaumenta la presencia de quintaesenQiaisminuye. En el
ateruen, y una mayor estabilidad, como el comportamienta@aso en el que se incrementa, las oscilaciones se incremen-
gue se observa al considerar quintaesencia en el agujero rtan.
gro de EGB. Cabe sBalar que el amortiguamiento de las frecuen-
cias de los modos cuasi—normales con y sin la presencia de
quintaesencia producen un comportamiento diferente al caso
WKB.

En este trabajo se estudia el agujero negro de Eintein—-Gauss— Al considerar la presencia de quintaesencia, eimetd
Bonnet rodeado de quintaesencia, para el caso particular gdkonal, se observa una menor estabilidad, este tipo de com-
w = —2/3, debido a que permite un tratamiento relativa-POrtamiento tamién se presenta al tomar en cuenta éroa
mente simple de las propiedades del agujero negro. efectiva que siguen los fotones en electrédiica no lineal
Los horizontes de eventos y el caso extremo son analiza-
dos. Enla Fig. 4, se presentan los valdiesc) en donde el - Agradecimientos
agujero negro de Eintein-Gauss-Bonnet rodeado de quintaes-
encia tiene tres, dos o un horizonte. Este trabajo ha sido realizado parcialmente gracias al apoyo
Las frecuencias de los modos cuasi—normales para pede PROMEP, proyecto UAEH-CA-108 y al SNI-CONACYT,
turbaciones escalares y electroméiiges son calculadas em- México.
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