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RESONEYN

The purpose of thespresent paper 3s to find the
relation between the S-matrix formalism and the descrip-
tion of interactions by means of boundary conditions. It
is shown that sn tha absence of an essential singularity at
® for S(x), the dymamicael description sugested in o notu-
ral way by the S—~formalism, pives the same time-dependent
wave functions that are obtained when the interactions are
represented by boundary conditions. TAhe dymamical descrip-
tion of the S-formpglism ss extended to the case when S(x)
15 pgrven in terms of the general R(x2) Sfunction of WNigner,

i.e. to the case where S(x) may Aave an essential singu-

larity at @,
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I. INTRODUCCIOHN

ua descripecidn dindmica de una disperidn nuclsar,
con momento angular cero, producida al introducir un disper-
sor en un haz de particulas, ha sido estudiada como un pro-
blema de condiciones a 1la frontera'; tambiédn es posible tra-
tar el mismo problema por consideraciones de la funcién S
de dispersidn.

La finalidad de este articulo es mostrar la conexidn
entre los dos tipos de tratamiento y hacer ver que son equi-
valentes para el caso en que S(«), que es una funcidén mero-
mdrfica de « no tenga singularidad esencial en el infinito.
El formalismo general de la funcién S permite generalizar
la descripcién dindmica al caso en que la funcidn S esté
dada por la expresidn

S (k) = | + ixR(«x2) '
| - ixR(x2)

donde R(x2) es la funcién méds general de Wigner®. Bsto

implica que S{x) puede tener singularidad esencial al in-
finito. En particular se demostrard que la descripcidn di-

ndmica obtenida lleva al sistema del estado inicial, ocompo-

nente S de la onda plana, al estado final, superposicién
de la onda saliente y la dispersa.

II. PASO DE LAS CONDICIONES A LA FRONTERA AL FORMALISMO S

La dispersién nuclear uninivelar de partioculas con
momento angular cero se puede describir em el espacio de
Fock mediante condiciones a la frontera'. Designando a la

energia de resonancia del nucleo compuesto por e, = % "2
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y a la anchura en resonancis por [5 = ¥ xo Cz, se esiablece
que la funcién de onda que describe el compovtexiento dindmi-

co del sistema referido a su centro de masa ®vgtd4 dada por:

“‘l (rlkl t) | 2 e ¢| (rl")
= = Fk, « %
ve (k,t) j: l o $2 (x)

xexp(-i % «x2t) x2 d« . (1)

En (1), PF(k,x) es la transformada generalizada de Fankel
de 12 funcidn que represents 1la onda incidente, esto es:

Flk,x) = (2 l b1 (r, k) ¢*(r.x) r2 dr +(20) % yaod(x) . (2)

donde
X 02 CO8 KT K2—-K2 sSén «r
1 (r,x) = 2 (—— = ) . {3)
k2 - x2 - ixC xx xC xr

La presente discusidn se restringe al desarrollo en
el tiempo de la primera componente de la funcién de Fook,
que es aquella gue representa al sistema en forma de dos par
ticulas. También se supondrd que inicialmente y2(k,0) =0

vy que ¢, (r,k,0) corresponderéd a la componente de momento

angular cero de una onda plana, esto es:

kr : (4)

La ecuscidr (2) y la primera componente de la ecua-
cién (1) determinan el desarrollo temporal de la primera etg
pa, desde su estado inicial dado por (4), hasta su estado

final, formado por la superposicidén de una onds Incidente y
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otra saliente de amplitud distinta, pero de momento angular

igualmente cero. Esta funcién puede llamarse funcidn de

Green del problema y se designard por Q(r,k,t).
Se trata de encontrar, por medio del formalismo S,

que, para el proceso de dispersidn
Q(r,k,t) anterior. La funecién

una funcién Q{r,k,t)

uninivelar se reduzca a la
Q{r,k,t) puede encontrarse en una forma natural como va a

mostrarse & continuacién.

En ausencia de dispersor la funcién Q(r,k,t) tie-

ge la forma de la onda incidente:;

O(r,k,t) = jo(kr) exp(-iEt) =

= T 5(e-E) exp (—iet) [jo(xr)l™ de . (6)
O

Las igualdades®

8§ (e~E) = 8_ (e~E) + 8, (e-E)

4 jo(xr) = ] [h;‘(nr) + h;(xr)] , (8)
donde ht(xr) = °’i ifri“r) . (6a)

tienen una interpretacién fisica bien conocida®: 5_(e~F)
y h;(xr) significan una onda plana entrante en el espa-

cio de energlia y de configuracién respectivamente y & _ (e-E)
significan una onda saliente en los respectivos

3 b*(xr)
espacios. Substituyendo (8) en (5) se tiene:
s 4
Q(r,k,t) = 4 ] (5_(e-E) + 8,(e-E)] x
0

X [h;(xr)+h;(xr)]* x exp(~iet) de . (5a)
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Al introducir un dispersor solamente se altera la
onda saliente, y puesto que la funcidn S(x) esencialmeate
da la relacion entre las amplitudes de las ondas saliente y

enirante, se sugiere de inmediato que la definicién apropia-

da para Q{(r,k,t) es la siguiente:

Q(r,k,t) = % P | [5_(e~E)+S(x)5,(e-E)] exp(-iet) x
O
X [h;(xr)+S(x)h;(xr)]* de . (7)

La interpretacién de Q(r,k,t} es claraa, ﬁuesto que

[6_(e-E) + S(x) 8,(e-E)] exp(~iet) ,

representa el estado del sistema en la reprcs2mentacidn de

energia y momento angular cuando se ha introducido un disper-

sor. Por medio de la funcidn

h;[xr) + S(x) h;(xr) ,

se pasa de dicha representacién a2 la representacidén en el em-
pacio de configuracidén. Entonces Q(r,k,t) da la descrip-
cién dindmica en el espacio de configuracidn del estado en
cuestidn.

Rara justificar la ecuacién (7) se demostirard que
Q(r,k,t) se reduce & QO(r,k,t) cuando S{(x) ocorresponde
al caso uninivelar, esto es, cuando S(x) adquiere la for-

mna.

eo—€+i Tg Ye/€q k2-x2+1C%x

D e = 8
S(K) Eo...e-.-i rﬂ e/ﬁﬁ Kg-'xz"'iciﬂ' ( )
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En efectc: substituyende (8) en el prirer factor de
(7), teniendo en cuerte que
i

 (e-F) = §({x2-k2) % e —
o ) ( ) m (<2—?) (9)

se tiene:

[6_(ec-E) + S(x) 5, (e~E)] exp(-iet) =\/-'.;2; S{«x)xF (k,x)exp(-iet},

donde F(k,x) se obtiene' como caso particular de (2) corres

pondiente a8 las condiciones iniciales dadas por (4).

Substituyendo (8) en el segundo facter de (7), éste ad-
quiere la forma:

(b (xr) 48 (k) b3 (x7)1* = 25(x) ™" @1 (r, )

»

donde ¢;(r,«) estd dada por (3). Finalmente la integral

(7) se convierte en:

&)
Q(r,k,t) = \/‘;2; P I F(k, «) "¢ (r,x)exp(-iet)«2d« ,
O

que es precisamente 1la forma de Q(r,k,t), puesto gque se
identifica con la primera componente ' de (1) cuando la onda
incidente es (kr)~'sen kr.

Se propone, entonces, la ecuacién (7) como defini-
cién de 1la funcién de onda dependiente del tiempo del sis-
tema cuando S(x) estd dada por

donde 1la funcién R(x2) es la funcidn R mas general de
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Wignerz. que es una funcidén memoromérfica tal que el signo

de la parte imaginaria de R(x2) es igual al signo de la
parte imaginaria de «2, Se demostraréd en la seccién IV

que la Q(r,k,t) defirnida por (7) lleva al sistema, también
en este caso, desde su estedo inicial {componente S de 1la
onda incidente), hasta su estado final (superposicién de la
onda incidente y la dispersa). En la siguiente seccidén se
anelizardn algunas propiedades de la funcién S(«x) que son

necxsarias para demostraciones posteriores.

II1. ALGUNAS PROPIEDADES DK LA FUNCION S

Las propiedades de la funcidn S que tienen inte-

rés en la presente discusidn son las siguientes:

a) S{x)* = S(-«x), S(x)* S{x) = | para « real.
b) Los polos de la funcidén S(x) estén en la parte infe-

rior del planc complejo « o sobre el eje imaginarios.

c) La funcidn S(x) 2st4d acotada en la parte superior

del plano complejo «.

La propiedad a) se deduce inmediatamente de la defj
nicién de S(x) dada por (10).
Las propiedades b) y ¢} se pueden deducir fdcilmen-

te de las de la funcidén R{(x2) como se muestira a continua-

cidn.

De la ecuacidén (10) se sigue que:

2:_|-..§_(K__)_._l
R{<®) = Tx S = 1 ‘

Si pars alguna «g, |S(x)| » ® cuando « =+ xg,

|
|Ku|
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Por 1a definicidn de la funcidn R(x2) se sigue que®:

Koy Kny RI (Kg) > 0 . (b)

Teniendo en cuenta {(a), la expresidn (b) se convierte en:

—K%x Kﬂy B: (Kg) :.:"" 0 »

Finalmente, si “ax-f 0, rssulta Koy < 0. Sdéio cuando

K,y - 0, es posible que «_ _ > 0. Pszro esto implica la pre
sencia de estados estacionarios, la cuai se excluye en »l
presente aundlisis. Se concluye, entonces, que la funcidn

S{(x}) no puede tender a infinito en la parie superior del

planc complejo «.

IV. FORMA INICIAL Y FINAL DE Q(r,k,t)

Con la ayude de las propiedades de la funcidn S(«)

demostradas en la seccidn III, se puede demostrar que la

funcidn Q(r,k,t) cumple con las condicionss inicial y fi-

nal.

En efecto: puesto que
[h;(xr)]* = h;(xr) = h;(—xr)

y utilizando la propiedad a) de la seccién I1I, la funcidn
Q(r,k,t) dsda por (7) adquiere la forma:

a0

Q(r,k,t) = & P | h?(xr) (5, (e=E)+S(x)s_(e~E)lexp(-iet)dx
O

+ % P [ bh*(xr) (s, (e-B)+S(x)s_(e~E)] x
O

xexp (~iet)«x dx (11)
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en gque se ha desarrollado la expresidn (7) y en 1la integral
que contiene al factor h;(xr) se ha hecho la substitucidn
K = ==K,

Substituyendo la expresidén (9) em (!i) e integrando

se tiene:

Qr,k,t) = {% jo(kr) + % [h?(kr)S(k)+h}(~kr)S(-k)]} x

Q0
x oxp (~1Et) + g; P j h;(xr) X
0
S - |
x ;5(“5):“1';?' exp(-iet) ~ dx . (12)
() [
-k + K
Fig, |

Substituyendo el valor principal de la integral que

aparece en (12) por una integral sobre el contorno C indi

cade en la figura | se tiene:

S(x)-!
x2_k 2

X

. > i
Q(r,k,t) = jo(kr)exp(-iBt) + = I he (xr)
C

x exp(—~iet) « d« . (13)

Se va a usar la expresién (13) para encontrar la

forma inicial y final de Q(r,k,t).
Para t = 0, la integral de la expresién (Ii3) se re

duce &a:
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S(x)~1
4
I hs(n’r) xﬂ—kﬂ « de¢
C
Por le ecuacidén (6a) y debidoc a que la funcidn S(x)
estd acotada en la parte superior del p.ano «, el integran-
do tiende a cero cuando |x| = ® con iz, % 0; entonces es

posible corrar por arriba y puesto que ¢l integrando es ana-

litico en toda esta regidn, se tiene que:

£

C o

Sy,
1]

la expresién (13) queda:

gen kr

Q(r,k,0) = jo(kr) = 7~ .

y la condicidn inicial se cumple.

Para encontrar la condicidn final se considera el

contorno indicado en la figura 2.

Fig. 2



Para p finita, el ndmero de polos de 1la funcidn
meromérficea S{(x) dentro del contorno considerado es finito,
y por lo tanto el ndmero de contornos C, que rodean a los
polos de S{«) es+£1nito.

Llamando [ a la integral sobre la parte del ocon-

-p
torno C comprendida sntre —-p y +p, se tiene:

-0 +p0 0

(11T

-0 —p +p

Por otra parte,

+p

J + I + J + I + I + 2 I =0
n

-p ¢+ C* C~ c+ cn

Entonces
P +®

Por un razonamiento de andlisis, se demuestra gque
dada € > 0, se puede encontrar p y T tal que para t>T
el miembro derecho de la dssigualdad (14) se hace menor que
¢, puesto que el integrando contiene exp(—lxzxylt) que
tiende a cero ocuando t tiende a infinito. Por tanto:

[+[=0

c c,

- a

se tiene entonces

-

¢ ¢,

- wih;(kr)[S(k)-l]exp{—iEt) (15)
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Substituyendo (i15) en (i3), se tiene gue cuando t -+ =,
Q(r,k,t) + {jo(kr) + % h* (kr) [S(k)~11} exp(~1Et) =

= & [h7(kr)+S(kjh? (kr)] exp(-ikt) ,

y la condicidén final se cumple.
Se agradece al Dr. Marcos Noshinsky la sugestién del

tema del presente trabajo y su valioss ayuda para la reali-

zacidén del mismo.
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