VWl.I ,No.2 REVISTA MEXICANA DE FISICA 1962

SOBRE UNA CLASE DE TRANSFORMADAS DE INTERES EN

LA DISPERSION NUCLEAR*
Marcos Moshinsky

Institutos de Fisica y Geofisica, Universidad de Mdxico e
Instituto Nacional de la Investigacidn Cientifica.
(Recibido, Junio 7, 1952)

RESUNEN

The present note analyses the dynamical description
of the scattering due to a short range potential. In par-
ticular, it develots a class of transforms that are suseful
for this dynamical description. A time-dependent Green
function for the scattering process is discussed, that takes
us from the initsal state (plane wave) to the final state
(plame plus scattered waves). This Green function cam be
used to give the motion of any wave packet that initiaglly was
outside the potential. The present pader complements o previ-
ous dynamical description of o scattering process, sn which

the interaction was represented dy appropriate boundary

*Trabajo presentddo en ol Primer Congreso de la Sociedad Me-
xicana de Fisica, Quérétaro, Qro., Abril (9560.
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corditions.

I.—~ INTRODUCCION

kn trabajos anteriores' se ha dado uns descripcidn di-
ndmica de la disperion, cuando ésta tiene lugar a travds de la
formacién de un nucleo compuesto, representdndose el proceso
en un espacio de Fock apropiado. Para obtener las funciones
de onda dependientes del tiempo del proceso anterior, fué ne~
cesario introducir un tipo sspecial de transformadas que eran
apropiadas para la descripcidn del problema en el espacio de
Fock.

En el presente trabajo vamos a obtener una clase de
transformadas que juegan en el proceso de dispersidn por un
potencial, un papel similar al que las transformadas generali-
zadas de Hankel' tuvieron en 1la dispersidén uninivelar.

El potencial dispersor gue vamos & analizar aqul, va
a ser un potencial de corto alcance, en el sentido restringi-
do de que sus efectos no se hacen sentir mas alld de una dis-
tancia a del origen de coordenadas. Supondremos también
que el potencial dispersor tiene simetria esférica. En la
*Fig. No. | se ilustra un potencial de este tipo.

kn el presente trabajo solo obtendremos las transfor-
madas apropiadas a la dispersidn en onda S, ya que la genera-
lizacidn para momentos angulares distintos de cero es sencilla.
Como es bien sabido, 1la dispersidn en onda S es preponderan-

te en aquellos casos en que la longitud de onda A es grande
comparads con el alcance a del potencial.

Escribiendo la funcidn de onda (para onda S) en la
forma ¢ = (¢/r), y utilizando unidades en que % = m = ¢ = |,

donde m es la masa de la particula, tenemos que ¢ =satisfa
ce:
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-z == 4+ V(r)¢ = i = (1)

1 potencial V(r) al ser de :xorto alcance, astd
definidc en la forma:

Vir) sir<a
Vir) = (2)

0 sir>sa8 |,
y para fijar las ideas supondremos que V{(r) es funcidn con-
tinva de r con primera derivada contiaua, y segunda deriva-
da seccionalmente continua, en el intervalo 0 £ r £ s,

El problema que nos va a interesar serd el de obte~-
ner un tipo de transformada, por medio de la cual podamos dar
el comportamiento de cualquier paquete de onda inicial como
funcidf del tiempo. En particular las condiciones fisices
usuales en el proceso de dispersidn, hardn gue el paquete de
onda inicial represente a la particula fuera del potencial,

y que ademds, el observador detecte el movimiento de la par-
ticula en el curso del tiempo, también fuera del potencial.

En tal caso podemos poner la condicidn inicial en la forma:
¢ (r,0) = £(r) , (3)

donde f(r) =0 s8i r < a. La funcién o¢(r,t) para t>)
nos va a interesar solo en el caso en que r > a,

Como es bien sabido, en ausencia del potencial,
¢(r,t) puede obtenerse con ayuda de la transformada de

Fourier ordinaria de f(r) definida por:
x
F(k) = (Z/n)* I f(r) sen kr dr , (4a)
o

ya que por la propiedad reciproca de las transformadas, tene-
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mos que:
¢{r,t) = (2/1r)i I: F(k) sen kr exp(-i % k°t)dk (4b)

En la siguiente seccida procederemos a obtener una
generalizacidn formel del desarrollo (4) parea el caso de un
potencial de corto alcance, y posteriormente, justificare-

nos este desarrollo formal.

IT.- TRANSFORMADAS PARA LA DISPERSION POR UN
POTENCIAL DE CORTO ALCANCE

De la ecuacidn (1) vemos que las eigenfunciones
u(x,r) correspondientes a una energia definida e = % x2 ,
satisfacen la ecuacidn:
a%u -
-——-E--r[x?—ZV(r)]u-O, O&LKr <o - (6)
dr
Designemos ahora por w{x,r) a unsa funcidm de r
definida en el intervalo O £ r £ a y que satisface las cop
diciones:
d%w

E_E + (k2 - 2V(r)l w=0, 0<&r«<a (6a)
r

wix,0) =0 , (dw/dr)rzo = | , (8b)

Por las caracteristicas del potencial especificadas en (2),

es ovidente que #(x,r) est4 completamente dafinida por las
condiciones (8).
Introducimos ahora una funcidén R(x2) bajo la for-

ma.
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Wi{x,8)

"N T @A, ‘

~]
g —

Al intercambiar « por -x en (&) vemos que las expresiones
que definen a w{«x,r} quedan invarianies, y por lo tanto,
ass funcidn como su derivada son funcionzs de «2, De aqui
que 1la R sea a su vez une funcidn de «2 como se indica
en (7). De la teoria de las ecuaciones diferenciales linea-
les®, se ve que R(x2) es funcidén meromxdrfica de «2, Se

tiene entonces que R(x2) definida por (7) tiene todas las
8

propiedades de la funcidn R de Wigner'.

Con ayuda de w(«x,r) podemos construir una u(x,r)
que satisface la ecuacidn (5) en todo el intervalo 0 &« r < =,
y que ademds se reduce & sen Kr en ausencia del potencial,
bajo 1la forma:

{A(x) wix,r) si r < a
u{x,r) =

- = , (8)
(-2i) [exp(~ixkr)-S(x) exp(ixr)], rza .

Por la condicidn de continuidad de la u(x,r) y su derivada

en la frontera r 8, §(x5 y A(x}) quedan determinadas

bajo la forma:

S(x) = S(x) exp (-i2«a) .

| + ixR(«2)

T T = ikR(xz) °XP (FiZed) (9)

Alx) = [w(x,a)]"(-21)"[exp(—ixa)—g(x)exp(ixa)] - (10)

En ausencia del potencial, se tiene que w(x,r}) = «=! sen «r,
S(«) = |,A(x) =« , y por lo tanto u(x,r) = sen «r para

0 £ r < ®,
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Una generalizacién formal del procedimiento seguido
para obtener ¢(r,t) en ausencia del potencial, puede ahora
darse con la ayuda de las funciones u(x,r) de (8). Para
el caso en que el potencial no admita estado estacionarios,
(lo que significa que S(x) no tiene polos sobre la parte
positiva del eje imaQinario‘), se define la transformada de

f(r) por la relacidn:
F(x) = (2/m)% [: £(r) u*(«,r) dr . (11a)

Por analogia con (4b), la funcidn de onda en la presencia de

un potencial dispersor, toma la forma:
_ ¥ [® .
¢(r,t) = (2/7) I F(x) u(«,r) exp (~i 7 «2t) d« . (1Ib)
0

De 1a definicidn (8) de u(x,r) se ve que ¢(r,t)
dade por (lib) satisface la ecuacidn (1). El dnico problema
es demostrar entonces que se satisfacen Ias condiciones ini-

ciales, esto es que:

(2/m)% I: F(k) u(x,r) dx = £(r) (11¢e)

En la siguiente seccidn demostraremos con ayuda de
una funcidén de Green apropiads al problema, que la condicidn
(1lc) se cumple, por lo menos en el caso que f(r) satis-

faga las restricciones (3).

I1I.- LA FUNCION DE GREEN DEL PROBLEMA

Como se indico sn (3), las condiciones en gque tiene
lugar un proceso de dispersidn, hace que sélo nos interese
conocer sl desarrollo dindmico de los paquetes de onda fuera



del potencial dispersor. Esto significa que queremos erp-
contrar ¢(r,t) solo para r > a, y que el paquete de on-
da inicial f(r) = 0 si r < a,

Con estas restricciones para f(r) tenemcs de (8)

y (!1) que:

F(«) = (2i)7" exp(ixa) [1+ixR]I™" g(x) , (12a)
donde:
i foo
g(x) = (2/m)? fa {[1+ixR] exp [ix(r-a)]
~[1-ixR] exp [-ix(r-a)l} f(r) Ar . (12b)

Del hecho que R({x2) s=a funcién de «x2 exclusivamente,
vemos que g(-«) = —-g(x), esto es que g(x) es una funcidn
impar de «. Utilizando esta propiedad de g(x), y la defi-

nicién (11b) de ¢(r,t), es facil obtener para r > a que:

s(r,t) = - % (2/m % |7 W1-1xBI™" g(x) *

- X

x exp i [«x(r-a) - % «2 tl}d« . (13)

Con ayuda de la transformada de Fourier ordinaria
F(x) dada en (4a), podemos ahora introducir una funcidn de
Green apropiada al problema, en forma de que se pueda, con
ayuda de ella, obtener el desarrollo en el tiempo de cual-
quier paguete de onda que satisfaga la condicidén (3). De
(4a), y por la propiedad reciproca de las transformadas or-

dinarias de Fourier, tenemos que:

£(r) = (2/m)? ]z F(k) sen kr dk . (14)
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Introduciendo (14) en la definicidén (12b) de g{«x), & inter-

cambiando el orden de las integrales, vemos que:

g(x) = (2/m)% | H(k,x) Flk) dk , (158)

o

y el nucleo (Kernel) H(k,«x) estd dado por:
H(k,«x) = (2/17)4" I: {{1+ixR] exp [ix(r-a)l

-[1-ixR] exp [~ix(r-a)l} sen kr dr . (15b)
La integral en (15b) es ciertamente una integral im—

propia, pero es fadcilmente evaluable en términos de las fun-
ciones®:

5, (x) = % [s(x) £ 1 (nx)”'1 - (16a)

La funcidn de Green del problema, que designaremos
por Q(r,k,t), se define como:

Q(r,k,t) = - % (2/m)% P [ (L1-ixR1™" H(k,x)
- {0
x exp i [x(r-a) - 7 «x2t}tdx (17}
Como H(k,«x) contiene a las funciones s, , la integral en

=

(17) tiene que interpretarse en el sentido del valor princi-

pal de Cauchy. Para los valores de r > a, para los cuales
Q(r,k,t) estd definida, es claro que Q satisface la ecua-

ciédn (1). Mostraremos ademds en la siguiente seccidn que

Q(r,k,0) = sen kr para r > a,

Cor ayuda de la funcidén de Green, podemos ahora obte~
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ner la funcion de onda ¢(r,t) para r > a y para cuslguier
condicién inicial que satisfaga la restriccidn (3). EBEn efec-

to, 8i expresamos ¢(r,t) en la forma:

s(r,t) = (2/m)t |7 a(r,x, 1) Fo) ok , (18)

O

vemos de (17) que para r > a,¢ satisface la ecuacidén (1).
Adﬁmas, 81 n(rr k: 0)

r >a8, o¢(r,0) = £(r).

Fn la siguiente seccidn haremos ver la forma en que

sen kr, vemos de (l4) que pars

la funciérn de Green depende de la funcidn S(k) del proble-

ma, y demostraremos las propiedades de la misma para t = 0,

IV.~ PROPIEDADES DE LA FUNCION DE GREEN

Haciendo en (15b) el cambio de variasble r’' = r - &g

vy utilizando la relacién’:

(27) " Im exp (¥ ixr’) dr' = 8, (x) (16b)

X :
asi como la definicidn de §(k) dada en (9), es facil obte~
ner que:
R(k,«) = —i(n/2)% [1-ixR(x2)] {[e=1%Xs 4 S(x)eik8) 5 (xsk)
~{eiks , S(x) e-1k2] 3 (x—k)
~le-iks _ S(x) eil¥n) j [m(xsk)] ™
+lelks — S(k) e-ike] { [n(x=k)]™"} (19)

Introducimos (19} en la definicidn (17) de la funcidn
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Fig., .- Potencial de corto alcance.

c' c”
4 _
-k

Fig. 2.- Contorno de integracidn.
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de Green Q(r,k,t). En lugar ahora de tomar el valor prim=-
cipal de la integral en (17), integraremos sobre el contor-
no C que evita los polos « = t k, por medio de semi-cir-
cunferencias C’',C" que pasan por encira de esos puntos,

De 1a Fig. No. 2, se ve de inmediato que:

P l: ) {c T Ic' ) Jc" | 20

Las integrales sobre las semi-circunferencias C’,C” deben
tomarse en el limite cuando los radios de las semi-circunfe

rencias tienden 2 cero. De aqul se ve que:

P Jm = I + m1 Res (x=-k) + ni Res (x=k) . (21)
- 0 c

Las integrales en (17) que contienen funciones §
ordinarias se evaluan de inmediato, mientras que aquellas
que contienen («x t k) "', se transforman al contorno C. Deg

pués de un andlisis sencillo se tiene finalmente:

Q(r,k,t) = sen kr exp (-1 3 k?t)
-1 exp{(~ika) exp(ika)
v (4m) jc{[-—-—————“k - R
exp(ika) _ exp(-ika)
" T s Pk
exp 1 [x(r-a) - % x2t] d« (22)

Como se ha indicado en la seccidn II, la presente

discusidn se restringe a aquellos potenciales que no admiten
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estados estacionarios. En tal caso no hay polos de la fun-
cidn S(x) en la parte positiva del eje imaginario‘.

Schiitzer y Tiomno han mostrado que S(x} no puede tener

polos en la parte superior del plano « fuera del eje ima-

ginario, y por lo tanto, en el presente caso S(x) es ana-

litica en toda la parte superior del plano x. Ademds, Lo-

Z&no y Medina’

han demostrado que toda funcidén S(«x) defi-
nida por (9), en donde la R(x2) es una R de Wigner, es-
t4 acotada por arriba en la parte superior del planc «.
Teniendo en cuenta las propiedades de S(x) indica-
das, vemos que para r>a y t-0, se puede cerrar el contor-
no C por arriba y la contribucidn de la semi-circunferen-
cia punteada tiende a 0 cuando el radio de la misma tien-

de a ®, De aqul se concluye que:

Q(r,k,0) = sen kr , si r > a. (23)

Finalmente, es fadcil mostrar, deformando el contorno

en forma apropiada7'°, que cuando t » ® gse obtiene:

Q(r,k,t) -» {sen kr - (2i) [1-S(k)] exp (ikr)} x

x exp (-1 % k°t) , (24)

esto es la forma estacionaria de la funcidn de onda de la dig
persion.

La funcidn de Green obtenida nos da entonces la des-

cripcidn dindmica del proceso de dispersidn por un potencial

de corto alcance.
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