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RESUNEN

The present note analyses the transient phenomena that
eppear when one opens a shutter for a beam of Dirac particles.
The Purpose of the amalyssis i+s to establish the time-dependent
spinors which will be sustable for a dynamical descridvtion
0f the scattering of Dirac particles, following a procedure
Jor spinless particles that was given.elsewhere. The transient
Dirac spinors are expressed in terms of Lommel functions of
two variables and their asymptotic properties on the light
cone and when ¢ - ® gre discussed. The bekavior of the

transient spinors under Lorentz transformations is analysed.
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| .-~ INTRODUCCION

Uno de los problemas de interéds en la Fisica Moderna
es el de encontrar restricciones para la matriz S de un
proceso de interaccidn, que proceda de principios generales
teles como el de causalidad'. Aunque la posibilidad de una
descripcidn causal de un proceso de interaccidn anéuentra
serias dificultades en algunas ramas de la teoria del campoa.
puede considerarse que las restricciones sobre la matriz S
que provienen de una descripcidn causal, son de un caracter
mds fundamental que las restricciones obtenidas de los Hamil-

tonianos méds o menos ad hoc, propuestos para los diferentes

procesos.

En un trabejo anterior® se ha discutido la desorip—
cidn causal de un proceso de dispersidn de particulas sin
spin, tanto para energias no relativistas como para las rela-
tivistas, Se mostrd en dicho trabajo que las funciones de
onda necesarias para la descripcidn causal, estaban Intima-
mente relacionadas con las funciones de onda que aparecian en

- el proceso de difraccidn en el tiempo*. Con el objeto de ge-
neralizar la descripcidn causal a particulas relativistas de

spin %, se estudia previamente en esta nota el fendmeno de
difraccidn en el tiempo asociado con funciones de onda que
satisfacen la ecuacidn de Dirac.

¥1 problema matemdtico que nos vamos a plantear con-
siste en encontrar la funcidn de onda ¢ que satisfaga la

oecuacidn de Dirac®:

N I -
[u,,-{-é;f*b#ﬂ.]tﬁ*f); (1)

AN=0,1,2,3 ; xo=e¢t ; u= (wc/R) |,
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y que inicialmente corresponda a una onds plana a la izquier-
da de un "obturador”®, y sea cero a la derecha del mismo.
Designando por x° a la direccidn perpendicular al obturador,

tenemos un problema uni-dimensional peara el cual la ecuaciodn

(1) se reduce a:

3 | 2 )
['{'JS'E*“STSF*““-]""O' \22)
, _[o & 1 o
donde: o3 [ﬁ 0] : o« [0 -I] , (2b)

y B =(' 0) . (2¢)
9 -|

La proyeccidn del operador del spin en la direccidn x>, dada

»

por:
o3 = [ﬁ 0] , (3)

comuta con el Hamiltoniano de (2) y es por lo tanto, una in-

tegral de movimiento. Todo spinor ¢ puede expresarse como
una suma de la forma:

v = % (I +03) ¢ +2 (I -03)y¢y , (4)

donde los dos sumandos corresponden respectivamente a estados
con spines paralelos y antiparalelos a la direccidn de propa-
gacidn, Escogiendo el estado inicial con una direccidn de

spin definida; por ejemplo, paralela a la direccidn de propa-

gacidn, la funcidn de onda continuard conservando ésta pro-
piedad en ol curso del tiempo y de (4) vemos que dos de los

componentes del spinor serdn 0. De (2) y (4), y designando

a x° simplemente como x, vemos que el spinor formado por
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Las dos componentes distintas de (0 satisface la ecuacién:

| 9 | 9
[Ts’a'e*“'fi;*”}"’"'”:" ’ (5e)

donde:

\l’l (I,t) 0 I
v (x,t) = ; a =( ) . (6b)
V2 (I,t) | O

La condicidén inicial impuesta por la presencia del ob-

turador puede escribirse bajo la forma®:

¢ (x,0) k (E+p}i oxp {(ikx) 81 x. <0, (8a)
E+pu

I
O

v (x,0) gi x >0, (6éb)

aonde & es la energia en unidades de longitud reciprocs,
E = (k2+p2)t . bkl factor de normalizacidn en (6a) se esco-

gié en forma que la densidad de probabilidad p, y la corrien-
te j, definidas por:

p = ¢ ¢ : J =¥ oay , (7e)

donde ¢ es el conjugado transpuesto de  , tuvieran inicial-

mente & la izquierda del obturador el valor:
o = 28 j = 2k . (7b)

Como (k,B) se comporiten como un vector ante las transforma-

ciones de Lorentz, vemos que (j,p) tiene la misma propiﬁdad
inicialmente,

Tenemos que encontrar ahora para x,t > 0 el spinor

w(x,t) que satisface la ecuacidén (5) y las condiciones ini-
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ciales (8). Bl problema que tenemos que resolver es un pro-
blema mgtricinl de condiciones iniciales, y en 1la siguiente
seceidn lo resolveremos con ayuda de la técnica general para
eate tipo de problemas, propuesta en una publicacidn ante-

rior’.

IT.~ EL PROBLENA MNATRICIAL DE CONDICIONES INICIALES

Si proponemos una solucidn del tipo ¢ (x,t) =
= u(x) exp (-iect) para la ecuacidn (5a), se tiene que u(x)
satisface una ecuacidn diferencial matricial de la forma:

(g D (3 D& e (] e e e

Como es bien sabido®, las soluciones de esta ecuacidén matri-

cial son del tipo:

U

u(x,x) < [ ] exp (i«x) , (8b)

Ug

donde €2 = &% + u® . Designando por € a la energia posi-

tiva asociada con el momento «, esto es:

€ = (x2 + ,u.e) . (9)

se tiene que las dos soluciones linealmente independientes
de (8a), correspondientes a energiaspositivas y negativas,

son respectivamente®:

- | €+ 2
ut («,x) = (2n) 2 ( “) exp (ixx) , (10a)

X 2 €
C+iL
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- | —-c+ d
 (ox) = (2m) F | |(Z22) exp (i), (10b)

-2€
~—€+u

Definimos ahora el producto escalar de dos spinores

u(x), v(x) por la relacidn:

(u,v) = r u(x)v(x) dx =*1§| f u,(x) v,(x) dx , (i)

donde u(x) es el trenspuesto conjugado de u(x). Con esta
definicidn y utilizando la relacidn:

(2m)"" f exp i(x"-x')X dx = 5(x"-k') (12)

vemos que:

(u* ,u*)

1
_——,
-

}
o -y
=
I
»
e
il
o
e ™
A
!
X
-
e
-»

(13a)

(ut’,u"")

I
o~
£

i

=
+

{

Q

(13b)
donde: ut’ = ut(x’, x) . ut’ = ut(x”,x) .

De (13) vemos que las u*(x,x) definidas por (10)
forman un sistema ortonormsl de espectro continuo, con ayu-
da del cual se puede desarrollar cualquier spinor iniciasl.

Designando por v(x) al valor inicial de y(x,t) dado

por (8), tenemos que’:

v(x,t) = I' (u*,v) u*(x,x) exp (~iect) dx

+ In (u_,V) u"(x,x) eXDp (iﬁet) d & ’ (|4)
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donde: v(x) = y(x,0).
De (&), y utilizando la relacidn:

0

(27)"" ] exp[i(k—x)x]dx = 3, (k~k)
= 4 (§5(k=k)+ 1n~' (x—k)"'1 - (15a)

obtenemos:
(ut,v) = |14 i (’“‘”‘“)ir (B + )*(zn)*s (x=k) . (15b)
us,ev i (te+pu) (Beu) +2¢€ o M '

De (14) y (15) tenemos, finalmente:

y(x,t) = % (!+p)* [_!_} oxp i (kx-Ect)

Eept
~(E+u) T (4m1) P [:{(£+p) (B +p) +ki} ﬂp—%(ﬁ—“—"l [___] 9;-
- ® KX+ ' K
- (E+p) *{4w1)- P I {{—€+u) (Brp) +ku} EEE:EE"E_EEE) K I i_) (1
-® —€ +LL

Como es usual, cuando se emplean las funciones &, , las in-
tegrales deben de interpretarse en el sentido del valor prin-
cipal de Cauchy®, lo que se indics por la P que las precede.
Las dos integrales en (18) dan respectivamente las contribu-

ciones de los estados de energia positiva y negativa,
Para determinar la y(x,t) que satisface (5) y 1la

condicign inicial (8), necesitamos ten solo evaluar explici-

tamente las integrales que aparecen en (I18), Con ayuda del

mismo cambi¢ de variable utilizado para el caso de particu-
las sin spin®, determinaremos estas integrales en la siguien-

te seccidn.
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111.~ £L SPINOR DEPENDIEKTH DEL TIEMPO Y SUS PROPIKDADES

Los integrandos de (|€é) presentan puntos ramales para
xk = + iu por la definicién de (9) de €. Para eliminarlos

en la primera integral de (!8), hacemos el cambio de variable:

{ = u=t (k + €) , (17a)

de donde tenemos:
K =k p(I=L7Y), €= % u (L+07V),  esw = 3 ul”t (L4175 (17D)

Los limites de integrecién [-»,®] de la variable «, se

transforman en {0,©®] para la {. En ls segunds integral

de (1€) introducimos una { correspondiente a energias nega-

tivas [ = u~'{(x-€¢). Es claro que con esta [ 1los limites

de integracidén serdn (-x,0} y el integrando de la segunda
integrel se vuelve idéntico al de la primera. Definiendo

ahora:

N
il

u= ! (k+E) ; (17¢)

tenemos que k,E pueden expresarse en términos de z en for-
ra andloga a (17b), y podemos escribir la y(x,t) de (186)

bajo la forma:

l

I] exp iﬁ- u[z(x-ct)—z*'(x«mt)]

y(x,t) = (u/Zz)i{f [; *

l- l] (2/7) (4-2) " 'exp 1 ¥ plg(x-ct)={=! (x+ct)]dl}- (18)

-(2mi)" 'p [
o L& =

En lugar del valor principal de la integral en (i8), po-
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deros hacer uso de un contorno C que va de -*® &8 &® y ro-

dea al polo { = z por medio de una semicircunferencia supe-

rior. Como:
-
P j = J + m 1 Res({=3z) , (19)
- C
podemos escribir (!8) en 1la forms:

v(x,t) = WZZ)%: {[ _||] (~2mi) "~ [: (- exp 1 % plf(x—ct)-{~!(x+ct)] df

+ [.z_ ¥ l] (~2mi) " -[c (¢-2) "' exp i % u [{(x~ct)~{ ' (x+ct)] d;}. (20)

z — |

La primera integral en (20) es una transformada de

Fourier bien conocida® que nos da:

0 si t < (x/c) ,
Jo (7) si t > (x/c) . (21a)

La segunda integral ha sido evealuade en el apéndice de la re—

ferencia 4 y nos da:

0 si t < {x/¢) ,

(21b)
w(x,z,t) si t > (x/c) ,

donde w(x,z,t) tiene la forma:
w(x,z,t) = exp 1 %3 ulz(x—-ct)-z-!(x+ct)]~ > (g/iz)‘an(n), (22a)

y las J_(7») son funciones de Bessel de orden n y:
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£ = [(‘:',1’.4-1:)/(é'.'..t'.-:t)]4‘F , ‘n=p.(czta-xz)ir . {22b)
De (20) y (21!) tenemos entonces que:
v(x,t) =0 si t < (x/c) > (23a)

v(x,t) = (MZz)%{{ -I|] Jo(n) + [z ' '] m(x,z,t)} , 8it> (x/c). (23b)

El spinor dependiente del tiempo ¢ (x,t) estd dado
en forma explicita por (23), y ocomo es de esperarse, es dis-
tinto de 0 s0lo en el interior del cono de luz, Para ob-
tener las propiedades asintdticas de ¢(x,t) ocuando t +(x/c)

y cuando t -» @, recordamos que cuando t < (x/c) =se tiene®:

w (x,8,t) » 1| , Jo(n) =» | , (24a)

mientras que si t » ® , sge tiene®*:

w(x,z,t) = exp 1 % u [z(x-ct) - z~ ' (x+ct)], Jo(mn) + 0 . (24b)

De: (23) y (24) tenemos que:

p(x,t) ~» (uz/2)° [I

] st t o (x/e) (268)

v(x,t) » ([J/ZZ)* [z i l] exp i % plz(x—ct)-z"'(x+ct)], si t » . (25b)

g - |

51 reemplazamos la 2z por su valor (i7¢c), vemos que (25b)
representa a la onda plana (8), como es de esperarse.

La densidad de probabilidad p, y la corriente j.

definidas por (7a) sufren sobre el cono de luz una discon-
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tinuidad, pasando de 0 a los valores:

T3 uz= k + B ., (25¢)

| S
1

P = KZ
La funcidn w(x,z,t) dada por (22a) puede expresar-

se con la ayuda de las funciones de Lommel de dos variables

UP(T.n) definidas por'®:

U (mom) = £ (=) («/m)F72% 3, (n) . (26a)

Utilizando el desarrollo'’:

exp % 1 [(¢/iz)-(¢/iz)™") = 5 i)nJ (n) + 3 (—l)n(—g- ) (n) » (26b)
P K n= | iz n D=0 iz R ’
vemos que w(x,z,t) toma la forma:
w(x,2,8) = = (=1)* (&/12)"" J_(n) . (26¢)
n=09
Poniendo 7 = -zng", vemos de (26a,c) que:
w(x,z,t) = Ug(-2m"",0) + 4 U, (~zne”"",n) . (28d)

Las funciones de Lommel de dos variables UP(T,n)
se introdujeron Qyiginalmente en conexidén con problemas de
difraccién 6ptica'°, y vemos que tambhién son Gtiles en los

problemas de difraccidn en el tiempo.
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[V.- INVARIANCIA ANTE LAS TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

Fs de interés investigar el efecto de una transforma-
cién de Lorentz sobre el spinor dependiente del tiempo defi-
nido por (23). Como el spinor es 0O fuera del cono de luz,
y el cono de luz mismo permanece invariante ante las trans-
formaciones de Loregtz, basta investigar el efecto de una
trensformacidn sobre la y(x,t): definida por (23b) para
puntos del interior del cono de luz. Como nuestro problema
es uni-dimensional, solo tenemos que analizar el efecto de

ura transformacidén de Lorentis ordinaria sin ineluir rotacio-

nes en el espacio.

Designando con una estrella & las variables asociadas

con el nuevo sistema de referencia, tenemos que:

ct™

= ¢t cos h & + x sen h 68 (278)
(278)
x* = ct sen L 8 + xcos h 8
donde:
cos h 8 = [| - (vz/cz)]-* , (27b)

y v es la velocidad relativa entre los gistemas de referen-
cia, Como es bien sabido, el vector (k,#}) de momento-ener—

¢gia sufre una transformacidn siwilar 8 (x,ct), de manera que:

1

E* Ecos héd +« kgenh 6

(27¢)

H

k®* = Esen &. 8 + X cos h 8 \

De (27), y teniendo en cuents las defiriciones (I7c¢) y (22a)

de z,¢,7mn, tenemos que:
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Z* - eez ’ é* n eﬁf . T)* = 7 . - (28)

De (28) vemos que w(x,2z,t) y Jo(n) permanecen invariantes

ante las transformaciones de Lorentz, ya que:

@ (I*, Z*: t*) = w (x,z,t) , Jo (77*) = Jo(n) . (29)

Ante una transformacién de Lorentz, el spinor ¢ s=se

convierte en el spiror ¢* dado pors:

i

J* = exp (¥ a 8) ¢ (30)

v de la definicién (5b) de o se tiene:

cos h % 6 sen h 3 6
exp (% a 8) = (: j) (31)
sen h % 6 cos h = 8/.

De (23b) vemos -que solo es necesario analizar el efecto del

operador (31) sobre los spinores:

z ] -%
y 4 -2

J‘;J y -4 (32a)
Z v/ . :

Utilizando la relacién z* = ez , los spinores (32a) se

transforman respectivamente en:

*% s L
‘ \ y ’ (32b)
7% %% |

De (32b) y (29) el spinor ¢ en el nuevo sistema de referen-
cie toma la forma: '
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*

| z = |

; - | z" + |
,’b* - (#/zzik) [ ‘ Jo (‘r)*) + * w(x*,z*,t*) . (33)

El spinor y(x,1t)

, definido por (23b) es por lo tanto, inva-

riante ante las transformsciones de Lorentz.

|0-""
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