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RESUMKN

Thes 3s the first of a series of pPapers devoted to
the theory of nuclear reactors. The ordinary disffusional
epprocch for Romogeneous reactors ts first completed conssder-
tng the spectra of fast neutrons produced in fission and the
Jast fisssor effect. This resultlts sn the obtention of
sntegro-differential diffusion equations whsch are solved.
The theory matuvrally leads to a distinction between fast,
intermedsate and slow reactors. Of course, diffusion theory

equations are not expected to represent the actual bdbehaviour

of a fast pile. Nevertheless the method sllustrates the

*Trabajo presentado en el Congreso Cient{fico Mexicano,
Septiembre, 1951,



features of the steps te be taken when transport theory is
used. Critical equations and inhour eauctions are given,
In this first paper only the stationary state 3s treat
ed. Later dile kinetics and transport theory methods wilil

be considered.

INTRODUCCION

kn la teoria de la pila es costumbre hacer ciertas su-
posiciones respecto a los procesos fisicos que se verifican
en un reactor nuclear capaz de sostener una reaccidn en cade-
na. Kkstas suposiciones que se introducen con el objeto de
simplificar el andlisis matemdtico del reactor se refieren
principalmente al mecanismo de produccidn y operacidn de los

neutirones dentro del mismo y pueden resumirse de la siguien-

te maners:

l.— Se supone que como resultado del hendimiento de un ndcleo
se produce, eantre otras cosas, un cierto ndmero de neutrones
que poseen la misma energia. Esta energlia, llamada “energia
de hendimiento” (alrededor de unos 2 MeV.), se considera co-
mo la energia primaria de los neutrones que inician un cioclo
en el reactor. Los neutrones rApidos producidos por un hen-
dimiento se deceleran luego por colisidén con los nucleos del
moderador, obedeciendo una ecuacién de edad. Algunos de
ellos serdn capturados en el proceso por reacciones (n,y)
pero los restantes eventualments llegardn a un equilibrio
térmico con el material del reactor y obedecen entonces a

una ecuacién de difusidn.
2.- Se supone ademéas que sélo los neutrones térmicos son ac-



tivos, es decir, que un neutrén producido en el reactor no
efectia hendimientos hasta que alcanza la edad térmica. Eg-—
to equivale a suponer que las secciones (n,f) son despre-
ciables a energias mayores que la térmica,

Estas suposiciones parecen ser bastante radicales.

Es bien sabido que en el hendimiento de un ndcleo se obtiene
no un haz monocromadtico de neutrones primarios, sino un es-
pectro continuo que va desde las energias térmicas hasta ener-
gilas de 156 a 20 MeV, en la regidén estudiada. Evidentemente
el espectro puede continuarse indefinidamente en la regidn de
altas energias. Ademéds, debido al decaimiento de aquellos
productos de hendimiento que quedan sobre la linea de estabi-
lidad, resulta un espectro discreto de neutrones retardados
consistenie de varias rayas monocromaticas, La produccidn

de neutrones dista pues mucho de ser monocromitica. La lla-
mada “energia de hendimiento” no es sino el promedio de un
espectiro entero.

En cuanto a la segunda supos8icién hay que hacer no tar
que 80lo es vadlida para 1 cuya seccidén (n,f) cae ré-
pidamente del valor inicial de 545b para energias térmicas,

a valores despreciables para energlas mayores. Si se consi-

deran otros ndcleos hendibles, sin embargo, se encuentra que
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la situacidén es bion distinta. En el la seccidn es

muy pequeXa (~0.0|b) para energias epitérmicas y aumenta ré-
pidamente a partir de 1.5 MeV., Cose andloga ocurre en el
Nﬁaa, etc.

Una pile térmica generalmente opera con uranio natu-
ral en el que el U2%% 410 entra en muy peque¥a proporcidn.
Bs de esperarse por tanto que la gran abundancia de nidcleos

de U2%% on cierto modo compense la pequetez de la seccidn



y que los hendimientos producidos por los neutrones rdpidos
tengan una influencia aprecisable en el comportamiento de la
pila,

En vista de las anteriores consideraciones es claro
que seria interesante suprimir las dos suposiciones se¥ala-—
das y construir una teoria de la pila en la que, por una par-
te se tenga en cuents el espectro entero de neutrones con-
tinuo y discreto, y por otra que se considere el curso ente-
ro de las secciones con la energia, En este trabajo se ex-~
ponen los principios fundamentales de la teoria empleando
ecuaciones de edad y de difusidén., FEn informes futuros se de-

sarrollard mediante ecuaciones de transporte.

l.~ Las kcusaciones de 1la Pila.

Se va a considerar una pila homogénea no reflejads,
que se ve a caracterizar por las siguientes secciones macros-
cOpicas:

Z, 8eccidn de dispersién.

2, seccién de captura,

3, seccién de hendimiento.

. Za + £, seccidn de absorcidén.

o+ Z seccidn total.

se designard por D el coeficiente de difusion, por £ 1la

pérdida logaritmica media de energia y por T = ;%: la vida
media de un neutrén de velocidad v en el reactor, El va-

lor de T para energia térmica se designard por T,.

Sea n(r E t) el ntmero de neutrones por unidad de

volimen y por unidad de energies (p.u.v.e,) que al tiempo 1
se encuentiran en el punto (pr, E), r = ix + jy + kz repre-

sentando el vector de posicidén en el reactor y E 1la ener-



gla. n(r E t) satisface una ecuacidn de continuidad:

d E t ~
"Eifz““l - DAn(zEt) 3ln(r E ;l vigElo

~-n(c Et) vE, +Q (£ Et) (1)

r 22 2%
con A = —— ¢
dx? 3y2 dz°

El primer término representa las pérdidas por difu-
sidn espacial, el segundo las pérdidas por difusidn energé-
tica (deceleracidn), el tercero las pérdidas por absorcién
y el dltimo la produceidn, es decir, el ndmero de neutrones
producidos al tiempo t por unidad de volumen, unidad de
energia y unidad de tiempo (p.u.v.e.t.). El flujo de neu-

trones serha:

$ (Et) =n (r Et) v (2)

y la absorcidn, o sea el ndmero de neutrones absorbidos p.v.

v.e. %,

a(r Et) =n(p Et) v I = = TE : (3)
Supondremos que, con un valor adecuado de Q(r E t),
() describe el comportamiento de los neutrones para energias
mayores que la térmice. Los neutrones térmicos se conside-
rardn separadamente, designéndose por n,(r t) su densidad.
Esta densidad clararente satisface uns ecuacién como (I|) ex~

cepto por el término de deceleracidn:



t
EE&%%_EL_= Dt A ne(r t) --Eii;:—l + Q. (r t) (1a)

aqul D, es el valor del coeficiente de difusién para ener-

glas térmicas y Q,(r t) 1la produccidén de neutrones térmi-

cos.

Nuestro principal problema congiste en calcular los
términos de produccidén en (1) y (la).

Imaginar un neutrdén de energia E' gque produce un
hendimiento. Como resultado del mismo, aparecersd cierto ndé-
mero de neutrones inmediatos con un clierto espectro. Desig-
pamos por 9(E, E’') el ndmero de neutrones p.u.e. de ener-
gla E inmediatamente precducidos por hendimiento causado
por un neutrén de energia E’': %(E, E’') se llamard funcién
de produceién inmediata, E]1 ndmero total de neutrones inme~

diatos producidos por hendimiento seré:

ng(B') = Z n(E, E') 4E (4)

ne(E’) se llamard factor de produccidén inmediata.

Ademds de los 7 _(E’) neutrones inmediatos, se pro-
ducen varias rayas de nuetrones monocromdticos retardados.
Sea 7, (E’) (L = 1,2,3,...) el nimero de tales neutrones
que se producen én el grupo i. El némero total de neutro-

nes producidos por hendimiento seréd entonces

n(E') = 1 (E') + I my(F) (5)

n(E‘') se llama factor de produccidén. Si como es corriente,

en vez de los nidmeros 7, usamos las fracciones S, de neu-



tron=x retardados, claramente
ny(E’) = By(E') n(E’) (€)

y serd como de costumbre

% ﬂi(E')

B(E') = 2 By(E") = B = | - n(E') (7)

la fraccidn de retardacidn, es decir, la fraccién del ntme-
ro total de neutrones producidos que son retardados.
£l ndmerc de hendimientos p.u.v.t. producidos por los

neutrones que se encuentran en la banda (E',dE’') es
n(p B' t) v' 5, dE'

en donde v’ es la velocidad correspondiente a la energla
E‘ y 2, =2, (B'). El némero de neutrones inmediatos pro-

ducidos p.u.v.e.t. por estos neutrones sera:
n(E,E') n (r E' t) v' Z; dE

Yy el nimero totsal

j n(E,E') n(zr B’ t) v' £, dE’ = I k(B E') h(r E't)dE’ (8)
B B

TI
t t
oen donde
s, (E')
k(E,E') = n(EB') ——— (9)
£ (E')



es la funcidp de reproduccién inmedjata, es decir, el nime-
ro de neutrones p.u.e, de energia &K producidos por neutrdn

absorbido de energia E°’.

Z, (E) 2, ()

M Iwm T L e enm (O

es el factor de utilizacidn, o sea la fraccidén de neutrones
absorbidos que produce hendimiento, es decir, la probabili-

dad de que la absorcién de un neutrdn conduzca a un hendi-
miento y no & uns simple captura {(n,¥). (9) puede escri-

birse

k(E,E') = n (E,E*) £ (E') (11)

Ahora

O

k (B') = j k(E,E') dE* = n_(E') £(E') (12)

es el nldmero total de neutrones inmediatos producidos por
neutrén de energia E‘’ absorbido y se llamard factor de re-
produccién inmediata. El ndmero de neutrones retardados del

grupo i que se producen p.v.v.t. es claramente

f ’ : ) ! &I — ( ki(E') ! UL \
[ ny(E') n(p E' t) v' 25 dE' = I Y n(r B't)d< (13)
B, By
con
o - , 2r (B ,
Ky (B) = my (BY) 5= = ng(BY) £(E) (14)



k, (E') es el factor de reproduccidén retardsdas del grupo i.

bl namero total de neutrones producidos por neutrdn

absorbido de energia E' es
k(E') = k (B') + Z k,(8') =n (E') £(E") (15)

y se llamaré, como en la teoria ordinaria, factor de repro-
duccidn. De (&), (7), (12) y (15) se sigue que

il

ko (B°) = (1 - B(E")) k(E')

(16)

H

ky (B') = By(E") k(E')

usando las fracciones de retardacidn 2,.

(8) y (13) representan los neutrones inmediatos y re-
tardados producidos por neutrones epitérmicos y répidos.
Hay que considerar ademés los neutrones producidos por neu-

trones térmicos. Sean

f, = £(E,)
Ny (E) = n(E, Fy) (17)
My ni(Et)

el factor de utilizacidn térmica, las funcicnes de produc-

cién térmica inmediata y retardada respectivamente.

Ny = [ n,(E) dE (18)

es el factor de produccidn términa inmedista.



k,(E) = n,(E) £, = k(E,E,) (19)

la funcidén de reproduccidn térmica inmediata
&
Kot = J ky (B) dE = 7., £y (20)
0

el factor de reproduccidn térmica inmediata,

Kyy = Mgy Ly (21)

los factores de reproduccidén térmica retardada.

T =
® vt zat

(22)

el tiempo de generacidn inmediata, o sea, la vida media de
un neutrdédn térmico en el reactor.

Puesto que el numero de neutrones térmicos absorbi-

dos p.u.v.t. es 21%2—32 es claro que estos neutrones pro-
duciréan °
k4 ()

0

neutrones inmediatos de energia E vy

Kyt
I

Q

n,(c t) (24)

nsutrones retardados del grupo i. De (8) y (23) se sigue

que la produccidn inmediata es

10



, k, (E
k(E,B) n(r E' ¢t) 4B’ + 1L n,(r t) (25)

Q(I:Et)_ m T

|
N -—8

en tanto que el numero de neutrones latentes de 1la clase i

producidor p.u.v.t. es de (13) y (24):

n{r E° t) dE +

T * T n, (r t) (28)

T k, (E') K,y
By

Sea ahora c¢,(r t) la concentracién de neutrones la-

tentes del grupo 1 y T, su tiempo de generacidn. Habr4

t
entonces -3115——2 neutrones retardados producidos p.u.v.t.

T
8 una energiai Ey . La-produccién de neutrones retardados
sera:
cy (x t)
Qu(z B t) = 3 —-1—?-—-— 5 (E- E,) (27)
4

De (25) y (27) resulta una produccidn total

@ ' k. (E
Q(:Et):IMH(IEJ t) AR’ t()nt(rt)-}

T T L
By
o, (r t)
+ — -
: T 5(E - E,) (28)

mas adn, de (28) resulta que la concentracidn de neutrones

latentes c¢,(rt) satisface la ecuacidn

e, ,(c t) 7 - ;
L I k,(E') n(r B' t) dB' + 218 » (p t) _ S4(E¥) (29)
3t A Ta Ty

t

\



Bl nimero total de neutronés producidos p.u.v.t. se

tiene integrando (28) sobre E; recordsndo (12) y (20) re-
sulta

© _ o ko(E'}
Q(;:t)=IQ(;'_Et) dE=[ —— n(r B’ t) dE' 4
o E'I:.
k c, (rr t)
o4t 1
+ To nt(g t) + 2 Ti (30)

Substituyendo (28) en (|) se obtiene la ecuacién de

los neutrones répidos:

. E t dln(r B t) v £ ¢ E]
dn{r Et) D An(r F t) + ——“i“*“““l-“"“““““‘ -
ot oB
- n(r E t) th+JrM-l n{r B’ t) 4k’ +
B, !
k. (B t
+ 1‘( ) nt(r_ t) + %E-Lé}:——l 5 (E - E,) (31)
© i

Dentro de la denominacidn "nesutrdn térmico” se agru-
pan todos los neutrones de muy variasdas energlas que se en-
cuentran en equilibrio térmico con el material del reactor,.
Supondremos, como es costumbre que todos estos neutrones
pueden caracterizarse por su energla de equilibrio E, - Si

introducimos la densidad de deceleracidn

q(c B t) = n(p E t) v £ ¢ E (32)

que representa la corriente de neutrones a lo largo del eje

de 1a energia, q(r E, t) es el nimero de neutrones p.u.v.t.

| 2



que se hacen térmicos por colisidén. Es pues la fuente de

neutrones térmicos:
Qt(g t) = Q(IL Et t) = n(g Et t') Vt Zt 3 E-b (33)

Substitucidn de este valor en (la) da la ecuacidn de

log neutrones térmicos:

9 i n,(r t m
_.Il_‘h.a%E___) =D, An, (rt) - “'é ) + n(r B, t) v ,2,6 B, (34)

Las ecuaciones (29), (3i) y (34) son las ecuacions
de 1la pila. Dado que hay seis grupos identificados de neu-
trones retardados, hay seis ecuaciones del tipo (29) corres-
pondiznte & las seis concentraciones latentes., Las ecua-
ciones de la pila aparecen bajo la forma de un sistems de
ocho ecusaciones integrodiferenciales simultdneas. Estas de-

ben rescolverse con l1as ususales condiciones a la frontera:
[n(; E t)]sr = [nt(g_ t)]Bl = [Ci(_l'_‘_ t)]sr = 0 (A)
siendo S’ la frontera extrepolada de la pila,

(e E0) o, (£0) y  n, (0 (B)

son funciones dadas.
n {r ®t) =9 (C)

E1l problema es puses determinado ya que (A) determina

la dependencia espaciel de las soluciones, (B) su curso en

| 3



el tiempo cuando se parie de condiciones iniciales determi-
nadas y (C) la dependencia de 1la energia. Ndtese que es ne-
cesario especificar ocho distribuciones a t= Q.

Una simple ojeada a las ecuaciones (29), (31) y (34)
bastaria para darse cuenta que la solucidn de las mismas en
la forma en que estédn expresadas conduciria a dificultades
considerables. Es pues conveniente transformarlas primero
para dejarlas en una forma manejable vy para ello es util
emplear la densidad de deceleracidn (32) en vez de la densi-
dad n{r E t) de neutrones rdpidos. Despejando esta dltima
de (32) y substituyendo en (29), (3!) y (34) se obtienen las

ecuaciones de la pila en la siguiente forma:

| BQ(I K t) — At BQ(E B t)
vSEE ot aser fa(z B t) + —=5
2& p 2;
-3 Us Et) [ (s,E ) o a(z B')AE’ ¢
By
kt(E) Gi(; t
+ T nt(E t) + % T, S(E_Ei) (35a)
2ny (L ) n, (£ t)
O
dc (I' t) = Y "
1 V&= - ' & . , 14 -
ot I ki(E ) zng; q(; ¥ t) dk + To nt(z t)
By
c, (r t)
- = (35¢)

Ty

en donde A, es elcamino m2dio de transporte,

| 4



kis conveniente utilizar en vez de la energie E 1la

"edad” de Fermi 7r, que definiremos como

[ [ —— dE
T = 7(E) = f 3s¢g 4B = J vIER (36)
.+ .f
as{ que
A
- t _ D
dr = - = dE = - 575 OF (37)

7{(E) es une funcidén mondtonamente decreciente de E que se

anula para &k =o, C(Claramente

q(r B t) = q(r 7 t) (38)
| Kt
k(E’E ) - 32§E k(TIT )
k, (B) = —3 k. (r)
t 3TEE b
(39)
ki (B) = ki("')
5 -
(E-E,) = 35T S(r=7,)

utilizando distribuciones por unidad de edad.

Las ecuaciones de la pila quedan ahora:

1 3g(r 7 t) _ 3q(r 7 t) VZa
Y Ag(r 7 t) - ——c - =5 af{z 7 t) +
T'b v:z;
T ke T e
0O
kt('r) c’i(r t)
+ T n,(r t) + £ T, §(7=7,) (40a)

15



>t = D,‘ A nt(l?, t) - """_T"':"""' \2 q(l‘_ ‘Tt ‘t,) (40b)
e, (r t) vy’ | k.
T f ky(r) —pra(E ' 1) 4’ v = ny(nt) -
v
01(2 t)
ST, (42¢)

Se puede finalmente elimirar de (4Da) el término de

absorcidn de 1la manera usual, introduciendo la probabilidad

de escape a ls sbsorcidm

p(7} = exp T Vzu dr = p(E) exp (— T E__;Li: %%—) (41)
4 P

que satisface la ecuacida

T vz&

dr
dp(E] _ s
i ieg P

(42)

v usando en vez de q{r 7 t) 1la densidad de deceleracidn que

existiria s8i no hubiera absorcidn:
a(e 7 t) = q'(27t) p (7) (43)

Las ecuaciones (4)D)quedan:



p(7) dr’
Ke{T) o (r b) g SalE 5 (77, ) (448)
+ n,(r 4 T—T a
p(m)T, k 1 p(7y) T, :
on,(r t) +n,(r t) ,
» = Dy Amg(zt) -~ —— + pa’(c 7y 1) (44b)
O
-
oC (I‘ t) t P
11> - . dp(7') , ,
Y f ki('r) ey q’'(z ' t) dr’ +
L
k c,(r t
it g \L
3 n,{(r t) - ——— (44c)
T Tt T,
siendo
r 2 dE
p = p(7y) = 2xp [’" J' >3 +a2 EET} $40)
- 3 8
By

la llamada probabilidad de escape a la resonancia.
De (32), (38) y (43) se ve que q‘(r = t) satisface
las mismas condiciones en la frontera espacial que n(r E t).
Usaremos como ecuaciones de la pila las ocho ecuacio-

nes integrodiferenciales simultaneas (44) en q', n, y ¢,

con las condiciones & 1la frontera

[q'(z 7 t)]gr = [ng(x t)lg = ley(x t)lgr =0 (A)

|7



q'(cr 7 0) , ¢, {(r 0) y n,(r 0) dadas (B)

q'(r 0 t) =0 (C)

2.- Condiciones estacionarias de uns pils.

Bstsblecidas ya las ecuaciones de la pile, vemos a ip
vestigar el efecto de las correcciones introducidas en los
estados estacionsrios de 1la misma. Les ecusaciones de la pi-~

la para el caso estecionario, segin (44) serén:

f T A T, T' T'
ﬁq:(l T) _ 9q éf ) _ I k}i(;) ) fig'.’(—"r ) qg'(r 7') dr’ +
ko (7) c,{r) )
+ P(T’)Tont(; + 21'. m S(T—Ti) = 0 (468.)
n,(r)
Dy & n,(r) + pa‘(z 7,) -~ —— = 0 (46b)
C (E) Tt doi{T’ k
e IS B g@r et oam (460

(46c) da inmediatamente el valor de las concentraciones la-

tentes que pueden ser elimiradas de (46a) obteniéndose ésta

ditima en la forma

T4
3 /
Ag'(p 7) - —-——-——-qaiz 7, I ko(r,7*) q'(p 7') dr’ +
0
ko (7)
+ oT nt(:) = 0 (47)

o

| &



siendo

KalT.T') = - k('rr'r') ki('r:) _ } dP(T')
0( » ) {-—___P(T) + %P' (Ti) S(T Ti) dr (48)
k, (7) k
Ko(T) = ——— + § —— 8(7-7,) (49)

Las ecuscicones de le pilas son ahora el par de ecua-
ciones integrodifersnciales simultdneas (47) y (46b) en
qQ'(r 7) y n,(r) sujetas a las condiciones a la fronte-

rs.
[q¢'(x 7)1g» = [n,(x)]lg = 0 (A)
g’(c 0) =0 (B)

Ekstas condiciones sugieren de inmediato que la so-

lucidn debe ser de la forma

a'(z 7) = n.(r) H(7) (50)

siendo n,(r) y H(r) funciones por determinar
Substituyendo (50) en (47) se puede constatar fdcil-
mente que esta dltima es separable, descomponiéndose en el

par de ecuaciones

A ny(c) + «_ n,(r) =90 (51)
dH (1) Cko(r) o ,
s + xz H(r) = I + J ko (7, 7') H(r') dr (62)

1 9



siendo x: le constente introducida al separar (47).

Ia ecuacidn (B!) sujeta a la condicidn (A) es bien co=
nocida en la teorls de la pila. kEsta ecuacidn no tiene solu-
ciones a menos que xz sea real y positive, o0 sea, que «o

debe ser real. En este caso hay un ndmero infinito de solu-

ciones que dependen tan solo de la forme y dimensiones de la
pila y corresponden a diferentes harménicas posibles. Sin
embargo, en el estado estacionario sélo la primera harmdénica
es aceptable, asi que (51) tiene una solucidn bien definida
(hasta un factor de multiplicacidn arbitrario) y determinard

el valor de x: en funcidén de la forma y dimensiones de la
pila. En general

e |
L == (53)
“o

serd el Area caracteristica, Lo la longitud caracteristica

y xo ol valor caracteristico de la pila., Simbdlicamente

Lo = G 5 (54)

siendo & alguna dimensién de la pila y G un factor de
forma. Supondremos pues (51) resuela y «o determinada

por la geometrie del sistena,.

La funcidn de edad, H(7r), satisface la ecuacidn
integrodiferencial (52) con la condicidn

H(0) = 0 (B')

obtenida de (B). Para resolverla consideramos primero que

una ecuacion diferencial de ls formsa

20



2 -
= + «, HB(7) = £(r) (55)
tiene por solucidn
k2T -2 * K2y
H(7) = H, @ o + ¢ © I g O £(r") dr" (58)
0

en donde Hy = H(0) es una constante que depende del valor
inicial de H(7). En nuestro caso sera Hy = 0 vy

ko(r)
;d b | ko lr,m) B(r1) ar

O

f{r) =

asi que (52) ser4 equivalente a la ecuacidn

T K2y ko (7") A *
H(r7) = e O I e © [ + I kolr", 7" )H(r')dr'| dr"
0 0

To

gque puede escribirse bajo la forma

T
t
H(r) = h(r) + J K(r,r') H(r') d7’ (57)
0
con
I T K (1=7")
h{r) = — j e ke (T') d7' =
To
0
T ' 'K2(T—Ti.)
I - (T=T") kt(T ) © kit
= = J e — dr'+ = (58)
To p(7°) T4<T P(Ti)
o

Qi



T o "
K(T,T') =f e-KO(‘T T") Ko(’l"",’r')d'r" —
0o

2
=X _{T=7T,)
- 1 K (T=T") k{r"7') 6 © ' ki('r')}
- I ] 0 """""""_-"""'" d’?"i- z I o X
5 p('r ) 'ri'('r P(Ti)
dp(7')
X~ (59)

kn ambos casos aparece una funcidén escalonada que de-
pende de los factores de retardacidn. De (57) resulta que
la funcidén de edad satisface una ecuacidn integral que es la
de Fredholm de segunda clase y puede ser resuelta por cual-
quiera de los métodos conocidos. Si se designa por R(r,s')
el resolvente de (57), la funcidén de edad estard dada por

Ty
H(r) = h(r) + J R{r,7') h (') dr’ (80)

y a'(r r) quedard determinado por (50). De (68) y (59)
se ve qus el resolvente, y por tanto H(r) s8délo depende de
xz y las constantes conocidas de la pila.

Vemos ahora que una solae ecuacidn, la (47), nos ha

bastado para encontrar todas las distribuciones de neutro-

nes en la pila, Se infiere que el problemsa estd sobredeter-
minado puesto gque adn debemos resolver (48b). Esta dltima
actuard pues como ecuacidén de condicidn. Substituyendo (50)

en (468b) recordando (51) se obtiene por un sencillo cdlculo:
|+ x> Ly = p To B (1) (81a)

y segin (80):
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_
t
1+ex®L2 = p Tq h(r,) [ R(r,,7) h () dr (61)

0

en donde

L2 =D 1, (62)

es la llamada Area de difusidn térmica. (81) es una ecua-
cidn de 1la que xi puede obtenerse en funcién de las pro-
piedades fisicar del materiel del reactor., Como por otra
parte (51) deterwmina xz en términos de la geometrla de la
pila, ambas ecuaciones pueden emplearse para calcular leas
dimensiones que requiere una pila de material y forma dadas.
Se reconoce que (61) es la ecuacidn critica de la pila.

Para hacer uso de (8!) debemos conocer el resolvente
de la ecuacidn integral (57), R(r,7'), o su solucién,
H{r). En general, ambas se expresan como una serie infini-
ta o como el cociente de dos series infinitas, Dado que ex-
presiones de este tipo muy probablemente no nos serian de
utilidad debido a su complejidad analitica, trataremos de
gimplificar nuestro problema utilizando para ello ciertas
consideraciones fisicas sencillas.

Sabido es que en el hendimiento de un ndcleo activo
hay una liberacién de energia del orden de 200 MeV. cuya
energia se distribuye entre los productos de la reaccidn
(n,f). BEn otros términos, el valor Q de una reaccidn
(n, f) promedio, =s del orden de 200 MeV. En uns reaccion
en cadena, cada reaccidn (n,f) es producida ya sea por
neutrones que directamente provienen de ndcleos hendidos o
bien por neutrones que ya han sido decelerados en mayor o

menor proporcidn por el moderador. Los neutrones produci-
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d9s en une reaccién (n,f} tienen una energia media de 2
MeV. y la fraccion de los mismos cuya energla es mayor de
unos |0 MeV,, es, para nuestroe propdsitos, despreciable.
Este hecho, afadido al efecto decelerador del moderador per-
mite concluir que en un reactor usual que mantiene una reac-

cién en cadena, la inmensa mayoria de los hendimientos serén

producidos por neutrones cuya energla es menor de unos |0
MeV, Esto significa que con mucho, la mayor parte de las
reacciones (n,f) que ocurren en el reactor se verifican en
condiciones tales, que la energla del neutirdn incidente que
las provoca es siempre mucho menor que el valor Q de 1la
reaccion. En este caso es bien sabido que la forma particu-
lar en que la reaccidn ocurre no depende apreciablemente de
la energia del neutron incidente. En particular, en el ané-
lisis que hemas efectuado podemos suponer sin error aprecia-
ble que las funciones de produccién =7(E,B') y n,(E’') no
dependen apreciablemente de E' y podemos substituirlas pa-
ra E’ = E, algdn valor medio adecuado. Haremos pues
n(E,E) = n(E) y n,(E) = n,. Con esta simplificacidén, las
funciones de reproduccidén (i1) y (14) quedan en la forma

k(E,E') = »(E) £(E')
(3)
k, (E') =7, £(E’)
puesto que
f(E) = £(7)
(84)
Ay
n{E) = 35FE nir)

siendo 7(r) la funcidén de produccién por unidad de edad,
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se sigue que

k(r,7') = n (v) £(7*)

(65)

k, (') T4 £(r')

y segdn (59) serd

A 2 r r ¢
K(r, ') - I e Ko {T=T7) :::.z dre £(r') dPé:')
O

®
- — UF
- z o K 17T e) £(r) yﬁl__l

<f p(fi

- K2 (- (¥
I e~ %o 2(r=7") n(7") dr* + S e K (T=Ty) y
plr") Ty <7 P(Ty)

< g(re) L

Lo esencial de este kernel es que es separable, La

scuacién ‘de Fredholm (67) con el kernel (868) tiene una so-~
lucidén sencilla, Hagamos

7_2_# » _2_ 7
F(r) = I e Kol T=T") nlr.) d7" + X e KO(T Ty 2

A pli7T") T< 7T pi7,)

. (67)
v
G(r) = = £(7) dif) = 'Ty‘ £(r) p(r)
de modo que
K(r,7*) = T(r) G(r'} (68}

bdemds, seglén (17), (19) y (21):
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k., (7) = nl7) £,

(89)
K,y = my £,
de modo que (58) puede escribirse como
2
r . _xo{r—rii
_ -k (T=7") B(71') , e ul
h(7) To{,[ o o e By }ft
O
esto es,
s
hir) = o= F(r) (70)
0

Substituyendo shora (88) y (70) en (57) se obtiene

£, Tt
B(r) =5 Fir) + F(r) I G(r') H(r') dr’ =
0
= -E-E-+ A) F(~r |
= ( > ) () (71)
en donde
T4
A = I G(7) E(7) dr (72)
0

necesariamente debe ser una constante. (7!) ya da la forms
de la solucién., Con el objeto de determinar A, substitui-
mos(71) en (72) obteniéndose

A = <%+A) T’ F(r) G(r) dr = (-f-:;'-+ L) K{r,7) dr

0 0o
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Esta es una ecuacidn lineal ordinaria en A, Si la
cantidad

T
D(x2) = I - [ K(r,7) dr (73)
O

no es nula, la ecuacidn anterior puede resolverse para A

y substituyendo este valor en (7!) se obtiene

hiT)
B(r) = ——mmmmmm———— (74)

T4

|- f K(r,7) dr

O

que es 1la solucidn de la ecuacidn integral. Es fAcil ver
que D(x:) dada por (73) no es sino el determinante de
Fredholm de la ecuacion (57). Nuestra solucién depende, pa-

ra su validez, de que se cumpla la condicidn
D(x:) £ 0 (75)

de otro modo es fdcil ver que (57) no tiene solucidn. Su-
poniendo pues que (B57) tiene un determinante de Fredholm no
nulo,' substituyendo (74) en (8ia) se obtiene

P To h(7y)
|+ k2 L2 (76)
£
| - [ K(r,r) dr

O

que es la ecuacidén critica de la pila.

Con el objeto de estudiar esta ecuacidén con més de-

talle, la escribiremos primero en la forma:
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T

P Tﬂ h(Tt) v

¢t [ K('r,'r) dr = |

| + «x° L |
o ¢ 0

y utilizamos (58) recordando que p = p(7r,) de modo que

P = pl7'7,) es la probabilidad de que un neutrén esca-

p(7’)
pe a la absorcidén cuando se descelera de la edad 7' a la

edad térmica 7.,. OSe obtiene pues:

-Kz(f -7 ') —Ke(T “-T)
1, I e o ¢ p(7',7,) k (7')dr’'+ ? e o ¥ 1 X

-
X p(Ti,Tt) k., J K(r,m) dr
0
en donde

1], = ———— (77)
+

es la probabilided de escape a la fuga termica. Hégase

P, = plT,,7,) (78)

siendo p, la probabilidad de que un neutrén retardado de

la clase 1 escape a la absorcidn;

Ly = Ty = 7Ty (79)

el 4rea de migracidn rdpide para neutrones de la clase 1i;
entonces
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' f K(r,7) dr (80)
o

es la condicién critica de la pila, Este ecusaciédn consta

de dos partes: el primer término describe el efecto de los
neutrones térmicos en tanto que el segundo represents el de
los neutrones réApidos. s, ademéds, una ecuacién trascenden-
te que debe resclverse para x: con el objeto de determi-

nar las condiciones de operacién de le pila. Ahors obten-

dremos diversas aproximaciones,

A) Pila térmica.

Supdngase que el material hendible contenido en la
pila es tal que la seccién de hendiwiento Z,(E) es apre-
ciable s6lo para energlas térmicas y cae rédpidamente para
energias mayores que la térmica, como ocurririapor ejemplo
02°®, Entonces f(E) = 2, (E)/Z, (E) se-

ria extremadamente pequeffo para energias mayores a E

en un reactor de
.
De (I11) y (!4) se ve que tanto k(E,E’') como k,(B') se-
rén muy pequetas y de (59) se ve que K(7,7') es tembién
desprecisble. Précticemente todos los hendimientos son pro
ducidos por neutrones térmicos en tanto que los neutrones
rapides tienen un factor de utilizacidn despreciable. En
la ecuacién (80) el segundo término es despreciable compe-
rado con el primero, operando la pila substancislmente con
neutrones térmicos. Tal pila se llsma piia térmica.

ruede suponerse también, no que {f(E) es pequehasa

altas energlas, sino que el poder frenacdor de le pilae,
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246 es8 muy grande comparado con el poder de absorcidn, =
2a

2£
rriria en pilas con muy poco material hendible (X_ pequefo)

de manera que la razén es muy pequetra, Tal cosa ocu-

y grandes cantidades de moderador (§2s grande) dé muy bue-

na clase (¢ grande). De (42) se ve que en tales condicio~
d
d

ticamente no varla con E, es decir, que p(E,) ® I. La ab-

K
nes sera -Eé—l << |. Podemos pues suponer que p(E) prée-~

sor¢cidn es tan pequefra comparada con la deceleracidn, que un
neutrén tiene muy poca probabilidad de ser absorbido antes

de hacerse térmico por colisiones con el moderador. KEn es-
tas condiciones, un grupo de neutrones de alta energia pro-
ducidos en un hendimiento se hardn térmicos tan rédpidamente,
que de nuevo, aunque por razones digdtintas esta vez, la pi-~-

la funciona esencialmente con neutrones tdrmicos y es unsa
dp(T)}

dr
ve que K(7,7) es muy pequelfo y de nuevo el segundo término

piia térmica. Como es también casi cero, de (59) se

de (80) puede despreciarse comparado con el primero.
En cualquiera de los dos casos, la ecuacidn critica

de una pils térmica puede escribirse

Ty

lt I e
O

o en forma explicita

2 2.2
-k (T, ,=~1') , ' , -k L
o’ "% P(T',7y) ky(rf)dr'+ T o0ty Y=1 (8la)

.
t 2 )
o+ Kz Li N I e oW 7T ) p(r',7,) k,(7') dr' +
0
k(T =T, )
tee O Vol p(rgTy) kg (81b)

Fuede verse que nuestra ecuacicn (81b) da el mismo
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resultado que la teorla ordinaria si despreciamos el efecto
producido por la distribucidn espectral de los neutrones ré-
pidos. Supongamos, por e, emplo, que todos los neutrones se
emiten & una s8dla y misma energis Ky, Tal energie podria

definirse como

I: En(E)dE

Bo = —— (82)

Yy, para U2°®% es Eo = 2 MeV, Hay también una correspondien-

te edad de emisidn 7o.
Ahore bien, =i

n, " I: n(E)dE = Iotn(T) dr (83)

es el numero total de neutrones inmediatos producidos por

hendimiento, el espectiro puede idealizarse bajo la formsa

m(B) = n, ® (E~Eo )
(84)
nir) = n, 8 (7~70)
Entonces si hacemos
kK , = n, f4 (85)
serd
k, () = k_, 8 (7-70) (e8)

La integracidn de (8!) es inmediata:
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2 2
xolft 7o) -Ko(#t—Ti)

2 12 _
|+ « L} = P(7,, 7Ty) Koy ¢ E e X
x P(74,7y) Ky
vy haciendo
Po = P(76,7T4) Py, = P(7,,7,) (87)
Te = To © Lf’n Ty = Ty = L§1 (88)
podemos escribir
. s 2.2 212
4+ kg Ly = ke poe °F + Tk pgo ot (89)
Recordando (8)y (7):
N = Mgt 2Ny =25
99
My Mo ( )
Bl = = l - ﬁ - m—
| Y,
y definiendo
k, = n £, (91)
serd
| SR (| - 8) k,
(92)
kyy = By ky

de mapera que nuestra ecuacidén critica podrd4 escribirse co-

no
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- -k L

b+ “2 L = k| (1-B)po “oVto 4 5 By Py ®© ot (93)

se reconoce que k., eos la constante de reproduccion, po ¥y

p, las probabilidades de escape a la resonancia, Lio g Lii
las Areas de migracién rdpida pars neutrones inmediatos y re

tardados.

Como una primera aproximacidén para encontrar x: pug

de despreciarse la diferencia entre kg Yy las diferentes
L,, lo cual equivale a suponer p, R p, = P, Lio ~ L:i = Li
obteniéndose

o 9 2 92
o L2 K

|+ ko Ly 3 K, p e_xoLf = ke O (94)

giendo

k=ktp="7ftp (95)

1ls canstante de multiplicacidn de la pila. (94) es la ecua-
cidn critica ordinarfa, Sabido es que para grandes pilas,

x: << |, k= 1|, un valor aproximado de xz es
k-|
2 _ _. .
X, = " (96)
én donde
M? = Li + Li (97)

68 el Ares de migracién total. El primer valor (98) puede

refinarse mediante (94) y este valor se mejporaria adn con

el uso de (93). Un resultado mas correcto que ya toma en

cuenta 1la distribucidn espectral de neutrones resultaria
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de (81b).

En todos estos cadlculos para nada se ha tomado en
cuenta el efecto de los neutrones rdpidos. Puede, sin em-
bargo, considerarse dicho efecto er la pila térmics como

una correccion si se recuerda que

T4,
I K(r,7) dr << |

&

de manera que en lugar de desprecier el término completamen-—
te en (80) se emples (78) desarrollando el denominador por

el teorema del binomio. Asi,

T4
| + 212 = p To h (r,) |+J'E('r,1)d-r :
0
¥ haciendo
Ty
e = | + I K(r,7) dr (99)
0

el factor de utilizacidn rdpida, se ve que, en primera apro-
ximacidn el efecto de los neutrones rdpidos puede ser in-
cluido substituyendo p por pe, lo cual da para (8ib) la

forma mas correcta:

r 2 a"‘ﬂl’ft-—*rj,) p(fi'rt) kit} (99)
para (93):
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2_2 2_2
2L2

|+ k2L =k, el(1-B)pg 0“0 0 4 T g, p, o 0 1] (100)

y para (94) la misma forma, excepiop que la constante de mul-

tiplicacién se define ahora como

k =k, pe=n1f,  pe (101)

en vez de (95).
Respecto al valor de € observemos que, de acuerdo
con (59) y (42) serd

Ty

T o R
e = | + j dr vz‘ J dr”’ e-KO(T-T ) p(r',7) k(r',7) +
0 O
-K2(T—T )
+7‘i§ - e © i P(Tir T) kj_ (.T) } (|02)

Se puede obtener un valor aproximado de € suponien-
do un espectro de la forms (84), es decir, que todos los nue

trones rédpidos se producen & la edad 7o. Haciendo

ko (T) = Mo £(r)
(103)
k(7,7) = ko(7) 8 (7'-70)
(102) se escribe:
N G
e = | + [ {e- o' o p{70,7) ko(T) +
0
2, v
‘- % _ e-KO(T Ty p{7,, 7) ki(r{} D‘ dr =
{
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2

2
-k [7(®) T(lg)] p(E,,E) k, (E)} ZfE dk (104)

en cuya dltima expresién se ha tomado 7(Ep) = 1o = 0.

Despreciando las diferencies entre 7, y las 7,

Yy haciendo

k(7) = ko(7) + %ki(‘r) = n £(7r) = k(E) (105)
T4 2 v
€ =] + [ e-K"(T_T") p(70,7) k() Da dr =

o
B, \ s

_ - E)

= | + l o 1'fvt:!r'“ r(Eo,E) k(E) 25;*: dE (108)
t

para pilas grandes, x: es tan pequefro que puede hacerse

2

2
TR ~ | y siendo la pila térmice a modo que 'EE sea

o

muy pequeffo, puede hacerse p(Ey,E) ® |, Se obtiene

g s :
« d
e x| +i “(s) % T (107)
¢
De (108) resulte
KIT(B) —— [ dp (B)
e =1 +0 0 k(E) l 55— 4B
¢
~kZT(E) ——
e = | + e O k(E) {1l - p(E,)] (108)



en cuya expresidn se ha tomado el origen de las edades en

Eo, es decir, =(Es) = 0. Las expresiones (107) y (108)

pueden emplearse para obtener una idga del orden de magnitud

e

de €. Para grandes pilas serd e-KOT(E)m |y

i

e x | + k(E) [I - p(E,)] (108a)

De (99) puede inferirse que la constante de multipli-

cacion efectiva de la pila térmica es:
t ok r, )
- —
ko = L, E{J e o *t p(r,7,) k (r) dr +

2 vt
e—xo(Tt T, ) P(Te,7) kit) (109)

+
%

Para la forma aproximada (100) es conveniente intro-

ducir

2¢ 2 2, 2
- L e
lfn = a Ko™ to 111 = a KoLfi (||0)

gue son las probabilidades d¢ escape a la fuga rapids para

neulrones inmedistos y retardados., Se tiene entonces

y en el caso mds simple en que se desprecian las diferencias

de energia entre neutrones inmediatos y retardados,
k,, =k, pel, 1, =k1l, 1, =7npef, 1,1, (112)

que es la expresidn usual.
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En cualquier caso la condicidn critica de 1a pila

tiene la bien conocida forma

kK, , = | (113)

B) Pila epitérmica,
Cuando los hendimientos rdpidos tienen un efecto

compsrable a los térmicos, ya no es posible despreciar el
segundo término de (80), ni siquiera puede tratdrsele como
mera correccidn., Se cae entonces al caso de 1la pile epi-

térmica o intermedia. Esta pila opera tanto con neutrones

térmicos como rdpidos. Ocurre cuando f(E) es apreciable
2

&8 altas energias o cuando -E?- no es pequefro debido & la

mayor proporcidn de material hendible respecto a moderador.

La ecuacidn critica para esta pila resulia ser:

l f K (T =T “”ELii
T;;—I:-z—- e O p(7,7,) k,(7) dr + 2 e © Py, K,y 3 #
o %

) vz, § kK (1t-7")
+ { d~ D‘ I dr' e p(r',7) k(r',71) +
0 0
e {T~T,)
+71§ e . Vp(ry,T) ki('r)} = | (114)

que es (80) en forma explicita., Utilizando la aproximacién
de un espectro monocromédtico se obtiene la expresidn apro-

ximada
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«212 k212
k, [(I—ﬁ) Poe 0 f° 4+ 38 p, e o4 ]

|

+
2 .2
"""oLt

Ty 2(7_1 \
-k {T~T
+ J e O 0 p('ro,'r) ko (7) +
0

2
-k (1-7,) z
e D e 1 kim} —adr = | (115)

Como primera aproximacidn psara xz puede emplearse

la que resulta de despreciar en (115) las diferencias entre
To ¥y las 7,. Sc obtiene

2_2

k B-K"Lf f -R2(‘T""T ) vZ
————— 4 { e O 0 p(*ro,*r) k(‘T) —ﬁ_!- d'r - l (I le)
l + KtLi 0

El orden de magnitud xz puede inferirse de la ecua

cidn
2 2
- 1L 0
k e ©o°f _ - .
. + k (1) e 0" [} - p (7)1 = (117)
| + KiLi

en la que se ha tomado E, como origen de las edades.
La constante efectiva de reproduccidn para una pi-

la epitermica esta deda por el primer miembro de (I14).

-
t 2
kof = lt{‘( a-#’o('rt T ) p('r,‘rt) kt('r‘) dr +
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e :
-K \T=T
0 ( )

dr’' e p(r',7) k{r', 7} +

Q b

t Z e-Kﬁ(T_Ti) P(7y,7) ki(Tr} {t18)

y la condicidn ceritica sigue siendo (113).

) Pila rapida.

Podemos considerar ahora la situacidn extrema que se

presenta cuando la absorcién es ten grande y la deceleracién

)
tan pequefra, -S-E- >> |, que tanto p(7’',7,) como p, en (80)
son practicd4mente cero. En general, p = p(r,) % 0. Los

neutrones no tienen tiempo de hacerse térmicos y la pilas es

rdpida, es decir, funciona esencialmente con neutrones ré-

pidos. La ecuacidn critica es ahora

4
{ K{(r,7) dr = | (119)
Q

© en forma explicita:

Tt Vz 7 2( - l)
f dr 5 U dr' e 07T U p(rt,T) (7', 7) 4
o o

euxo(f-—‘ri) p(7,, 7) ki('r)} = | (120)

§ T

Como primera aproximacion:

Ty 2, v
[ e-xﬁtf "o p(To.T) k(1) Da dr = | (121)
0
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il orden de magnitud de xz puede inferirse de la

relacidn

kit) e o = | (122)

obtenida de (117) considerando coma nulas k y p(7m,). De

aqul se obtiene

2

| —
o - = log k(7) (123)

K

La constante efectiva de reproduccidén para la pila

rdpida es

H-l‘
L
*»
1
Otv—— 3
chk
L
~
«
i
»
/\_J\_,.\

+ ij e p(r,,7) ki(T)} (124)
y la condicidn critica estd dada por (113).

El caso de la pila rédpida merece una consideracidn
especial, El1 caso limite representado por la ecuacidn (119)
es precisamente,. segun (73), el que hace D(“i) =0 y sien-
do nulo el determinante de Fredholm de la ecuacidn (57), 1la
solucidn (74) no es vdlida. El mecanismo entero de opera-
cidn de la piia rdpida no corresponde pues a la situacion
considerada en las dos clasificaciones anteriores y necesi-
te tratarse por separsado.

Con el objeto de comprender el origen de lz fellsa
del método, es preciso regresar a las ecuaciones bésicas

(46). Hemos dicho que en la pila rdpida la absorcidn es tan

considersble que los neutrones no tienen oportunidad de ha-
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cerse térmicos, Esto significa gque debemos tener n_(r) = 0.

Introduciendo esta condicidn en (48) obtenemos las ecuacio-

nes diferenciales de la pila rapida:

29" (£ 7) }t c(r, 1) 8807 Ly ane

bg'(r 7) - or pl7) dr’
c, (c)
¥ 2 ————— J(T=T = 0 (125a)
TR TAAY
T, '
EiiEl = —-[ ki(r') dpé:') q’(c 7') 47’ (125b)
T
1 0

con las condiciones a la frontera:

[q' (¢ 7) ]B' =0 (A°)

¢’ (z7) =pa’ (g7y) =0 (B}

La nueva condicion pq’(r 7,) = 0 resulta de (46b)

haciendo n,(r) = 0. Se cumple automdticamente puesio que

P(Tt) = Do
La ecuacién (125b) ya nos da c,(r) en términos de

q’'(r 7), asl que solo debemos preocuparnos de estes dltima.

El resultado de substituir (126b) en (125a) puede obtenerse

haciendo n.(r) = 0 en (47). Se obtiene

Ty

Ag’(r 7) - _______aq;i;; z) [ Ko(r,7') q'(x 7') d7’ =0 (126)
0

con “o(7,7%) dado por (48). Proponemos ahora
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q'(ez r) = S(r) H(7) (127)

y separando variables resulta:

aS(z) + «:S(p) =90 (128)
dH (7) A
ir ”z H(7)= J (7, 7') H(r') dr’ (129)

0

De nuevo, la solucidn de (128) con le condicidn
[S(r)lg: = 0 no sélo determina el valor de la distribucidn
espacial de neutronesg rapidos, sino el de xz en términos de
la geometrig de la pila, Queda pues por resolver la ecua~
cién (129) con la condicién H(D) = 0. Estas ecuacién se ob-
tiene de (52) haciendo ke(7) = 9, as? gque la ecuacidn in-

tegral correspondiente sera la ecuacidn homogénea
Tt
H{r) = ]' K(r, ') H{(r') dr°’ (130)
0O

La condicidn para que esta ecuacidn tenga solucidn

es que su determinante de Fredholm se anule,
D («3) =0 (131)

y es ahora esta relacién la que ve a actusr como ecusacidn
critics, Utilizando (&8):

Ty
H(r) = F(7) I G(r') H(r') dr' = A F(7) (132)
o
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Asl que de (67) se obtiene la solucidn particular:

2
-k {r=1y) 4

pl7T,)

—KE(T“T'] ni7r'’)

dr’! + 2 e
<

p(r’) T,< 7T ('33)

B(7) = I e
0

que da la funcidn de edad para el caso en consideracidn, De
(132):

Tt Tt
A F(r) = F(r) [ G(r') A F(r') dr' = & F(r) I K(r',7') dr’
0 O

asi{ que si A # 0, deberd cumplirse (119). En tal caso A
es arbitraria y la solucién, como la de toda pila critica,
queda determinada hasta un factor multiplicativo. Este and
lisis demuestra que la ecuacidén previamente obtenida como B
condicién oritica para la pila rdpida es correcta y cubre
el caso D(x:) = 0 que en los dos tipos de pila tratedos

anteriormente habia quedado fuera de consideracién.
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