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RESUMEN

In thss paper the effect of the fissior neutron
spectrum on the dynamic conditsons of a pile is examined.
The diffussoral approximatsion leads to sntegrodifferentsel
equations that caon be solved by taking Laplace transforms. A
Fgeneral inhour egquation results describing the conditions of
thermal and sntermediate piles when the Fredholm determinant
of the orsginal eguatsions does not vanssh., Fast dpile appears

s a special case when the determinant vanishes, correspond-

ing $0 the adbscence of an equilibrium thermal neutron density

in the pile.

PO e e o ——— — U PO
‘Trabajo presentado en el Congreso Cientifico Mexicano,

Septiembre, 1951.

79



l.~ La Dinédmica de la pila.
. . X : .
kn el trabajo anterior” se resolvieron las ecuaciones
de la pila para condiciones estscionsrias y se determinaron
les condiciones criticas. Ahora procederemos al examen del
caso general en que las condiciones varian con el tiempo y
consideratmos las ecuaciones completas establecidas en I(44)

con las condiciones (A), (B) y (C). Se trata de encontrar

la solucidn que inicialmente, es decir, para t = 0, se re-
duce a una distribucidn arbitrariamente asignads para cada

densidad de neutrones. Supondremos pues que

q'(z, 7, 0) = Q' (¢ 7)
c,(r, 0) = Cy(r) (1)
ng(r, 0) = N(r)

son funciones conocidas que satisfacen la condicién de anu-
larse en la frontera extrapolada de la pila.
Introduciremos la transformada de Laplace de cualquier

funcién 9(r 7 t) de las que se consideran en el reactor

(que puede ser independiente de 7):

L o{z 7 t) = %(c r A) = [ o(c 7 t) e dt (2)
Q
L™ (e T N) =z T t) = 5—;::{ I P(r v t) e at (2a)

*Rev_yex,Fis. 2, 1, (i953) que de aqui en ad;iante se desig-
nard como I.
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en donde la integral (2a) se efectia en el plano complejo A
a lo largo del contorno de Bromwich.

Bl transformado de I (44a) se obtiene multiplicando

por eAt  integrando sobre t de 0 a », empleando la co

nocida expresidn

"

-~ @(p 7 0) + rp(r 7 A)

dp(r 7 t)
J DET Yt
O

y teniendo en cuenta (1). Se tiene asi:

Byt a) - BTN gz ) -
* k(T 7') dp(T ) - , k(7)) _
l “p(r) i AR Ry B
¢, (r A) o )
+ % T.p(7s) 8 (7—7) + D Q' (g 7) =0 (3)

Transformando del mismo modo I{(44c) se obtiene:

B N) = 0 J ky () -—-—-—-—-dp(T') q' (g 7' A) dr’ +

|+kT dr’
ki‘l‘. -
P ELE (2 ) ¢ Cy(n) (4)

Substituyendo (4) en (3) resulta:

(r T )\.) - Eji’_gf ‘T__-) _ % a, (r- , k) ~
Tt P k (T') S(T'—‘T ) '
- k(r1') . 5 AT dp(7') =, ' i
E[ { P(T) % P(‘Ti) f+A Ti } T’ = q (I' T )\) +
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k, (1) k S(r-7,) | n, (r A ' )
44{‘t § T —X .____i_{} *i*i—_“l + ie 7 +

pl(7) i pl7ry) l+A T, To D

Ci(gj §(7=7,)

i plr)(lex T,) D (5)
HAgase
q'(z 7 A) =u(p 7A) eRelr) (6)

en donde 6(7) se define por

T &0
dr’ db’
6 = —— ——— =
(1) = | == | g = 0B (7)
0 E
y satisface las ecuaciones
dé(r) _ I dé(E) _ | (8)
dr D dk& viéE

Se advierte que 6(7), cuya introduccidn en (8) tie~
ne por objeto eliminar el término --%-E'(; r A) de (5), es
el tiempo de desceleracidn, es decir, el tiempo que tarda un
neutrdn para envejecer de la edad Q0 a la edad ~ por co-

lisidn con ntcleos del material ae la pile.
Substituyendo (8) en (5) se obtiene la ecuacidn inte-

grodiferencial que satisface u:

T4
Aa(r 7 A) - EELEEE—EL + I xo {7, T',A) u{z v’ A) dr' +
o
n,(r A)
+ Ko(7A) -t + M(z 7 A} =0 (9)

To

82



con

+ S ki(T ) e—a:a(q)-e('r'}’ ﬂT-Tl—) dP(":') (9&.)
1 plry) l4A T, d7
k() A6 r) kit Ab8(m) o(7-7,.)
= ——— e i
ko (7A) = ~5 (7] © vIo e —— > (9b)

l Ci (I:) 319(1‘1 )

M{x 7 A\) =-E-Q:(; r) erélr) | % F(r,) 1+x T, $(r-7,) (9c)

Para una pila de formea y dimensiones dadas, la ecua-

cién

8S(z) + x2S(g) =0 (10)
con 1la condicién

(S(r)lgqr =0 (10a)

siendo S’ 1la frontera extrapolada de la pila, determinea una

infinidad de funciones propias S_(r) y de valores propios

x:,*(m =0, |, 2, ...) es decir, una fundamental S,(r) ¥y

sus harménicas S_(r) (m > 0), que satisfacen

AS (r) + «. S_{r) = 0 (11)

Supondremos que las funciones propias han sido debida~
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mente normalizadas para establecer una base ortonormsl en el
espascio de Hilbert de las funciones cuyo recinto de defini-

cidn es la regidn ocupada por la pila extrapolada. Asi pues

l S.(k) S (r) dr = &, (12)

Hagamos ahora:

a(z 7 A) = £ ug(rA) S,(x)
Et(: Ay = E ﬁl(k) Sn(:) (13)
M(r 7 A\) = Z M_(7A) S_(r)

Substituyendo estos desarrollos en (9) teniendo ore-
sente el caracter completo de las S _(r) y. la propiedad (i)

se obtiene

du, (7A) . . n, (\)
5 + x ulTh) = ko(T)) T + M_(TA) +
T
+ [ kolrr!N) u (7'A) drf (14)
o

que es la ecuacién integrodiferencial satisfecha por u vy

que debe resolverse con la condicidn

u (0 A} =0 (l4a)

Aplicando el mismo método seguido en I para ecuacio-

nes de este tipo es fdcil ver que u_ 2 debe ser una solu-
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cién de la ecuacién de FPredholnm

n, (2)
U, (TA) = === hy(mA) + I (7A) +

Ty

+ J ke (T, 7', A) u (7'A) d7’
0

con

O Ny )
'
A
N
S
-3
.
|
L]

F
—
X
-
i}

0 e,
4
-
¥ e ¥
>
b
» P
3

i

T o "
K'(T,T',K) — I eﬁﬂm(T T ) KG(T'lT'lk) dTllz
0

T 2 (r=T") K{r"7') ACg(r")-g(r')]
e e
) (T

2 -
. s e-Km(r Ti ( ) .
Ti<T ( )

Kk
P
Utilizando I{@é5) se puede escribir

K ('T,‘T',t\) =

h (TJ\.} gn('r’?\)

L
ft
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con

) . dp (1) v . .
gu(rh) = = 070 g(r) == = 2(r) p(r) o' (20)

La ecuacidn (15) puede resolverse por el médtodo segui-~

do en 1 para ecuaciones semejantes, obteniéndose 1la solucién

Bg (%) + -—'-I g_ (7)) I_(7A) dr
Ta ft , B n

u_(7A) =

hn(rh) « I_(7A) (21)

Te
| - [ Kn(T,T,K) dr
o

cuya validez requiere que el determinante de Fredholw
D(x2,x) = | - j X (7,7,A) dr (22)
0

no se anule idénticaments.
Congidérese ahora la ecuacidn de los neutrones térmi-

coe. La tranaformeda de Laplace de 1(44b) puede escribirse

en la forma
Lisn, (EN) - (1+ATq) by (zr) + pToq’(z7 A) + ToN(x) = 0 (23)
que con lea ayuda de (8), (13) y el desarrollo

N(e) = 2 N_ S (r) (24)
da la ecuacidn de ls enésima harménics,

Ao r

—(|+K:L:+KTQ)EH(A) + pTy e ¢ u, (7 A) + To Ng = 0 (25)
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(21) y (256) son dos escuacionea simultdneas en u_(7\) y

8 (M), Para obtener la solucién, se hace en (21) = = 7,

y el valor de u_{(7.,A) asi obtenido se substituye en (25)
despejando n_(A). Eata expresién se substituye en (2!) pa-
re obtener la forma expliocits de wu_(7A). Después de algu-

nas manipulaciones algebraicas se obtiene

~28 (T}

_ pT, e [J (M) h, (meA)+D(x )\)I (7 M) ]-+ToN, D (x> M)
n_(A) =-‘“——T""—"““——"—““-“-"—;;r;;‘———“——"‘““ (28)
D(K‘k)[lﬂlet+XTo} - pe hy (7, A)
pe-la(tt)I‘(Ttk)+[|+K:L2+AT0] J(A) + N
ul(fk) = 7] hn(fk) +
D(K:A)[I+giL:+AT¢] —pe“a‘ Tt h_(7,A)
+ II(TK) (27)
en donde se ha hecho
r,
J.(\) = ‘fl"' I g (TA) I_(mA) d7 (28)
0
De (8) y (13) se sigue que
T (@) = I8, uy(m) o)
(29)
nglzh) = 2 8, (c) 8,(A)
vy substituyendo en (4) resulta
ofzr) = T S,(r) egu(M) (30)
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corn

¢, (AN) = -—E—i—- - fk () dp (7) u_ (TA) e*““) dr +
im | +AT, . * d7 n
k
+ ""',;'-,-E-En(h) + Cit} (30a)
Cop = | Cy(x) Su(r) dr (30b)
\'J

de esta manera la transformade de la solucién queda comple-
tamente determinada. Para exhibir la solucidén final hay tan

solo que invertir las ecuaciones (29) y (30). Resulta as{

a9’ (p7t) = 2 5,(r) qp(7t)
ny{rt) =2 8,(z) n,(t) (31)
cy(rt) = 2 5,.(r) ey, (t)

giendo

I ATt~ 3
q,(7t) = 5;;’! 8 #ir) u, (7A) da
Br
n_(t) = . I et n_(A) dA (32)
B 2mi . R :
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2.— La Pila con un hendimiento inicial.

Como una aplicacidén de la teoria general expuesta en
la seccion anterior, eatudiaremos el comportamiento de una
pila cuya operacién se inicia cuando al tiempo t = 0 oocu-
rre un hendimiento en el punto P(ros) en el interior de la
misma. Como resultado del hendimiento se producen en el pup
to P(re), 7(E) neutrones inmediatos de energia E por unji
dad de banda y 7, neutrones latentes del grupo 1. Serd

entonces

n(x E0) = n(E) 8(r—za)
c,(r 0) = m; 8(r-ka) (83)
nt(t 0) =0

puesto que inicialmente no hay neutrones térmicos. Clara-

mente
a(r EQ) = v Z £ E n(E) 3(r~po)
y g(z 7 0) =D nir) 8(r-ro)
de modo que
a’ (7)== 8 (2go)
C,{(r) = ny 3(r—To) (34)
N(x) = ©
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y por (9c¢) ser4

Y, i
M(r 7 A) = - (7) + 5 —-L 2~ s, _ N
p{7) K 1 pl7,)  1aX T, d(T-7¢ )} S(p~ro)
ka(TA
: _Q"i“l *{L~Fo) (35)

t

como puede verse facilmente de (9b). De (13) se obtiene

ko (TXA)

K, (T8} = f Sa{r) ¥(r = \) dr T Sp{Lo) (36)
Vv t

y de (16), previa comparacidn con (17),

Sy (Zo)
f'l'-

I (7\) = h (TA) (37;

En virtud de (19), (20) y (28) puede escribirse

S_ (o) (* =D (x 2A
J o (N) = 7 : I k (7TA) d7r = —"“é”““l S_(ro) (38)
t o t
ademis
Ny =] Saln) N(p) ax =0 (39)

Substituvendo estos valores en (28) y (27) pueden cal-

cularse n_(A) y u_(7A) obteniéndose

pTo *-t\é‘(rt)

-~ €

7 h (T,r) S, (ro)
% —— (40)

-A
D(Kik)[l+x:Li+h Tol - pe olry] h (T M)

n () =
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-?L[|+K:L§+x To) S_(ro) h {7A)

u () = ———meo (41)

D(x2A) [1+x2Liex To) = pe ™' "¢) b (r )
En virtud de (30b) seré
Cin = M SH(EO) (42)

Substituyendo (40), (41) y (42) en (30a), después de
algunas reducciones y transformaciones se llega a la expre-
giodn

~ T.k u, (7A)
C1a(M) 3 lix;i h, (TA) (43)

Reste solesmente invertir la transformacidn: de (41) y
(32) resulta

At

S (Eo) l e Hm("f')\.)
a (rt) = 22— — [ —— a (44)
o ft 2mi 5 an(K)
siendo
B (rA) = e 0 7 h (7a) =
J(7TA) = e o (7A)

"

T K= t) kt(T') ~Atg(r)=a(+')3 ‘
e R , e dr’ +
A p(r')

-x:(r-ri) kit Q-AIo(r}—a(ri}J

44a
+ Tf{f e p(7:) | + AT, ( )
T4
p H_(7,7)
A-[k) = ] - J kK (TTA) dr A L (44Db)
0 l-I-K:L: +A To
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T

Tt v v T ‘
I xal7TA) dT = I dr - I e‘K‘(T T p{t'r) x
o o o

x g rfolr)=6(r")3 k(') dr’' + X e

X
Ti<T
~ACg{r)=6{r, )2 ke y (7)
X p(7,7) e "1 Y. (44¢)
1
Sea
H_(TXA) A4
 (TA) = — e (444d)
. & (A)
el integrando de (44). .
I const. const.
Si A —-?: se ve que H_ on T, y 4, 1A T,

as! que ¢ _(7A) no tiene singularidades cuando |I+A T, = 0,
El integrando tendré4 polos correspondientes a los ceros de

\ (A). Debe pues estudiarse la ecuacidn

AL(N) =0 (45)

que en virtud de (44a) y (44b) puede escribirse bajo la for-~

ma

-AB(Tt] T

p h (T .,)) e v
T + I « (T7TA) dT = | (45a)
| + K‘ L'b + A Tg 0

Este ea la ecuacidn de enhoras. Introduciendo la prg

babilidad de escape a la fuga tdrmice

|
te P+ K: Li ( )
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y utilizando (17) y (18) puede escribirse

r
1 v 2
tr K =7} -ALg{r, )—@{r)?
| +To ltmh !{3 = P(T’Tt) © ¢ k’t('r) dr +
) k
-Kn{'rt"'ri) 'Atﬂ(ft)"ﬁ(fi}J 14 _
+ f e p(Ti,Tt) e Py Ti +
7t vzg T —Kz(T“T’) -ACB{T}‘"afr'lJ
+ dr "'-f)-— I e B p(r'7) e ' k(r'r)dr’ +
o 0 ’
2, - kK, (1)
-k {77, ) -Ato(r)~6(r,)3 =1 _
+'rf<'r' e P(Ti"r) & 14X T, b (47,

As!l como en la ecuacidn critica de la pila estecicra-
ria, se advierte que en la ecuacidn de enhoras aparecer dos
términos, el primero debido a la accidn de los neutrones tér-
micos y el segundo a los neutrones rdpidos. Cabe obgervar
que si se hace A = 0 en (47) se obtiene precisamente 1la

ecuacidn oritica I(80) que corresponde al caso = |. Pa-

k
of
ra cade m hay una ecuacidén de enhoras (47) que tendrd cier-

tas raices Nps (] =1, 2, 3, «oc)e Las cantidades

n 3 x (48 a)

son los periodos de la pila. Los pericdos reales se llaman

crecientes si son positivos, decrecientes si son negativos,

lentos si lwnj' es grande y rdpidos si |WHJ| es pequefo.

Consideremos primero el caso de la pila tdrmica. El

segundo término del primer miembro de (47) es en este caso

un valor correctivo pequeffo en el que puede hacerse A\ = ),
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Simbdlicamente la ecuacidn (47) se puede escribir

1
VA

y considerando que la integral es muy pequefra se puede escri

bir

L, (1 f) €= 14+ T 1\

pero 1a expresidn ) + J con A =0 no es oira cosa que el
factor de utilizacién rd4pida e definido en I ege. (98), -
(104) vy (106). Resulte pues

1 e { }

*te | §

| + Ta ltl?\ (a)

De nuevo, si se hace AN = 0 en esta ecuacidn, se ob~
tendria la condicfdn critica k,, = | con k_, dada por -
I(109). Por continuidad, si (a) deberd tener una raiz posi-
tiva pequefra correspondiente a un perlodo creciente lento,
k., no deberd diferir mucho de la unidad.

Introduciendo las probabilidades de escape a la fuga

rdpida
Lewol7) = °-K:(Tt-7) leas °© °-K:(Tt-fi) (48b)
y las probabilidades de escape a la absorcidn
Po (7) = p (7,7} Py, =P (7,,7,) (49)

de acuerdo con I (108) se puede definir
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Ty

ktfl - 1tl£l J{lflo('r) PQ(T} kt(‘fj dr + % lf.ipikit} (50)

0

1e es la constante efectiva de reproduccidn para la enésima

aarménica. El valor particular de « para*la fundamental

ofm
e8 1la constante de reproduccidn efectiva de la pila.

Bz conveniente introducir la magnitud

kofn A
Kpra = i} ,[ leno(7) Pol7) ky(r) dr + z lpnsPikyy  (B1)
lt.E‘ 0

con cuya ayuda se pueden formar las cantidades

kt(T) kit
o () =

a
nO ni
kprn kprm

(52)

que se llamardn fracciones efectivas de neutrones inmediatos

y retardados, respectivamente. Introduciremos también la

reactiviaad para 1la enésime harmdénioca

kon kntn - |
p. = = —— (53)
- kotn korn

¢uyo valor para la fundamential es la reaciividad de la pila,

y los tiempos de relajamiento

t. (r) = é(r,) =~ 6(7) t., = 6(7r,) - @(r,) (54)

Con a2uxilio de las definiciones anteriores la escua-

cién de enhoras (a) puede escribirse en la forma mis conve-~

niente
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K T,.1
kon - 5 i*emi1Pi%ay e‘ltri . To 1tu N -
ofm 1 .% + Ti kotl
f At (1)
- T
- I (e * ro - }) 1fm°(r) Po (7) amﬂ(f) dr -
o
-At
- f (e ri - 1) 1fnipiali (65)

Para el andlisis de esta expresidén hay que tener pre-
sente que en una pila tipica, los tiempos de generacién T,
de los neutrones retardados se encueniran dentro de una zo-
na que, 8 groso modo, va de 100 a 0.0F seg. El tiempo de
generacidén T, de los neutrones inmediatos es del orden de
10~° seg. v los tiempos de relajamiento del orden de Io'sseg.

Designemos por f_(A) el segundo miembro de (55) y

consideremos su comportamiento para valores reales de A.

Si ‘Kl << »

fn(K) ~ A2 Ti ltnipiani (56a)

T, To
T, 1 p, &
fn(k) N f 1| fuilial (56b)
—}-\--i- Ti
Si A} ~ il pero atn |A] << I '
To L7
T:. 1 P& To 1
£ (K) ~ 2‘_} fnitiml . *n \ (566)
n 4 ‘ k
- 4 T efm
A i



|
t »

0
el segundoc miembro de (55) inciuyendo todos sus términos.

Si AN = + ©

En la zona en que |A| ~

f_(A) estd dada por

To ltm

£, (M) ~ = (56d)
efr

asi que f (A) - + ® linealmente con A. Finalmente si

A > - ©

7
£ (0 ~ - [ el 1 (mpe(r)ag,(7) dr  (56e)
0O

de manera que f_(A) » - ® exponencialmente con A. Es
ademds de notarse que f _(A) tiene singularidades en cada

uno de los valores A = -~ correspondientes a los dis-

L
Ty
tintos tiempos de generacidn retardada. Asi pues, para va-
lores reales de A, f_(A) consiste de 1 + | ramas (ver

Fig. 1) que corren de -® a +%, una & la izquierda de to-

dos los -~ otra a8 la derecha de los mismos y una entre

s
T,

cada par de valores consecutivos de - ksta curva se

1
I, J
asemeja mucho, pero difiere en varios importantes respectos,
de la que resulta considerando la teoria ordinaria’.

Las raicesgs reales de la ecuacidn de enhoras se obtiie-

nen, de la manera usual, trazando en la grafica de £ ()
k

unag recta horizontal & una distancia °f

” del origen.

oefnm

Puesto que segin (50) siempre es k > 0, la posicidn de

ofnm

la recta depende del signo de k__. En cualquier caso habra4

1 + | perlodos reales. Si k, > 0, habrd un periodo posi-

tivo y 1 negativos; si k_, = 0 un periodo es infinito y
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l son negativos; si k,, <0 todos los periodos son nega-

tivos.
Ahora bien, la ecuacidn (10) con la condicidn (10a) de

termina un especiro numerable de valores propios K2 Su-

"
pondremos que ol indice m ha sido escogido de manera de

ordenar los valores propios en sucesion creciente, - -
x: < xf < x: < vee + Ademds utilizaremos la convencidén de

suprimir ei1 indice para todas las cantidades que se refie-
ran & la fundamental. Asf por ejemplo, «o = «x, 1. = 1.,
=l,, k = ko, kK, Tk

efo C ) e ?

De (48 ) y (50) es facil ver que con la convenoidn

1fo etc.

adoptada, k es una funcidn decreciente de m, es decir

ofn

que k_, = k >K sy > K, o0 > ... . Del mismo modo todas

afo
las reactividades k = k

on ofm

tes de m, Si k,, = |, la reactividad de la pila k_  eos

nula, en tanto que todas las restantes k__ serén negati-

vas, oSe sigue que habra un periodo infinito en la fundamep

-] serdn funciones decretien-—

tal (solucidn estacionaria) en tanto que todos los demds
periodos L serdn negativos. Se dice en este caso que la
pile es critica. Si k_, > |, k >0 y hay un periodo

creciente en la fundamental. CGCeneralmente k es tan po-

of
co mayor que la unidad, que todos los restantes k_,  son
menores que uno y por tanto todas las reactividades harmé-
nicas son negativas, En este caso hay un solo periodo cre-
ciente en tanto que todos los demas son negativos: la pila
es supercritica. Finalmente, si k_, < |, todos los perio-
dos, incluida la fundamental, son negativos y la pila es

subcritica.

Nos preguntamos ahora si la ecuacién de enhoras

k
fn (A) = kﬁl (a)
ofm
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tiene raices complejas. Desde luego cabe considerar que si

A es una solucion de (a), A deberd satisfacer la misma

ecuacidn,
- k
f (A) = —== (b)
o k
efnm
y de aqul se sigue gue
£L(N) = £.(X) =0 (c)

Este criterio aplicado a las formas asintéticas (56)
muestra que, en virtud de las diferencias tan considerables
que existen entre los tiempos de generacidn retardada e in-
mediata y los tiempos de relajamiento, £ (A) no tiene mas
que los polos reales anteriormente mencionados ya que, de-
bido a las dichas diferencias es posible dividir el plano
complejo A en anillos circulares eﬁ cada uno de los cua-
les f_(A) est4 representada, con bastante buena aproxima-

cién por las formes asintdéticas (58), ninguna de las cuales

I
—  (55)

ro

admite raices complejas. En la zona en que [A]| ~

se puede expresar con buena aproximacidn como

To 1 t

fn(h) ~ » ta A - I (e‘Xtrn(f’ -1) lflg(T)pg(T)a‘o(T) dr +
oefm 0

v 2 lepyPy%py (561)

que tampoco admite ralces complejas. Supondremos pues que
para los tiempos caracterisiicos que se presentan enm las pi-

las usuales, (55) no tiene mas que raices reales. Volviendo
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entonces a la ecuacidén (44d) cabe observar que en el semiply
no Re A < Q, H‘(rk) aumenta, conforme Re A » - ® pas
lentamente que exp{|A| cos a 6(7,)} siendo a = amp A y que
Antkl tiene un término dominante, el tercero, que aumenta

como exp{|A| cos « e(ft)} de manera que el cociente - - -~

H_(7A) .,
2 ° va a cero si Re A » - o, Se sigue que ¢@_(TA)
B

es regular en la semicircunferencia infinita izquierda y que

el contorno de Bromwich puede deformarse de la manera indica-

da en la Fig.2 asi que la integral (44) se reduce a una suma

sobre los residuos de los polos, todos los cuales son obvia-

l
mente simples. El residuo le del polo h‘J = e gord

ﬂld
el coeficiente de (h-kla)" en el desarrollo de Laurent de
P (TA), o sea
A A=A Apit
R = (}‘_—-h ) E:E:—-)- oxt - —_ﬂ- H‘(ﬁ‘J)ﬂ ‘:
n) 23" A (M) A_(\)
J\-‘-hls h=)\l:
) H,l‘ﬂ\.:) Anyt i H‘(rhlj) dny?
EPTTNITEN o R ——
(dﬁ.‘ ) AL (hyy)
dA M
de modo que
S_{(ro) H_(TA_,) %
q (74) = —2— 3z 22 o"a} (57)
f. J AL (h‘J)
y serd entonces
H o(7A_,) =%
' = ....L .. A o 'IJ
Q' (& 7 t) r, 5 Sp (£} S, (k) RTSN (68)

nj)
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Substituyendo (40) en (33) 8e obtiene

p'fg ' B (. A BAt dA
ORE PRI L X ol SR
‘ ” Br(|+Km LY + A 1) A&_(A\)}
1lt
y recordando qué ———FF————— = —— . _ un andlisis 20
|+x: Li + AT, | +A lutTo
mejante al anterior muestira que
t
lnt Hn(Tt Knj) ;:_

T
2 (%) = 5 Su(xo) 3 (60)
t

. o
(l+hnj l-tTﬁ) ﬁn(hnj)
obteniéndose

To 1, H (v, A_,) =5 .
n (Et) = 5 £ S (£o)S,(5) ———————"3 "2 (g)
t BJ (1+A To) A;(knd)

] Ta

Del mismo modo se demuestra que

o, (rt) = -+ S (£o) S, (r) T L S— ,ifi (62)
3 T f-b Y al\ko /)2 \L (l+>\'lﬂ Ti) 6;(K‘J)

Los términos que contienen periodos decrecientes re-
presentan transitorios cuya vida mecdia es |".3|' Si la pi
la es subceritica todos los términos seran transitorios: oual-
quier proceso de hendimientos iniciado en el resctor se apa-
gard con una vida medta igual a ﬁﬁ!flﬂla'} de manera que
éste no puede mantener una reaccidn en cadena, BSi la pila
es critica hay un tédrmino estdtico y todos los restantes son
transitorios: a un tiempo suficientemente grande, - - -

t > max{lnndl} el reactor se encontrard en estado de
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equilibrio. Por dltimo, en la pila supercritica habrd un
periodo creciente de manera que todos los restantes son trap
sitorios. El comportamiento del reactor para tiempos sufi-
cientemente grandes como para que el efecto de las condicio-~
nes trangitorias haya substancialmente desaparecido, pueds
describirse tomando el primer componente de la fundamental

en (68), (81) y (82). Esta solucidn, que podrfamos llamar
permanente en contraposicidn a los términos transitorios,
aumenta con ¢l tiempo como et/w°1.

Si &,(E) designa la energia producida cuando un neu-
tron de energia E produce un hendimiento y L, . es ed va-
lor correspondiente para un neutrdn térmico, la potencia de

la pila sers

P(t) = I dr I n(x E t) v 2,E, d& + o, (£t) thHE“} (83)

v l'b

que ae puede escribir como
vz,

Ty
P(t) = I dr ! qQ'(r 7 t) "'—D"" p(7) £(7) Er('r) dr +
Y o

n,(rt)
S f.B, (84)

Utilizando (568) y (Bql} se ve que

t/'ﬂnd

P(t) = X S.(ro) Vu(Pay + Pyoy) © (85)

B)

con
v. = | s, dr (658)
A’
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H ('I")\. ) v £
_ a =3 {7)
Pl: - I ’ ‘A ) D‘ p(T) f Ef('r) d‘r (65.’
Q = nJ t
Poay T iyt ma) e (850)
tn] ( nd 1 ,Tp) AL(A J)

cowo la pila es téruwica, puede suponerse P.LJ << Pyay oon le

cual serd aproximadamente

P(t) = I 5,(ka) TPy, AT

: S.(Io) V 1:11'. H (Tf.hl:l) y et/le
a3 (1 + A n3 1a4To) B(A 3)

= pk (68)

Fn una pila supercritice, a tiempos suficientemente
grandes, la potencia se puede expresar aproximadamente por el
primer término de este desarrollo. OSe ve entonces que la po-

t/ﬂoi

tencia aumenta como e Asi pues, para que la pila sea

controlable es necesario que =, sea suficientemente gran-
de, 10 cual, como resulta inmediatamente de la Fig. |, re-
quisere una reactividad positiva pero pequepta. 5i fuera - -
k, ~ f l,,p,a,, 1la reiz positiva de la ecuacién de enhoras
cserla justamente eun l& regidn en que la influencia de los
neutrones inmediatos empieza a4 hacerse sentir. Para valores
menores de k_, la raiz caeria en una regidn en que f,(A)
depende preponderantemente del mecanismo de retardacidn. Se
s3igue gue con el objeto de asegurar un periodo creciente su-
ficientemente largo a modo de que la pila estd controlada

por los neutrones retardados deberd tenerse
K

kof

0 < <2 leyPgay (87)
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que o8 la “condicidn de seguridad’.

Demostraremos ahora que la ecuacion de enhoras (55)
se reduce a la forma usual cuando se hacen las aproximacio-
nes ordinarias. Si el espectro se supone de la forma I(84),
k,(r) estard dada por (88) y k_, por (lll), con € de-
finido por (108). Haciendo

(Plf)pr = (Il = B) po 1,, ¢+ } B.p,l,, (68)
sera
k., = k,l, e (Plf)pr (69)
_ Ker
kpr N 1t€ - kt(Plf)pr (70)
(7) ) i) . P (71)
Ao \ T = - — T=7To ai -
(plf)pr (Plf)pr

e _zﬁiTi e'tril.?_!'_l_}_{_’;_,*Tilt)\_
Kyt _%+ T, (p r)Pr ot
1 A 1,,P
- 'trol_| | - Po_"fo -3 e_tri - | LA B, (72
(e )( ﬁ) (Plf)pr 1 ( ) (plf)Pr i ( )

en tanto que La condicidén de seguridad se puede escribir co-

mo

k Py g4

e, TP BT )
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la cusl, hacierdo

|
(pl,) = 5 T By Py lyy (74)

se transforme en

k, < ————— (75)

Se puede obtener una mayor simplificacidén si1 se des-
preciaen las diferencias entre las energlas correspondientes
& los neutrones inmediatos y retardados. Serd entonces
Po By TPy Llpg T lgy T Ly 8.7 %, %, (Plr)pr = Pl
k,, estard dada por I(112) y la ecuacidn de enhoras se sim-
plifica a

k B, T To 1 To 1 I
e i *1 0 4 -At 0 *¢
=Y =-——— S . r _
k., 1] * ks A+ (e 1} ( ez kat) (7¢)
x T
Cuando = ='§'es muy grande, (78) da
s By Ty
- _ 0.0943
k, = —— - (77)

con una constante independiente de la pila particular. Asasil,
una pila con una reactividad de una enhora tiene 0 2.33,10-?

La condicidn de seguridad a esta aproximacidn es
Kk, < ———— (78)

o sea k. < 7.59x10"°.
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La ecuacidén (50) aplicada a la fundamental (m = )

nos da la k_, de la pila. El segundo miembro, oconsidera-

do como una funcidn @(x’) del valor propio x’, é8 una

funcidén mondtonamente decreciente de estas variable, Para

un vealor propuesto de k, o k,,, la ecuacidn k_, ~ 9(«’)

determina el valor de «- y por tanto las dimensiones de

-

|
la pila que son proporcionales a L == Si k_,, = |,
¢(x?) = | tiene por rafz «° = k5 , =l valor caracterfsti-
co de la pila critica cuyas dimensiones son proporcionales

& la longitud caracteristica Ly = —L-. Si la pila es su-

Ko
percritica, es decir, si k, >0 6 k,, > |, debido al

caracter mondétonamente decreciente de tha) la raiz de

9(&2) = k,p, 8eré x? < xg

de' donde 88 infiere que L > L,,
lo cual implica que las dimensiones de la pila deberédn ser
mayores que las correspondientes a la pila critica, Del mis-
mo modo se demuestra que una pile sub-critica con k_ < 0

¢ k,, < | deberd tener k2 > xg ¢ L <Lg y es por tanto

mas poqueffa que la pila critica.

3.~ La Pila con un ndmero arbitrario de hendimientos ini-

ciales.

El comportamiento de un reactor cuya operacidn se ini-
cia no con uno,: sino con cualquisr némero de hendimientos
iniciales puede obtenerse fdcilmente de los resultados de la
seccién anterior aprovechando la circunstancia de que las
ecuaciones integrodiferenciales de la pila, son lineales.

S{ se supone pues que al tiempo t = 0 ocurren varios hen-
dimientos en los puntos pru (= 1,2,3, ...), la solucidn

serd meramente la suma de las soluciones obtenidas previe-
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mentel para Fo -~ L1, L2, L8, <se¢ o A"i-l de (58)l (el) y
(62) se obtiene

T 1 £ H (Tt ) T
t) =— I S S_(p) ———2- % A 7ml
nt(E ) ft plj ‘(D) ‘(I) (""R-J l‘tTo) A;()t‘:) e (79)
JO R

_ b
o, (pt) = T uis Sg(ks) s.(x)(|+k'= T,) AR,

Ls potencia desarrollada por la pila serd

P(t) = I S,(ks) Vo (Byy + Pypy) @/ 7n3 (80)
pm 3

Es obvio que la efeotividad de un hendimiento pars ha-
cer marchar ls pila depende considerablemente de la posicidn
en que ocurre. Un hendimiento imicial en el punto . no
podrd excitar aquellas harmdnicas que tengan un nodo en . .

En cualquier oaso la ampplitud de la excitacidn es proporoio-

nal a S_{(ra).

4.~ Pila Epitérmica.
El comportamiento dindmico de la pila epitérmica no

es esencialmente diferente al de la pila térmicea, por lo me-
mos on lo que se refiere a la reactividad, La constante de

reproduccidén efectiva estd dada por I(I18) y la ecuacidn de
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enhoras por (47). AdemAs de las definiciones (48) y (49)

o8 conveniente introducir las funciones

-K:(T‘T') nK:(T-Ti}

ltol(T',T) = @ lti.(r) = @

Po(r',7) = p(7', 1) p,(7) = p(7,,7) (381)

t__(7',7) = 6(r) - 6(71") t,(7) = 6(7) ~ 6(7,)

ro

de modo que

Ty
kofl B 111'- {I 1tn-(T) Po (T) kt(f) dr + f’ltnipikit} +
0
£ T
vi
+ Id'r —D_i {f dr' 1, (7'.7) pa(7’,7) k(r',7) «
o
b Laal) B () ) (82)
Introduciendo las magnitudes
(7) = 1tn kt(T) o ltl klt
o T ——— = ees—————
e ofn i kotl
) (83)
: (7)
k(r', 1) I |
« (7', 7) = —/— ayq(7) =
e kott md kof:

Despuéds de alguna manipuvlac.on algebraica, la ecua-

cién de enhoras puede escribirse en 1la sigulente forma:

e“tr1A .

ltnipia:i
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vi
+ (' + TO lt.h) I ltli('r) pi(‘T) uni(-r) B--)-t 1(f) D dr +

L ]

v A
00 ([ Leaalr'n) polrim)g trinar +
o

O‘-———\*]H-

I
L g

‘r£<'r lfi(‘r) pi("') ani('r) )}

i

+

Ty

- I (e'ltrotf) _|) 1fon(T) Po(f) alo(T) dr =
o

= f (6 "7t =1) 1,0 Py agy -

T

vz A ’

- }

- (|+T01tk) I —D—.ﬂf {I At (v’ -1) lfm(""‘”Po("'"")ﬂ.b(f'T) dr® +
o

¢ s (el Ly 1 () by () a.i(-r)] (84)

T4<T
Llamando de nuevo £f_(A) 1la funcidén que aparece en ol
segundo miembro de esta ecuacidén se observa que si |A|<<T,

T v
£ (A) ~ A 2 Ty (lensPyyy? I lens(7) Pylr) agy(r) ""'""d"" ) (658}

i

|
T, " vI_
£ (A) ~ E ' Lo sPyt 4 [ foas(T) Pi("')“ni("')m d-r}(%b)
-— 4+ T o
'Y i

Se observa que el efecto de los neutrones rdpidos se
manifiesta en 1la alteracidédn de los valores numéricos de los

coeficientes de estas ecuaciones y no en la estructura fun-
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cional de las mismas. Para valores reales y muy pequeffos de
A, f_(A) varia linealmente con A en tanto que para va-
lores un poco mas grandes aparece ya la estructura tipica
consistente en varias ramas separadas. FEl comportamiento de
f_(7) para valores mayores de A depende en gran parte de
las relaciones de magnitud que existan entre el tiempo de gde

neracién inmediata Ty, y los tiempos de relajamiento. Kl

tiempo de relajamiento tiene por valor

E

° dE ln(EO/Et)

tro=e(Tt)=I IE'T-"'": R
5, vag v £

|
y siendo Ty = , en orden de magnitud sera
vtzat
T, v "B, 3 £

Hemos dicho que la pila térmica se caracieriza por

2
le condicidédn —2 << | , cuya condicidén implica, segdn la

2
ecuacidén anterior, que en esta pila serd t_. << T,. En
2
una pile epitérmica, sin embargo, —= 'no necesita ser muy
2£

pequeffo y cabe pensar que llegara a ser del orden de uno.
En tal caso seria t_ _ ~ T, de suerte que los tiempos de
generacién inmediata y de relajamiento entrarian en juego
cagi simultdneamente. En cuaiquier caso, por un argumento
semejante al que fue empleado en el caso de la pila térmica

se concluye que la condicidn de seguridad para el caso epi-

térmico es

0 <

k, K v
- < S (Lyypguy ¢ | Log(7) Byl7) ay(r)

Ty

d7) (86)
ef
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Un anAlisis detallado del comportamiento de un reac-
tor epitérmico 86lo es posible cuando se conoce en detalle
el curso de las secciones con la energia y sus valores re-
lativos. Por lo pronto nos limitaremos a sekalar dos carac—
teristicas que se infieren directamente de las ecuaciones
generales establecidas: la ecuacidn (85} muestra que, a iguel
dad de flujo térmico, la pila epitérmica desarrolla mas po-
tencia que la pila térmica y I(118) muestra que el tamado

critico de la primera es menor que el de esta dltima.

Supongamos ahora que la absorcién de neutrones es tan

intensa que éstos no llegan a establecer equilibrio térmico
con el material de la pila. Podemos hacer p = 0, n (rt) =0
en nuestras ecuaciones fundamentales I{44) obteniendo asi

el sistema de ecuaciones que describe el comportamiento de un
reactor que trabaja tan solo con neutrones répidos. Kesul-

ta de este modo,

| 3q'(e T t) _ , °q’'(r 7 t)
D~ ot fa(x 7 ) o7
T‘h %
k{r7r') dp(7') ‘ ¢, (rt)
- , ‘(7' t; dv' ¢+ 2 ——— &(71,) 87a
l p(T) ar’ 1 ( / 1 T,p(7,) 4 (87a)
3c, (rt) A dp (7*) e, (rt)
= 'at o T = £ ki(T ) d‘rr q (I: T t) d’r - Ti (B?b)

que deben resolverse con las condiciones

A) [q'(x 7 t))gqs = [e,(2t))gr = O
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B) 9'(e 7 0) =Q'(x 7)

e, (r 0) = C,(x) dadas
C) a'(z 0 t) =0

Estas ecuaciones pueden resolverse por el mismo méto-
do que se siguidéd en la primera seccidén, Se encuentra el
transformado de Laplace y se subgtituyen las 3@(; A} en la
ecuacién de los neutrones répidos obteniéndose una expresién
que es idéntica a (5) con n.(r A) = 0. Se efecttian luego
las substituciones (8) y (7) obteniéndose para u (r = A)
una scuacidn integrodiferencial que resulta de (9) haciendo
Et(l A) = 0. Se emplea entonces el desarrollo (13) con el
resultado de que u_(7A), que también en este ocaso debe

cunplir la condicién (i14a), debe ser una solucidn de la ecua-

cién integral (i15) con E‘(h) = 0. HResolviendo esta ecua-
cién (para lo cual basta hacer n_(A) = 0 en (21)) se ob-
tiene
AL
uI(T ) D(K:R) hl (TA‘) + I‘ (TA') (88)

en donde J_(A}, D{(xix), h_{rA) e I_{(7x) sor las funcio-
nes definidas por (28), (22), (17) y (18) respectivamente.

La solucidn es ahora

qa(z r t) = E S.(_]_!f) qn('rt)

Q
oo
—,
i~
o
Tt
]

2 S,(x) o4, (%)

con qu{7t) y cix(t) dadas por (32).
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Considerando el caso discutido en la seccidn 2 al que
corresponden las condiciones iniciales (33), substituyendo
(37) v (38) en (88) se obtiene

A =
(7A) f, D (x2n) (90)
en tanto que de (43) resulte
5, () = —afel Zafas Dalmh) (91)
C - T - ___—-_—_'T"""
im £, (1+x T,) D(x_A)
obteniéndose asi
At
S . (Lo) | C Hy (7\)
- m o »
4a(74) £, 2ni I D (K:h) ar
BI‘
(92)
3t
S (Eo) | T, k;o ° H_(7A)
cyp(t) = “I“'——Q—“dk
. t, 2ni 3 (1+A ;) D (k)

que describen completamente la solucidn.

Se reconoce de inmediato que H_(7\) es la misma fup
cién definida en (448) y que D(K:k) es el valor particular
de A (M) en (44b) cuando p = 0. La ecuacidn de enhoras

(45) se reduce ahora a

D(x2\) =0 (93)

que puede escribirse bajo la forms

'T

7 [}
dr “"—“{J lfom(f TYpo(T'T)e "Atrolri7) k(r'7)dr’ +
0

O
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Xt _,{7) K (T)
' Tz<T lfin(T) pi(r) S ik t q} = |
. |

e T1 (94)
Como en este caso
Tt vza T
k.fn = J dr D j lfDn(T'T) Po(T'7) k(7'7) d7*' +
0 0
+ Tf<7 lfin(T) Pi(f) ki(T)}' (95)

utilizando (83) se demuestira fdcilmente que la reactividad
tiene por valor

X ! o v

- - > & A

Pn - ﬁn_ — 2 j lfin('r) pi(T)ani(T)e tri("'} a d—,-....
kef.n | .._I._ T D
v T 41 Ty

T T
t v2 '

I RTAP {I (6-*50 7 T 1) 1, (rimipg (rir) e (rr)dr +
> 0

At _ (7]

+ Z< (e ri'” -1) lfil(T)pi(T)ami(T)} (908)

T, <T ,

El comportamiento de la funcién f‘{k) que aparece

en el segundo miembro de (98) para valores reales de A,

o8
bien distinto al de los casos anteriores. Si [A]| << 1
i
i v,
fn(k) ~ A f I 1f1n(7)P1(T)a.1(7) D dr (97a)
£
I
En 1la regidén en que |A]| ~ EL pero |A] <« :
4
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lestar la atencién del lector con llamadsas bibliograficas re
ferentes a nociones y definiciones de un caracter tan funda-
mental dentro de la especialidad, que no podrlan dejar de

ser vien conocidas por el mismo.
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