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RESUMEN

In the present paper, the first of a series, we discuss
the time-dependent description of the many level scatitering.
The interaction i1s assumed to take place through the form-
ation of a compound nucleus, aoand the description is given in
an appropiate Fock space. In particular we derive in this
paper the Hamiltonian of the problem and give the quantum
mechanical representatior of the potential, this potential

having no classical analog.
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El trabajo completo aparecerd publicado en varias partes.
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I. Introduccién,

La intencidn del presente trabajo es discutir deta-
lladamente el proceso de la dispersidn de una particula por
otra y la desintegracidn de un ndcleo compuesto en dos par-
ticulas y, finalmente, estudiar los efectos transitorios en
la corriente diapersada y desintegrada respectivamente.

Suponiendo que la dispersién de la particula a por
la particula A se lleva a cabo mediante la formacién de
una particula C la cual puede encontrarse en diferentes

niveles de energf{a, el proceso puede representarse esquemé-

ticamente por

a+A."’C|, 02,1111 c "a+A s (l)

en que C;, Ca,..., Cn, representan los diferentes niveles

de energia en los cuales puede encontrarse la particula C.
En el caso de desintegracidén, en que originalmente
ge tiene la particula compuesta C en alguno de sus nive-

les de energia, el proceso es representado por
CI, CE#"'# cn"’a"‘A ’ (2)

Con el objeto de resolver el problema dentro del for
malismo de la mecdnica cudntica, se establece una funcidn
de onda que describa convenientemente el sistema formado
por las particulas a y A o por el nidcleo compuesto C.
A continuacidn se establecen las ecuaciones dindmicas que
rigen al proceso por medio de condiciones a la frontera, 1la

cual estd formada por la superficie que limita al ndeleo



compuesto (. Estas scuaciones substituyen a las que se ob-
tendrian asi la interaccidn entre las dos particulas se lle-
vara a cabo mediante un potencial.

Utilizando los métodos usuales de la mecdnica cudnti-
ca se puede establecer una representacidén del hamiltoniano
del sistema y de éste deducir la representacidén del poten-
cial asociado a la interaccidn, el cual no tiene andlogo cli
sico.

Después de obtenidas las soluciones se discuten sus
caracteristicas, las cuales estan intimamente ligadas con la
posicién de los polos de la matriz S asociada al proceso,

Se discuten posteriormente las caracteristicas que
presenta la corriente de particulas dispersadas o desinte-
gradas en funcién del tiempo.

Puesto que el andlisis anterior se ha hecho cuando el
momento angular relativo entre las particulas a y A es
igual a cero, se discute finalmente la generalizacién de

este formalismo cuando el momento angular es arbitrario.

II. Notacidn.

El sizstema formado por las particulas a y A pue-
de encontrarse en cualquiera de las n + | etapas siguien-
tes: en la etapa cero, cuando el sistema aparece en forma
de dos particulas separadas a y A; en la etapa i(i=l,...,n),
cuando aparece formando sl ndcleo compuesto C;. Cada una
de estas etapas se describira por una funcion de onda:
es la funcidn de onda que describe la etapa cero y Yy, la
que describe a la etapa 1.



Si se utiliza el sistema centro de masa de las parti-
culas a y A, la funcién ¢, dependerd del vector r de
pcsicion relativa de las particulas y del tiempo t, y las
demds funciones v, dependeréh solamente del tiempo.

En esta forma el sistema quedard completamente descryi
to por las n « ¥ funciones de onds

bo(T,t), vi(t), e, ¥ (8), (3)

con las cuales se puede construir la funcién de Fock del aip

tema

Yo (T, t)
gy (t)

(3a)
Yo (t)

La interpretacién que se da a las componentes de (3a)
8s la siguiente: ¢§(F,t)¢o(F,t)d? representa 1la probabili-
dad de encontrar, al tiempo t, a la particula a con rela-
cion a A en la vecindad dr del punto T, ¥y w:(t)¢i(t)
es la probabilidad de encontrar al sistema en forma de la
particula compuesta C, al tiempo t. La probabilidad de
encontrar al aistema en cualquiera de sus etapas debe ser

una constante y estd dada por

P(t) = (1,9) = [ yi(T.thoo(r, )dF + 2 y¥(t)y,(t).  (4)
j=1

120



La funcidr (3a) que describa el proceso (|) deserito
en la introduccidn,se denotard por ¥,(r,t), y la que des-
criba el proceso (2) por 9¥g(r,t). Mientras no se indique
lo contrario, la funcidn V¥(r,t) describira ambos procesos.

Con el objeto de simplificar el andlisis que sigue,
es conveniente representar estados del tipo (3a) en la no-
tacién bra y ket de Dirac. Con este objeto se introdu-
ce una observable que toma los valores 0,1!,...,n, que in-
dica la etapa en la cual se encuentra el sistema., Estados
de la forma (1) o (2) estardn dados por un ket |> cuya re-

presentacién est4d dada por el vector

< 0Or| >
< 1| >

|> = _ (5)
< n l >

La aparicidén de r en la componente < Or| > de (5),
indica que la etapa cero del sistema estd dada en la repre~

sentacién de configuracién relativa.
El estado bra < | correspondiente a (5) estard re-

presentado por el vectlor
< | =0L<lor >l >..<|n> , (5a)

En adelante se omitirad el indice cero en < Qr] poO—
niérdose simplemente <pr|, sin introducir ninguna confusidn,

El producto escalar de los estados < P| y |2 > se

define como:
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< PlQ > = I < Plr > dr < rlQ > + & < P{j >< jiQ@ > , (8)

Si en vez de describir el procesoc en la representa-
cién de configuracidén relativa se le quiere describir en la

representacién de momento bastarid iransformar solamente la

primera componente de (5) de una representacién a otra que-
dando las deméds componentes sin alterarse pues representan

& una particula que estd sn reposo.

La transformacidén antes mencionada se lleva a ocabo

mnediante la funoién':

<klr > = <7plk >¥ = (2':'.~')""'3/2 o ik 3 (7)
donde k es el momento relativo entre las dos particulas.

En esta forma, en la representacidén momental, el ket
(5) est4 dado por:

< k| >
< || >

‘ = : (8)
< nfl > < n| >

Cualquier operador lineal F que sctds sobre un es-

tado de Fook .(6), estd dado, en la representacidén momentsl,

por la matriz
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< klPlk* > ... < kl|PFln >

< ||Plk* > ... < ||Pln >
& B & b & & . (9)

< nlFlk’' > ... < plFjin >

¢ g
1

El ket base |k’ > representa un estado en el cual

las dos particulas se mueven con momento relativo k’, y el

ket base |i > representa el estaao correspondiente al nd-

cleo C,. Estos estan dados por:

3 (k-k') 0
0 31]
k> = ) , 11> = R (10)
0 sin

i=1,2,...,n .

De (10) se pueden deducir los bras base en la repre-

sentacidén momental. Los kets base en la representacién de
configuracién relativa eatdn dados por

$(r-r’) 0
0 5,
T > = : > = | (10a)
0 311
i =1,2,...,n.
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El operador unidad ] en el espacio de Fock estd da-
do por (9) poniendo F = |.

donde I_ es la matriz idéntica n X n.
Todos los estados representados hasta ahora han sido
estacionarios. Para indicar estados dependientes del tiem-

po se hara por medio del ket |{Pt > tal que |PO > = |P >,

ITI. BEcuaciones Dindmicas del Sistema.

Suponiendo que las particulas a y A no tienen
espin, para r # 0 la funcién y,(r,t) debe satisfacer la
ecuacién de Schrodinger para particuia libre,

donde m_ y m, son las masas de las particulas a y A

respectivamente, ¢ la velocidad de la luz ¥y

m, m,

TN (12a)
a A

—
—

m

es la masa reducida del sistema.
Las demds componentes del estado (3a), suponiendo
que no hay interaccidén entre las diferentes etapas 1

(L = |,se.,n), deben satisfacer las siguientes ecuaciones:



¢1(t1

] 3
M 0%y, (1) = 18 — , (1 = 1,...,n) (13)

puesto que los nticleos C, estdn en reposo. Por N, se
ha designado la masa de la particula compuesta C,.

Tanto en la ecuscidn (12) como en la (i3) el operador

9
ih — es el operador de energia total.

at
Puesto que la probabilidad de encontrar al sistema en

cualquiera de sus etapas debe ser una constante, se debe te-

ner

dP(t)
it = 0 9 (14)

donde el valor de P(t) estd dado por (4).
Siguiendo un razonamiento andlogo, expuesto en una
publicacién anterior®, y utilizando el sistema natural de

unidades 4 = ¢ = u = |, se obtienen las siguientes ecua-

ciones dindmicas del sistema:

_ o (r, t)
- 3 Vz%(r,t) = 1 ——%"{““—“ para r 0 , (l53.)
(r‘ﬁﬂ)r:o - jgi COJ""J 2 (‘5‘3)
3'»"1 ~ ory,
- i -yl B, ¢, = 2nC,_ ( ""é?)r_o. (15¢)

Si |Qt > representa, en la notacién de Dirsc, el
estado (3a) del sistema, las ecuaciones (|5) se pueden po-

nar en la forma:
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- < rlQt > -
-irv’<r|0t>=i--—-—£—l———-— para r ¥ 0, (i6a)

3t
— n
(r < rjQt >) _, = 3.-2.-1 Coy< jlat >,  (18b)
3 < ilat > _ or< rlat>
-1 5 —— + B, < 1]Qt > = 27 C, e ) flee)
i=1,2,...,n.

Las ecuaciones (15) o {18) determinan el comportamiep

to del sistema en el tiempo.
%

IV. Representacién del Hamiltoniano y de la energia poiencisal.

El problema ha sido resuelto por medio de ecuaciones
que expresan condiciones a la frontera, Es posible, sin em-
bargo, encontrar la representacién del Hamiltoniano y de la
energia potencial asociados al sistema con el auxilio de las

scuaciones (15).
Se define el Hamiltoniano H como.un operador lineal

en el espacio de Fock tal que:

djQt > )

i (T = HiQt > . (17)

La componente de (17) con respecto a un bra < P|

constante y arbitrario estd4 dado por:

) = < P|H|Qt > . (17a)
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donde la componente < P|r > de < P| es acotada en r = 0
y tiende a cero cuando r -+ @,

Utilizando {(68) y excluyendo el origen de la integral
con respecto al volumen, por las ecuaciones (18a) y (i6c) el

miembro izquierdo de (17a) adquiere la forma siguiente:

or < rlQt >
x — - ] ﬁb
or )r=0] (17b)

Aplicando el teorema de Green a la integral gue apa-
rece en (17b), suponiendo que r < r|Qt > sea finito en el
origen, puesto que < r|Qt > se anula cuando r - ®, el va-

lor de la integral estéd dado por:

) I (V¥ < PlT >} < rlQt > dr + 2n 3% IS riQt >] (17¢)

Con el auxilio de (17¢c) y de (1€b) La ecuscidn (17b)
queda finalmente como

; d< PlQt > j 3 k2 < Plk > < k|at > dk -
dt
or< Plr > 3r< rlQt > .
~am 151 [CD: — °or — < j'Qt >t cjo< P|j or ]r._:o
n
R 321 < Plj > EJ < jlat > = < PlH|Qt > , (18}

donde 1la integral que aparece en (!7c) se ha expresado en
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la representacion momental.
De (18) es fdcil ver que el operador H es hermitia-

ne, esto es:

< PIH|Qt >* = < Qt|H|P > . (19)

Los operadores H, L, v Ez son constantes de movi-

v

miento y se puede demostrsr que comnmutan entre si®,

El operador L, es el asociado a la i-ésima compopen-

te del momento angular relativo L. En la representacidn de

momento relativo estd dado por

- 1 6131 kj "é*i-[-; S(R' - k') 0,
Ei - (20)
0 0

donde €y 57 ©8 un operador antisimétrico que es distinto
de cero solamente cuando 1jl es una permutacidn de los-nd-

meros |,2,3, teniendo un valor +! cuando la permutacidn

es par y -~| cuando es impar.

El operador L° estd dado por:

A

3
L2= r°4
~ERC S P (21)

Hay que demostirar que los operadores

H, Ls , L° . (22)

.

forman un conjunto completo de observables que conmutan en-

tre si. FEn tal caso cualquier estado de Fock puede desa-
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rrollarse en términos de los estados propios simultédneos de

éste conjunto.
Poniendo en (18)

<Pl =<rl=[8r-r')0 ... 01,
gse obtiene:

-— n —
<TlElat > = - # VT <Flaw > - 27 3 Cy< jlat > 3(F). (23a)

Por otra parte si
<Pl =<1] =108, ... 8]

la expresién (18) queda:

, 3r< rlQt >

< i|ElQt > = - 2n C_, 5

) + E,<ilat >, (23b)
r=0

Designando por |Elm > el estado propic simulténeo

de las constantes de movimiento H , L? y Ls con los va-

" ¥

lores propios E,1(l+l) y m respectivamente se tiene, de
(23), lo siguiente:

-4 V2 <T|Elm>-2r I C_, <jiElm> 8(T) = E< F|Elm >, (24a)
j=1 ©3 '

ar< rl|Elm >

-2r C_, o )r=0+ E, < i|Elm > =
= B < {|Elm > , (24b)
y L® < T|Elm > = 1(1+1) < r|Elm > , (240)
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Ls < rlElm > = m < r|Elm > . (244)

La solucién que satisface (24a,c,d) cuando r # 0 es-

t4 dada por:

< rlBlm > = [31- jl(kr) + by nl(kr)] P; (cogf) 31'7, (25)

donde k eos el numero de onda relativo y estd relacionado
con la energia por 3 k® = E.

Puesto que n,(kr) tiene una singularidad de orden
1l+1, la cual es demasiado alta para satisfacér (24a) para
r = 0, se debe tener que para 1 # 0, b, = 0. La expre-

sién (25) adquiere la forma:
<r |Elm > = a,  Jj,(kr) P; (cosb) 31‘?_ (25a)
Por (24b) se tiene inmediatamente que:
<ilElm > = 0 i = 1,...,n. (25b)

o sea, que 8i las dos particulas a y A tienen un momen-
to angular relativo mayor gque cero, no es posible que inter-
acclonen.

Cuando 1 = 0 1la expresidén (25) tiene la forma:

< rlBOO > = 890 Jjo(kr) + byo n,(kr) . (26a)

Substituyendo (28a) en (24a) para 1, m = 0, y te-

niendo en cuenta que

v =-41T8(;)’

I
r
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8¢ obtiene:

[r < Tr|EoO0 > - 3

H pMB

1 Coy < j1BOO >1 &(r) = 0 . (26b)

Para que sea vidlida la relacidn (28b) es necesario

que:
(r < rlE00 >)__, = 3% Coy < ilBOO >,  (26c)

Substituyendo (24b) en (28c) se tiene finalmente

_ ar < rIEoo >
(I‘ < I‘lEOO >)r=0 - E} < )r“O ' (26d)
donde
n 27 (C2
R(E) = 3, = o3 (28e)
=1 E, - E

es una R de Wigner4.
Las relaciones (24b), (28a) y (28d) determinan las
componentes del ket propio |E0Q > :

< r|EO0 > = apq(k) [jol(kr) - k R(k®) no(kr)l |, (27a)

2 R(k®)
3 C,,

< jIEO0 > = agq(k) % (27b)

Se ha demostrado, entonces, que el conjunto de cons-

tantes de movimiento (22) forma un conjunto completo de ob-

servables, puesto que los kets propios simultédneos a ellos

han sido determinados hasta un factor multiplicativo ago (k).
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Este factor puede determinarse por la condicidén de normali~

zacidn
<CE'L'm'IB"1"m" > = S5(B'-B") 8,000 8 4w

Poniendo 1’ = 1" = (0 s8e tiene:

I

< B'001E*00 > = | < FIE‘00 »* < F|IE*00 > 4F +

=

+ 2 < 1IB%00 > < §|E*00 > = 5(B'~ B*) ,  (28)

Substituyendo las expresiones (27) en (28) se obtiene
el factor de normalizacién. (véase apéndice)

Boo (k') = Lo |

, 9
on®  1-1 k'R(k'?) (29)

Con la ayuda de (27) y (29) se puede obtener la re-
presentacién de la energia potencial en la representacién ha~
miltoriano-momento angular.

Por analogia en el caso clidsico se tiene que:

< P|Hj@ > = <P|4 P?lQ > + < P[V|Q > , (30)

donde % P*? representa a la energia cinéticay V a la po-
tencial, siendo <P} y |Q > un bra y un ket arbitrarios

y constantes.
Haciendo <P|] =< E'1'a‘’l v @ >=| E"1l"'m” > ,

puesto que

< Egl;m:‘ * P2 ‘:lll.l » = I i_ k2< Erllmlrﬁ' > ,('E'Eul#mn > d'i' ,
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por (!8) se obtiene la representacidr del potencial.

ar< E'1'm’lr >
€ E‘'l'm’'|VIE"1"m"” > = - 27 3 [Coj b lmm T < jIE"l"m" >4
J= 31‘
., or < r|E*1°m" >
+CM<Elm|j>"‘f 3 ""]+
r=0
+ 3§1 < E'l'm’'lj > EJ < JIE"1l"m" > (31)

Es f4cil ver que si 1 70 6 1" # 0 o ambas 1°,
1* £ 0

< Elllmlrerllnmn > = 0 . (3'3)

Entonces no hay interaccidn cuando el momento anguler

relativo es distinto de cero, lo cual ya se habfa encontra-

do en (25b).
Cuando 1’ = 1" = 0, la representacidn del potencial

estd dada por
Vik'k” k** R(k'®)-k‘'? R(k"?)

< B'00|V]E°00 > = ——T 2 —
QONTIEI00 > = L o) ot w'R(EM) (11 k"R(cD)

*(31b)

El potencial tiene una representacidén no diagonal.

Con el objeto de comparar la expresién (SIb) con la
representacién del potencial que se obtendria si la disper-
8idn ge llevara a cabo mediante un pozo rectangular de po-
tencial, de alcance a y de profundidad -|V,|, supéngase
que u(k,r) es la funcién que describe la dispersidr para

msomento angular cero de la particula a por el dispersor
Al
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La funcion R(kz) de Wigner® asociada a sste pozo de

potencial esté& dade por

E(kz) I _ __tan /(ki*'_]fgm a_'__,____

e
li— o Y i =i

d —
-EI—; log r U(k,r) /_1-[2 . kg a

1

hMa
DI
o

- _, (32)

donde 3 k§ = [Vol.

La representacidn del potencial estard dadas por:

< E'00|VIE“00 > = J u(k’,r)* V u(k*,r) r? dr =

0

1'-x")e kK" R(k'®) ~ R(k"®%) (33)
mk'*k"®)  (I1+1 k'B(k'®)) (1~ k"R(k"*))

= “2'?0[ e

Las expresiones (31) y (33) son muy semejantes en
cuanto a forma, pero difieren esencialmente en cuanto a la
expresidén que se tiene para la funcién R de Wigner: en el
primer caso €s una serie con un ndmero finito de términos y
en segundo caso una serie con un ndmero infinito de térmi-
nos,

Por otra parte los polos de la funcién R de Wigner
estidn determinados al dar la profundidad y anchura del po-
z0 de potencial como lo muestra la ecuacién (32). Cuando
no sSe utiliza el concepto de potencial para describir la in-
teraccidon entonces estos polos pueden elegirse arbitrarijia-
mente, con la condici¢n que estos sean reales, como se pue-

de observar en la ecuacidén (28e), en la cual hay n cons-
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tantes a determinar.

Apéndice,

Calculo de la constente de normalizacidén a5 (k)

Substituyendo (27) en (28) y teniendo en cuente que:

J‘ jo(k'r) jo(k"r) r® dr = J no(k'r) no(k"r) r® dr =

o

ri

i

!

2

jolk'r) no(k*r) r* dr = -~ — -
4[0 0 o kn(klz__kﬂz) J

se obtiene que:

om*

T laoo | ® [1+k"?R(k"*)R(k'?)15(E'~E").

< B'001E"00 > =

De aqul resulta inmedistasmente que

8o (K) ://(:Eﬂ.‘- ' -
o7 or2  1-i k R(k°)

REFERENCIAS.

|, P.A,M, Dirac, Quantur Mechanics (Claredon Press,

Oxford, 1947) tercera edicién, p.97.

1ED



m &~ W M

M.¥oskirsky,

Phys.Rev., 81, 347 (1951).

idem,, Phys.Rev.,, 84, 533 (1951).

E.P. Wigner,

J.M.Lozano,

Avn.of Math., 53, 28, (1951).
Rev.Mex.Fis., II, 1565 (1953).

| 36



	rev: 


