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RESUNEN

In the present paper., we oamalyse the effect that the
vibration of the crystal lattice Mas om the desffroction of
the nentrons incident spon it. Following the dynamical
procedure developed by Vom Lame for the corresponding elec-
tromagretic problem, we divide the analysis into two parts.
In the first one, we discuss the scottering of nestroms by
0 vibrating nucleus with the help of a time-dependent
generalization of Fermi's eguivalent potential. In the
second, we discuss the superposition of the scattered waves
from oll)l the vibroting muciles sn the lattsce, and odiain
the differentsol cross ssctiong for elestic ond inelastic

scattering by the vibrating crystal. Under certain sssumjp-
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tions, the scattering of neutrons and of electrowagnetic
radiation by a vibrating particle, show the resemdblance that

was predicted intuitively from the phenomenon of diffraction

tn time.

I. INTRODUCCION.

Bl efecto que la vibracién de una malla cristalina
produce sobre la difraccién de un haz electromagnético o de
neutrones, es de considerable interés particularmente por
su 1mportancia para el caso de vibraciones térmicas. kn el
caso electromagnético el efecto de la vibracion de la malla
ha sido analizado desde dos puntos de vista distintos. En
el primero de ellos, que pudiéramos llamar estacionario ',
la malla cristalina vibrante se representa por un sistema
de osciladores, y se considera la interaccioén elastica e
inelastica entre este sistema de osciladores y la onda elec~-
tromagnética. En el segundo punto de vista, que pudiédramos
llamar dindmico>’, se analiza el efecto que la vibraciodn de
un Atomo tiene sobre la dispersidén de la onda electromagné-
tica que sobre é1 incide, y posteriormente Se considera el
efecto combinado de estos dtomus en vibracién cuando estén
colocados en una malla cristelina. Los dos puntos de vista

llevan a las mismas conclusiones para los efectos que tienen

las vibraciones térmicas sobre la difraccién producida por

el cristal'’?.

El punto de viste estacionario desarrollado para la
difraccién de radiacidn eleotromagnética', ha sido generali-

zado por Weinstock>’* al caso de difraccién de neutrones por
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cristeles en vibracién térmica.

kn el presente trabajo desarrollaremos con ayuda del
concepto del potencial equivalente de Fermi®, una descrip-
cién dindmica de la difraccién de neutrones por un ceristal
ep vipraciénm. Supondremos que la vibracién es producida por
una onda eldstica plana de frecuencia o que se propaga por
el cristal. Nuestro andlisis serd vdlido siempre que la sec
cidén de dispersidén para neutrones de los nucleos no varie my
obo cuando la energia E de neutrdén aumente (disminuya) por
absorcién (emisién) de varios fonones de energfa %w. Tal

oosa sucede para neutrones térmicos®

que interaccionan con
lag vibraciones térmicas del cristal, o para neutrones de
ouslquier energfa fuera de resonancia si #e << E. El segup
do caso presenta analogias con el problema electromagnético
que indicaremos en este trabajo.

Antes de entrar en detalles sobre la dispersidn de un
neutrdén por un nficleo en vibracidn, repasaremos brevemente
el efecto que produce la vibracién de un a4tomo sobre la dis-
persién de una onda electromagnéticaz, Yy veremosg cCOmoO con
ayuda del fendmeno de difraccién en el tiempo que hemos ana-
lizado en un trabajo anterior’, es posible intuir las carac-
teristicas del efecto de la vibracién del ndcleo sobre la

dispersién de neutrones,

Von Laue® entre otros, ha analizado desde el punto
de vista de la electrodindmica cldsica el efecto de la vi-
bracidén del 4tomo sobre la dispersién de la onda electromag-
nética incidente. Tomemos un dtomo situado en el origen de

coordenadas que describe una vibracidn alrededor de su po-

i

gsicidn de eqﬁilibrio dada por a cos wt, donde la frecuen-

cia y amplitud de esa vibracién satisfacen las restriccio-
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nes :

|) La frecuencia de vibracidén « es mucho menor que
la frecuencia de la onda electromagnética V.,

2) La velocidad de movimiento del Atomo que es del op
den de w|a| es pequeftta comparada con la velocidalide la lusz,
esto es wlale” << |,

3) La distancia del observador al Atomc designada por

r es grande comparada con 1la amplitud de vibracién a y la

longitud de onda 4 = c»~!',
El potencial vector asociado con la onda electromag-
nética producida por la presencia del 4tomo vibrante puede

. o
escribirse como :

L=14, "' ¢ exp[i (kr—vt)] exp ik([¥: (§,-§F) cos w(t- —E—\], (1)

er donde f es el factor de estructura atémico, k el ng-

cero de onda k = v ¢”', & = (T/r) es la direccién del dis

persor en el origen al punto de observacidén y 8o = (k/k)

es 1la direccidén de propagacién de la onda incidente.
La dispersién producida por un &tomo en reposo €n el

L

origen de coordenadas estéd dada por'(l) cuando se hace 8a=0,

De agul que el efecto de la vibracién del atomo sea el de
multiplicar el potencial veclor para el Atomo en reposo por

el factor:

exp ik [a-(5p-8) cos w(t --E)] . (2)

Nos preguntamos ahora que caracterisiicas tendria la

onda dispersa si en lugar de tener una onda eleciromagnéti-
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ca incidente tuviéramos un haz de neutrones. El moviwmiento
periédico de una particuls frente a la onda incidente tiene
cierta analogia con el problema unidimensional de abrir y
cerrar un obturador al paso de la onda incidente con el mis-
mo perlodo T = 2rw”' del movimiento de la particula. En
el caso de ondas electromagnéticas la onda incidente satis-—
face 1a ecuacién de onda ordinaria, mientras que en el caso
de neutrones, la onda incidente satisface la ecuacidén de
Schrddinger. Como se mostroc en un trabajo anterior’, la dig
tribucién de intensidades en la onda transmitida como fun-
cién de su distancia al obturador, tiene que ver con el ti-
po de ecuacién de onda. En el caso electromagnético, la ip
tensidad var{a discontinuamente de 0 & un valor igual al
de la onda incidente en una distancia ¢T = 2mcw ™' como se
ilustra en la Fig. No. |. En el caso de neutrones, la co-
rriente no var{s en forms discontinua de (0 a su valor es-
tacionario, sino que presenta un efecto de difraccion como
se ilustra en la Fig. No. 2. Sin embargo, si la anchura T
del efecto de difraccién en el tiempo’, es pequeha compara-
da con el tiempo T yue permanece abierto el obturador, se
puede suponer que los pulsos de corriente tiemen una anchu-
ra VvI = 2mve ' . En tal caso, el efecto del obturador
sobre la amplitud de la onds transmitida es muy similar en
el caso electromagnético y en el caso de neutrones, y& que
1a diferencia reside solo en gque en el primero aparece la
velocidad de la luz, y en el segundo la velocidad del neu-
trén. Este resultado sugiere que si las tres condiciones
anteriores impuestas a la particula en vibracidén se refor-
mulan apropiadamente para cuando incide un haz de neutro-

res, y si ademds se cumple la condicién 7 << T, entonces
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6l efecto de la vibracidn del ntcleo sobre la dispersién de

neutrones estaria dado por uam factor de la forma (2) en la

que solo se reemplaza la velocidad c¢ de la luz por la velg
cidad v del neutrdn.

En 1la siguiente seccidn, en la que analizaremos la dis-
persién de neutrones por un ndcleo de vibracién con ayuda del

potencial de Fermi, veremos que nuestira suposicidn es correc-

ta.

II. DISPERSION DE NEUTRONES POR UN NUCLEC EN VIBRACION.

Es bien sabido gque para analizar el proceso de difrac-
cién de neutrones por cristales, Fermi’ ha ‘propuesto substi-
tuir la compleja interaccidén entre el neutrdén y el nticleo
por un potencial equivalente dado por una funcion 3. Si sy
ponemos por simplicidad que la masa m del neutrén es pe~
queta comparada con la del nécleo, y designamos por
B = (8°k°/2 m) 1la energia del neutrén, y por o la geccidn
de dispersién del neutrdén a esa enargla*, tenemos que la fup

cién de onda del neutrén satisface:

[vZ &+ k° - (4#0’)!5 3(T)) ¢ =0 . (3)

La ecuacién (3) no es correcta en su interpretacion literal
ya que es fAcil ver que implica la condicién a la tfrontera®
(r¢) oo = ----(1mr-/41rr)’li () nog» que DO puede satisfacerse para
ninguna solucién de (3). Sin embargo, esta dificultad se

%En ol presente trabajo supondremos que la interaccidn snire
neutrén y ndcleo ds lugar a una dispsrsidn pura sin que haya
absorcidn, y haremos caso omiso del spin de las pariiculss.

Fn lugar de longitud de dispersidn “a”, emplsaremos (a/4w)*,
lo que implica que 2 > O.
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evita interpretando a (3) como vdlida solo en la aproxima-
cidn de Borns’c, en donde Yy se expresa como - - - — -
Yy = exp ik'T + v, ¥y la ¢ satigsface 1a ecuacidn inhomo-

genea:

(W + k%) ¢ - (4mo)?

5(r) exp (ii'f) =0 . (4a)

De (4a) vewmos de inmediato® que:

y, = - (¢/4w)% r~' exp (ikr) , (4b)

y que como era de esperarse, la seccidén para la dispersidn
es o.

Nos preguntamos ahora como es posible modificar este
formalismo para tomar en consideracidm la vibracion del nd-
cleo. Supongamos que la vibracidn alrededor de la posicion
de equilibrio estd dada por el vector a cos «t. Se sugie-
re entonces de inmediato reemplazar el potencial aquivaien—

te 5(F) de (3) por &(r~a cos wt). Comp el potencial de-

pende ahora del tiempo, no podemos seguir considerandeo el

problema como estdtico, y debemos introducir en (3) el ope-
rador (Ziuh'z) 3/3t que se reduce a k’ en el caso estéd-

tico. De nuevo debemos interpretar la ecuacidén dentro de

la aproximacién de Born, y poniendo:
y = [exp i(k-T) + ¢ (T,t)] exp [-1 (Bk*/2m) t] , (5)

obtenemos para la onda disperss ¢ la ecuacidn:

[v2+k2+-f=-‘-‘i—-§—]

%z ot v, - (4170')% 5 (7-a cos wt) exp i(k'T) = 0. (8)

| 44



Nos interesa ahora la solucion estacionaria de (8).
Como el potencial §(T-8 cos wt) es periddico con perifodo
T = 2n0”', vemos que la ¢ estacionaria taembien debe tener
el mismo perlodo y por lo tanto, admite un desarrollo en se-

rie d« Fourier de la formsa:

v, (r,t) = = ¢ _ (F) exp (-inet) . (7)
A==
Introduciendo (7) en (8) y usando las propiedades de ortogo-

nelidad de las exp (-inwt), obtenemos:

o

o

'[vz + k7] oy = (-fa‘n'n::r)71‘(2'!!?’)”I I [}(f*ﬁ cosp) X

C

X &Xp i(i'i: + n¢)] d¢ i (8a)

donde: ki = k? + 20b 7 'nw y P = ot . (8b}

La expresién (8a) tiene una interpretacién fisica

bien definida, ya que nos da la funcidn de onda ¢ _ asocia-

da con la absorcien o emisien (segin n sea positivo o ne-
gativo) por el neutrdn de n cuanta (fonones) del oscila-
dor. La expresién (8) es ciertamente vdlida si o(EB+nfw)
no difiere apreciablemente de o(E), cosa que ocurre si

fw << E y nos hallamos fuera de una resonancia. Puede dap
se el caso que aun cuando 4w sea del orden de E, la sec-
cién de dispersidn varie poco en esa regidn de energlas
(por ejemplo como sucede para neutrones térmicos y epitér-
micos®) y entonces (8a) continda siendo vdlida para este -

cCaso0.
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Procedemds ahore a la solucidn de (8). Como el punto
de observacidn estd a una distancia r wmucho mayor que las
longitudes de onda A = 2rk podemos escribir ¢ __ bajo

n ¥
la forma®:

Vo, = ~(4nr) ! exp (ik r)JJJ exp (-ik _s'F') £ _(r')dr' , (9)

donde 8 = (r/r) y':

f el — i - | 2w -, -
JF) = -(4m0)” (2m) 7" [ 8(F'-E cosg)
0
x exp (k'T’'+ np) do . (10)

Introduciendo (10) en (9) y cambiando el orden de las inte-

graciones obtenemos:

¢nn = “(U/4ﬂ)é r exp(iknr)(Zﬂ)-l X
2m
X J exp i{(k 8o -~ k _8)°a cos ¢] exp (in¢) do , (I11)
o .

donde 8, = (i/k). Finalmente, la integral en (!!) corres-

ponde a una funcidén de Bessel '° y ¢,, toma la forma:

V.. = -(a/4w)£'r-' exp (ik_r) i® J_[(kso-k_s)-a] (12)

*Si se quiere dar un significado preciso a fn(F') habris

que reemplazar la funcién & por alguna de las expresiones
analiticas que tienden a ella para el valor 1l{mite de un
pardmetro, hacer la integracidn (10) con esta funcién ana-
litica y luego tomar el limite de la integral.

1 48



Substituyendo (12) en (7) tenemos la forms explicita
para la onde dispersa ¢  que, como indicdbamos en un péArra-
fo anterior, es vdlida mientrazs o(E + nhw) no difiera mu-
cuo de o(E).

Vemos ahora a introducir las tres restricciones consj
deradas en el caso electromagnético, mds la restriccidédn re-
ferente al fendmeno de difraccidn en\el tiempo, y con ayuda
de ellas veremos que _  tiene caracteristicas andlogas al
caso electromegnético, tal como hablamos supuesto en la in-
troduccion,

Supondremos ahora que:

!} La energia del neutrén es grande comparada con la energia
1del oscilador, esto es 4Hw << k.,

2) La velocidad de movimiento del ndcleo que es del orden

al| es pequefta comparada con la velocidad del neutrédn
v = (ZE/m)i , esto es v 'wlal << 1.

3) La distancia del observador al nudcleso r >> A,a, donde
A= (27k”)

4) La anchura del efecto difraccidén en el tiempo’ 7 es mu-

w]

cho menor que el periodo T = (an_') de vibracidn del
ndcleo. En la referencia € vimos que 71 x cﬁf/mva) y
por tanto esta condicidn implica*: m(ﬁr/mva)i << 1,

De (8b) tenemos que:

2
= k(| + n'fu:.pEm')’k =k [l + % == _ 5 (ngw) ¢+ ... . (13)

E

Fl argumento de la funcidén de Bessel en (12) puede entonces

QIEI‘B sSarse como.

*Para neutrones térmicos y distancias r del orden de |m,
v es del orden de 10”° seg. La condicidn 4) se cumple en
este cago 8i w << 10° cic/seg.
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(k s -~ k, 8)°a

kK (S - 3)3 - % (5°3) knhwE ™ + ... . (14)

Ll ser (hk/2E) = v_', tenemos que el segundo término en -
(14) toma la forma n(s-a) v~ que por 2) es muy pequeha

para los primeros valores de n que son los que importan en
la serie (7). El argumento de la funcién de Bessel se redu-

ce entonces al primer tdrmino de (14).

Consideremos ahora el argumento en la exponencial de

(12) y por (13) tenemos que:
k, r = kr + nerv-' —-% (nwrv™') (nfE™') + ... . (15a)
El d4ltimo término en (158) puede escribirse como:
+n° (o (‘ﬁr/mvs]*]2 , (15b)

y por 4) vemos que es un término muy pequeto. Bl argumento
de 1a exponencial se reduce entonces a los dos primeros tér-

minos de (I5a) y de (7) vemos que ¢ toma la forma:

y (T, t) = --(t:r/4-rr)1k r~' exp (ikr) x

x £ 1°J [k(8o-5)-a) exp inw (—E—t) . (16)

n=-

Comparando (18) con (4b) vemos que el factor correc-
tivo debido al efecto de la vibracidén estd dado por la suma
infinita que aparece en (16). De las propiedades de las
funciones de Bessel '® se sabe que esta suma representa a la

funcidn:
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exp ik [ (8, -8)°a cos w(t - ;-:-) 1, (17)

y tal como lo habiamos previsto en la introduccidon, el fac-
tor correctivo para neutrones que satisfacen las restric-
ciones mencionadas arriba, es el mismo que para el caso elec~-
tromagnético, solo reemplazando ¢ por v como puede verse
de (2) v (17).

Habiendo analizado el efecto que sobre la dispersion
de neutrones tiene la vibracién del ndcleo, podemos ahora
atacar el problema de la difraccién de neutrones por un cris-
tal en vibracién., Basaremos nuestro andlisis sobre la fun-
cién de onda dispersa ¢ dada por (7) y (I2), aunque indi-
caremos las simplificaciones que hay en el fenémeno cuando
se cumplen las cuatro condiciones que mencionamos anterior-
mente. Antes de entrar en materia obtendremos la ¢_ cuan-

do el ndcleo, en lugar de estar en el origen esta en punto

FP, y cuando ademds hay un defasamiento en la vibracion,
esto es, cuando el potencial equivalente toma la formsa
s{r - Ep - & cos (wt — @)l Del antlisis dado en esta sec-

cién, es facil ver gque la modificacién del potencial puede
ser tomads en cuenta reemplazando en ¢-, r por I?—?pl ,
©t por wt - ¢ e introduciendo un factor exp (ik:'T )

Suponiendo ahora que r_ << r, se tiene -7 | > r-8'T,

y podemos finalmente expresar ¢_  bajo la forma:

oo - (a/4n)& r=! exp(ii-fp) E in Jn [(kio-kn;)';] X

7 == =l

X exp i[knr—knirip—n(wt—m)] . (18)
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II1. DIFRACCION DE NEUTRONES POR UN CRISTAL EN VIBRACION,

Consideremos un cristal cuya malla esta definida por

los tres vectores elementales E}. Los nucleos de los 4to-

mos que forman el cristal ocupardn las posjciones:

FP=p| x| + Po Ez + P3 s ('9)

donde p,, p, ps son numeros enteros que se indicen por el

A

indice dnico p en r . Suporemes ahore que en el cristal

se propaga una onda eldstica plane dada por:

a cos (wt - k°T) , (20)

donde a es el vector de amplitud, « 1la frecuencia y &k el
vector de propagacidén. Si el movimiento de los ndcleos se
debiera exclusivamentie a esta onda eldstica, la posicién del

nidcleo en un instante dado seria:

fp + a cos (wt - Ehfp) N (21)
51 sobre el cristal se hace incidir un haz de neutro-

nes de momento 4k, enionces la amplitud de la onda disper—

se por cada uno de los nficleos estarla dada por (I8), en la

que ¢ se reemplaza por kT La amplitud de la onda dis-

b
persa por el cristal seris la suma de las amplitudes para ca
da uno de los nucleox, y designando esa amplitud por ¥ te-

remos despues de intercambiar el order de las sumas que:

¥ = % Voo = (0/4m) %r'—' s l:ian [(kSo—k_8)-a] exp i(k r-nwt) x
I == D
x {3 exp [i(kEoﬂkn§+nE)'Fp]}] , (22)
P
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en donde la 2 representa la suma scbre todos los ndcleos
del cristal c:racterizados por los tripletes p,, p2, pa.
Definimos ahora la seccidn diferencial dI para la
dispersidn por el cristal como la razdn del flujo dispersc
en el dngulo sdlido dQ al flujo incidente por em?, prome-~
diando sobre un periodo de vibracidn. Como el flujo incidep
te es para la onda plara igual a v = (hk/m), obtenemos de

esta definicidn que:

o
@

| 3 Ary™
a3 [“’ J (rT* or¥ _ Ly o ) dt] in . (23)
O

*'éik 5;. or or

Debido a la ortogonalidad de las exp (~inwt) al ser
promediadas sobre un periodo, vemos que s0lo nos queda en
(23) los terminos disgonales independientes del tiempo aso-

ciados con cada valor de n, y d2 toma la forma:

dZ =

n

M8

as (24)

- (D D

donde

d2 K

n . o X -k 5) 312
i0 Anr k {Jn [(KSG an) a]} X

I 2

X5 exp [i(kéoﬂkn§+ni)'5p] : (25)
P

Como es bien sabido*”', el valor absoluto al cuadra-

do de la suma que aparece en (25) puede evaluarse con ayuda

de furciones & asociadas con la malla reciproca. Designan-

do por V al volumen irradiado del cristal, por E& a los
vectores elementales de la malla rec{proca que satisfacen
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“1'53 = 813' Yy por B. al vector de la malla recfproca:

B = p; E} + P2 E; + Ps3 Eﬁ ’ (286)

caracterizado por el triplete p., p2, pa, tenewos que (25)

tona la forma:

dz c Kk
n n = - - 2 P 3
o T e Ua (Bomk,3) 17 (2)°
x V5 8(kio~k, S+nk-27 B ) : (27)
P

En (27) tenemos la seccién diferencial para dispercsién
de neutrones por un cristal en vibracidén, cuando en la coli-
sidn el neutrdn absorbe o emite (segin n sea positivo o ne-
gativo) n cuanta (fonones) de emergia hw.

Lo férmula (27) nos da el resultado usual si es que la

amplitud de vibracién en el cristal se hace 0, 2sto es 9i

& = 0. En ese caso, como J_(0) =0 si n # 0, vemos que

d:. = 0 para n ¥ 0, y:

— == (2n)® V£ 5 [k (§o-§) - 27 B)] . (28)
P

F1 efecto de 1a vibracién es el de disminuir la intensidad
de 1a dispersidn eldstica en las direcciones de Bragg-Laue
por un factor |Jolk (§0+E)-E]|2, mientras que aparecen neu-

trones debidos & dispersiones ineldsticas con intercambio de

n fonones en las direcciones definidas por la ecuacion:

kSo — k.8 + n K = 27 B . (29)
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En el caso de que se cumplan las condiciones especifi-
cadas en la seccidn anterior, es solc necesario reemplazar
k. por k en (27) para obtener la correspondiente seccidn

diferencial. Si la longitud de onda A = 27 « de la onda

elastica es grande comparada con las dimensiones de la celda
unitaria del cristal yfcon la longitud de onde X = 27 k™',
vemos de (29) que en este caso los neutrones dispersados in-
eldsticamente aparecen en direcciones cercanas a las Bragg-
Lﬁue, y el efecto neto de la vibracidén es el de hacer méas dji.
fusa la dispersion producida pdr el cristal.

La presente descripcidén dindmica de la dispersidén de
neutrones producida por un cristal en vibracidén, sugiere la
posibilidad de hacer desde un punto de vista dindmico, el
andlisis del efecto de las vibraciones térmicas sobre la in-
teraccidn de los neutrones con los cristales. Por otro la-
do, tambiédn tiene interés investigar la posibilidad de reem-
plazar el potencial equivalente de Fermi, por un andlisis
mas correécto que permitiera discutir la difraccidén de neutro-

| 2
nes en las cercanias de una resonancia . Ambos problemas

seran discutidos en publicaciones posteriores.
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