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RESUNMEN

In this paper we give the time dependent description
0f the scatterirg of a wave packet by a short range polential.
e show that when the wave Packet is instially outside the
scatterer, 3t 31s posible to introduce an appropiate time
dependent Green function to describe the scattering process.
This Green fumction will be evaluated explicitly in term of
error integral functions, and the only parameters that appear

i the Green function will be the poles of the S magtrix.

From the asymptotic behavior o the Green functicr when

t » ®, we obtain restrictions on the position of the poles

of the S matrix whichk agree with those due to the definition
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of the S in terms of the derivative matrix R. The present

analysis is carried out for arbitrary angular momentunm.

I. Introduccidn.

La finalidad del presente trabajo es estudiar la dis-
persién nuclear por medio de un potencial de corto alcance
segdn el formalismo general de la matriz ©S. Este problema
tiene una solucidén bien conocida cuando se refiere solamen-
te al estado estacionario del prooceso, por lo que el interés
de este estudio radica principalmente en describir en el
tiempo el proceso de la dispersidn y en encontrar su corre-
lacién con los polcs de la matriz 5.

Fn un trabajo reciente, se ha resuelto el problema
del comportamiento dindmico de la dispersidn nuclear por me-
dio de condiciones a la frontera en un espacio de Fock conve
nientemente elegido. Este es el llamado proceso multinive-
lar .

La dispersidn nuclear puede considerarse como disper-
sidn por medio de un potencial de corto alcance, y describir
la usando el formalismo de la matriz S. En un trabajo an-
terior se planted el problema as{ considerado para el caso
particular de momento angular cero, usando un tipo de trans-
formada especial para ese caso. Ahora se extenderd el estu-
dio de la dispersidn por un potencial de corto alcance al
caso de momento angular arbitrario y singularidad esencial
al infinito en la funcidn S. Concretando el problema, és-
te consiste en encontrar el comportamiento en el tiempo de

un paquete de ondas arbitrario, originalmente situado fuersa

156



del potencial dispersor; con este objet:, se verd que es util
introducir una funcidn de Green apropiada al problema, cuya
forma anallitica se obtendrd explicitamente.

El andlisis que se desarrolla en este estudio, se
restringe a energias no relativistas para la particula inci-
dente sobre el potencial.

Por simplicidad, se supondréd gque el potencial disper-
sor tiene simetria esférica. En este trabajo, potencial de
corto alcance significa gque su accidn termina a una cierta
distancia fija finita a, la cual se llama alcance del poten-

cial; en simbolos, si V(r) es el potencial dispersor,

V(r) # 0 > si r<a ,
V(r) =

Se supone ademas que el alcance a del potencial es
comparable con la longitud de onda de la partlcula inciden-
te, de modo que la dispersidn S no es preponderante y de-
be, en consecuencia, estudiarse el caso de momento angular

arbitrario.

II, Planteamiento del problema.

i bl o g e

Es cémodo usar el sistema natural de unidades
A = c¢c =1, y ademds se supondréd que la masa de la particu-
la incidente es m = 1.

La ecuacién que satisface la funcién de onda ¢,
que describe el estado del sistema es la ecuacién de Schroe-

dinger para momento angular 1 y con simetria esférica:
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3y,

_i[_l;_a_(rz_?__L(1_+|_J_]¢1+v(r)¢1=1.5-€-, (1)

donde V(r) es el potencial de corto alcance definido por

V(r) , si r<oa ,

V(r) = (2)

Para no complicar innecesariamente la manipulacion

matemdtica del problema, es conveniente que V(r) sea una

funcion continua y con derivada continua, aunque el andlisis

puede generalizarse fdcilmente a potenciales que no itengan

esta restriccion.
I.lamando k al ntmero de onda de la particula inci-

dente y E = % k° a su energia, se tiene que en ausencia

de potencial, la funcidn ¥, (r,k,t) toma 1la forma
¢, (r,k,t) = j,(kr) exp (- i % k%) , (3)

ya que la runcién j,(kr) satisface la ecuacidn

| d d 1(1+1) _
[ HE et - e e e o

Se sugiere entonces definir una funcidn u, («,r) en

la siguiente forma:

{ 2d 1(1l+! —
_;{_ad.;(r %‘1)+[K2—- (rz)-—ZV(r)]ul-O , (4)

y sf V(r) » 0 , entonces u, («, ) + jy(xkr). O & <@
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Se introduce la funcidn w, (x,r) que satisface ls

ecuacidén

d +
'1) . [KQ _l(l |)

| d ° _
_;E I (r 'y 2 - 2V(r) ] w9 0 o¢r<a . (5)

y ademds la condicidn de que w,{(«x,r) es regular en r=0.

Se define la funcidn Rl(xz) como sigue

) w,(x,a)
Ry (x*) T : (6)

() .-

La funcidn Rl(xz) es esencialmente el reciproco de
la funcién £f(E) introducida por Weisskopf2 y otros en su
formulacidn de la Teoria de las Reacciones Nucleares,

Con ayuda de w,(«x,r) se puede construir una

u, («,r) que satisface la ecuacién (4) y que tiene la forma

A(«) wy(x,r) , 0OLrga ,
ul(x,r) = (7)
% [hI(xr)+S,(x)hy(xkr)} , r 2 a,

donde h;(xr) son las funciones de Hankel esféricas definj
das en términos de las funciores de Bessel y de Neuman esfé

ricas como sigue

hi(x) Je(x) ¢t ing(x) (8)

y por tanto

Jq(x) % [h;_(x) + h;_(x)] . (9)
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du,
dr
son continuas en r = a, se puede poner la funcidn Rl(xﬁ)

Usando el becho de que las funciomes u,(x,r) vy

en términos de las funciones h:(xr) y de la funcidn S, («):

Q_J_h(xa,-rS(x)h(xa) ’
R1{x7) = K h-l,Ka) + S (K)hl (<a) (10)

donde h;'(xa) significa la derivada de h;(xr) respecto a_

su argumento y calculads para el valor r = a,

De la ecuacién (IC) se obtiene

El(xa)—xh;' (xa) R, (x*)
hy (xa)=xhy (xa) Ry(x?)

Sl(K) - = ° (||)

Fn el apéndice se demuestra que la funcidn u, («r)

tiene la propiedad siguiente

™ 1+ 1

77 +(~1 S. (x’
Iu{(x',r) ul("‘":r) r? dr =-'Z[- (=1) : 1( )J .

K
0

x"2
- ) = By(x' k)5 (e=e), (12)

K2

donde = -,
=T

uq (x,r)
Si se hace la transformacidn u,(«x,r) =

/-Bl(x',:;

funciones wu,(«x,r)} para diferentes valores de «, forman un

las

sistema completo ortonormal de soluciones de la ecuacidn (4).

Este hecho permite, en virtud del teorema de desarrollo de

Dirac, expresar cualquier funcidén de r como combinacidn li-

neal de las eigensoluciones u,(x,r).
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En consecuencia, con ayuda de las funcicnes ul(u,r)
se puede definir una transformada adecuada para estudiar el
desarrollo en el tiempo de un paquete de ondas que incide
sobre el potencial y es dispersado por éste.

En ausencia de potencial, la transformada de Fourier
se emplea ordinariamente para encontrar el desarrollo tem-
pcral de un paquete; en forms andloga se puede utilizar la
transformada generalizada para describir el desarrollo tem-

poral de un paquete cuando se encuentra en presencia de un

potencial de la forma (2).
Fn el momento t = 0, 1la funcidn de onda y,(r,t)

es
¥,(r,0) = £,(r) » (13)

entonces se define la transformada

Fo(x) = /2 [ 2,(r) u¥(x,7) 22 dr ,  (14)
O

(i

y la funcidn de onda dependiente del tiempo toma la forma

ba(rt) = /2 [ Bi(k) uy(er) explt b APt)atae L (15)

La funcién de onda ¢,(r,t) obtenida en (I5) satis=-
face 1la ecuacién (1) debido a que la funeidén u,(x,r) sa-
tisface 1la ecuacién (4); entonces, si se comprueba que para
t = 0 la ecuacidén (15) se reduce a la ecuacién (13), queda
demostrado que la funcidén ¢, (r,t) dada por (15) describe
el desarrollo en el tiempo del paquete de ondas inicial,
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La transforrada de Hankel del paquete inicial es

P = /= [ £300) 5y(kr) £ar (16)

Ahora bien, sélo se quiere conocer el desarrolloc en
el tiempo de un paquete de onda inicialmente fuera del po-
tencial dispersor, por lo que el paquete es nulo en el in-

terior del potencial para t = 0, esto es,

(17)

/A
z
/A
go

£.(r) =0 . 0
La inversa de la transformadas de Hankel (18) es

t.(r) = /= [ Fi(k) 3, (kr) K20k . (16a)

Subatituyendo (18a) en (i4), y teniendo en cuenta
(17), se tiene

F.(x) = /—121: ]:/:E-— I F.(k) j,(kr)k*dk yu¥(«,r)r’dr .(18)

Esta ecuacidén puede ponerse, cambiando el orden de

integracién ,

F(x) = /= [ By(ke) Fy(k) K2k (19)

donde

Hl(k,x) = /[gf I jl(kr) uT(x,r) rldr . (20)

Se puede ahora definir la funcidn de Green del pro-
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blema, que se designa por C.(r,k,t) como sigue:
&
] _ /2
o (r,k,t) S - I H,(k,~x)u,(x,r) X
O
. 2 2
x exp (=i % «“t) «x“dx . r >a (21)

La funcidn 0,(r,k,t) satisface la ecuacidn (1) vy,

como se demostrard mds adelanve, rara t = 0 toma la forma
ﬂl(r,k,O) = jl(kr) ’ r > a , (22)

y por tanto, por la ecuecidn ([8&a),
/f“ I F.(k) Q,(r,k, 0)k®dk = £.(r) , cuando r > a . (l8b)

Del andlisis anterior, por las ecuaciones (i¢) y (21),
la funcidn de onds ,(r,t) dada por la ecuacidn (i7),

puede expresar
2 [ 2
¢'1(rrt‘) = /; I Fl(k) 91(rrk:t) kK dk , (|73)
o

y por la ecuacién (l€b), la funcidn y,(r,t) satisface la
condicidén (13).

II1. Propiedades de las funciones R,(«x2) y S, («).

En esta seccidn se encuentran algunas propiedades de
la funcidn S,;(x) deducidas de las propiedades de la fun-
cidn Rl(x!), que es una funcidn R de Wigner.

Una funcidn R de Wigner3 es una funcidn meromorfa,
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cuya parte imagiraria es no negativa cuando su argumentc tie
ne parte imagZiraria positiva, y es no positiva cuando su ar-
gumento tiene parte imaginaria negativa.

La funcidn R,(x2) definida en la ecuacidn (8) es una

funciédn R de Wigner, como puede verse en la gsiguiente for-

ma:
Multiplicando la ecuacidn (5) por w:, la compleja con

jugada de la ecuacién (5) por w, y restando, se obtiene

»
drw drwy
d — - 2 2
dr [ r wl dr - ™; dr ] = Gexz=c2) oo lwg |7 (23)
Por otre parte, de la definicidn (8), se tiene
( '1(":3) “1("1'3)*
21IgR. (k2) = ———— - ——— =
dw adw
R { i |
(dr)l‘“ (dr)"“

r drwy drw
'2 I __d;_[ row, drl—rw’; - ] dr

:;- dr dr
2
[dwl ]
dr

i ~wrraFuifel il

»

C
r=a

y por la ecuacidn (23), se tiene
2i ImR,(x%) = 21 y(x®) Iz «*

donde

r2|w1|2 dr

0O ‘s,

2) 2z ————————— > )
vk ) 2[(1'1 ]2 0
8

dr r=a
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Con esto queda demostrado gque la funcidn Rl(xz) cug
rle la segunda parte de la defiricidén de une funcidn R. Pa
ra demostrar que la funciédn (Ka) es meromorfa, basdia obsegvaz
gue, por un teorema muy conocido*, las funciones Y. ¥ T
son funciones enteras de «- y por tanto su razdn es una
funcidn meromorfa.
Ahors pueden usarse las propiedades conocidas de la
funcién R para encontrar algunas propiedades de la funcidr
SI(K‘).
|- Los polcs de la funcidn S,(x) estdn en la parte inferior
del plano complejo o sobre el eje imaginarios.

2- Los polos de S, («) e#tén simétricamente colocados res-
pecto al eje imaginario.

Demostracidén. Los polos de la funcidn S;(«) son las raices

de 1la ecuacidp
hi(«a) -~ h'(«a) R («*) =0 .

Tomando la conjugada compleja de esta ecuacién y usando

las relaciones siguientes

B(p)* = h(p*) 5 hi(=p) = (=D*h7(e) 5 by'(=0) = (1) by (e):

%

R, (x®)" = R («°*) = Ry [(-«*)*1 ,

se obtiene la ecuacién

h!(~x*a) - (-x*) hi'(-x*a) R [(-«*)%] = 0 ,

la cual indica que si «xa es un polo de S,(«), -xa tam—

bien lo es.
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3- Para « real, S,(x) S¥(x) = I.
La demostracidn es inmadiata.
4-— La funcidn S,(«x) exp (i2xa) es acotada cuando « +» @
en la parte superior del plano complejo.

Demostracidn. De la ecuacidn (10) y del hecho de que

h;(xr) (7 i)l exp(+ ixr) |
K > ® + ixr

ge sigue que
1+
) S,(«x) exp(iZ2«a)

1 ]

. o Le(=
RI(K ) T2 S, (x) axp (i2«a)

K+ ik L+ (=)

y si S,(x) exp(i2«a) » ® cusndo « » ® en la parte supe-

rior del plano complejo, se tiene que

I K K

2 - J
oy — = - - -
RI(K ) K-’miK |Kl2 lK|2

Pero debe cumplirse
KIK’ Im RI(KE) > 0O ’

esto es,

2
XK_ K

x 7
ik

2 0 ;

lo cual es contradictorio si «, >0 y «, 7z 0.

85~ El comportamiento asintético de la funciodn S, (x)exp(izxa)

est4 dado por

K =» @

SI(K)EIP(Z’LZK&) —_—> (-—‘)1+l [ —'_'““2——(:;-)'-| ]
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La demostracidén se sigue de la definicidn.

- — - lmi— L T —— e . Vil "oy s . aimini

problenma,
Por un procedimiento andlogo al indicado en el apéndj

ce. se puede calcular la funcidn Hl(k[x) que se definid en

la ecuacidn (20), obteniéndose el resultado siguiente:

H, (k,x) = f’; {[ |+S"{(x)]8(x—k) v (-1 [ns*;_(x)]s(m)} R

R _/-g - {u’{(x,a)[kajl(lca)]' ~j 4 (ka) [«au‘{(x.a)l'}- (25)

Z b4
k“—x

Ahora bien, de la ecuacién (7) y de la propiedad 3 de

la funcidn S,(x), se obtiene que

S, (k) B (k, ) = (=1)"H (k,-«) . (2€)

La funcidn Q,(r,k,t) dada en (2|) se puede poner,

por la ecuacidn (7), bajo la formsa

ﬁl(r,k,t) = ...2_ & I Hl(k,u’)Sl(x} h;_(xr)ex_p(-i % Jl'~<21.'.)m:2 d« +
O

7

+ I Hl'(k,x)h;(kr)exp(—-i % Kat) K> dk} .

v haciendo ern la segunda integral el cambio de variable

x + —x, se obtiene, por la ecuacidn (28),

Virid

-

e .
Q,(r,kt) = 7= P J S, (<)E, (k, K)hs (k) exp(-i % «%t) &2 dx .  (27)
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La P delante de la integral indica que se toma el
valor principal de Cauchy debido a que la funcidn H, (k, «)
tiene polos en «x = t k, como puede verse de la ecuacidn
(25).

Al substituir el valor (25) de la funcidn H,(k,«) en
la integral (27), pueden integrarse inmediatamente los tér-
minos que contienen funciones & de Dirac, quedando dnice-

|
mente por integrar el término que contiene el factor

kz-xa.
Se tiene entonces,
O (r,k,t) = % ([1+S,(k)Ihy(kr)+[1+S,(-k)Ib](kr)} x
x exp(-1 % k*t) + I, , (8)

- donde la Integral I, puede ponerse en la forma

I, = -~

P I 2 {ul(x,a)[kajl(ka)T'-jl(ka)[xaul(x,a)T'} X

|
2 2
n =k

X hI(xr) exp (-1 % xzt) x® dx .

En conveniente considerar la integral anterior en la

forma siguiente:

I,=-=P[=-2(-1Res [ ] _ 1 Res [
Y14 i - Km=X Km 4 )X

donde el contorno C estd indicado en la figura |I.

Fig. |.
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Calculando directamente los residuos, se obtiene fi-
nalmente

o= == [ & 4 (11-8, (&) InJ(kr) + (1-5, (k)] b*(kr)) x
C
x exp(-1 % k°t) ,

y substituyendo en la ecuacién (a), se tiene

0,(r,k,t) = % [h](kr) + hi(kr)] exp(-i 4 k*t) - .;t.. | =
C

jJo(kr) exp(-1i E t) -

| au, (xa) ' u; (, 8)
_ ;£ TR kaj ! (ka)~], (ka) e (8) x
X h;(xr) exp(~1 % x°t) «* d« , (28)
y puesto que'
(* 1)°
¢ - . -17 .
h, (xr) = e Tar exp(t iwr)P,[(F ixr) '] =
1
_ (¥ i) . : Cp
+ ixr exp(t lKr) pzo (* 1xr)P ’

la integral queda

! 2 1 C ¢1(K) P
= (—i)1+ ~ z - I exp(~1 % x"t) x
J‘; r .o (~ir) P - xP
x explix(r-a)l d« , (29)

donde la funcidn ¢,(x) estd dada por
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u, (x,8) ' j,(ka)
(k+k) (x—k) [kjl(ka) ) 31("2) ]

b, (n) = « exp(ixa} (30)
Se considera que los polos en tk del integrando se
pueden poner en «; = k-ie, «xo = -k-i€e , € > 0, tomando
posteriormente el limite cuando ¢ + 0. La integral sobre
el contorno C ss convierte entonces en la integral de

-® a +® y por el teorema de la convolucidén’, se tiene

I, = | F()G(x)exp(-iax)dn = | g(n)f(x-Ydn (31)
donde
o ¢1(K)
F(x) = exp(-1 % x"t) ; G(x) =—5— X = &-r :
| [ |
= —— X ~{nx)dx ; = ——— | G(x -inx) dx
£(n) /E;I F(x)exp(-inx)dx ; gln /577'[ (i) exp (~i77x)
La funcién f£(x-m) se puede evalusar 1pmediatamente:
f(x-m) = ;%i-l exp(-1 % x*t)exp[-1(x-n)x] dx =
RS :
e Xp [; (122) ]

Texp -1 [x /"g*"('!j‘)‘]zld“ =

V2t )
exp (-1 = )f-exp [ (x—n) ] . (31e)

La funcidén g(n) es

a(n) = /%_ I ¢i‘”’ exp(-inx) dx . (31b)

F
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Para evaluar la funcidn g(7n) deben considerarse dos
casos n <0 y 7 > 0.

Por la propiedad 4 de la funcidn S,(«), la funcidn
¢,(x) estd acotada en la parte superior del plano complejo y
por tanto para n > 0, la integral se evalua cerrando el con-
torno por arriba; los dnicos polos encerrados en esta forma
son los polos de S,(«x} que estén sobre el eje imaginario,

pero en la suposicidn de que no hay estados estacionarios, no

hay polos en el eje imaginario y en consecuencia,

g{in) =0 8i n >0

Por otra parte, la funcidn ¢,(x) para « -+ @, toma

la forma

il+l

j (ka) ] |

B, (x) [I+(—-I)1”51(x)exp(12xa)] [kj{(ka) = R, (<)

2&(K+K|)(K+Kg)

y por la propiedad 5 de la funcion S5,(«x), se tiene que

11+1 | \

a |_1,(Rl(g2) (k+xy) (kex2)

¢lx) —>
X =

x [kj{(ka) - Jaf((—é;—; ]

en consecuencia, para 7n<Q , considerando que se tiene una
sucesidn de circunferencias que cierran el contorno y que
no pasan por los polos de S,(«x), cuando el radio de esas
circunferencias tiende a infinito, la integral sobre la cir-

cunferencia del integrando de (3ib) tiende a cero, y enton-
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ces g(n) se express, para 7 < 0, como

® Aﬂ

gin) = Van i : T exp(-inxa) ,

=1 «E

donde «xa« 80n los polos ¢en «; y «2 ¥y los polos de la fup

cidn S,(«x), y las constantes 4. 8son los residuos

‘q = Res [¢1]K=K

Substituyendo los valores de f(x—n) y de g(n) en la

ecuacidn (31), se tiene

« Aa
I, = Vor 1 421;; exp[i(xna- 3 Kit)] X
T [ (n_x-txﬁ)z] (13 La
x texp |{ —/——— | exp(-i —) — d7 ,
a 2t 4" /¥

y sntonces, usando la definicién de la funcidn x{r,k,t) da-
da por Moshinsky', se tiene

I = im — y(r-a,xa,t) , (32)

= (- T 2 =&, , ’
(-1) rin=0 —Lﬁaix X(r-a,xa,t)

I 1+1 &% 1 Ae
o (-ir)

y substituyendo este velor en la ecuacidr (28), se obtiene

la forme explicita de la funcion de Green:
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Q,(r.k,t) = j, (kr) exp(-iEt) (—i) %;' !

{——Lg ; "‘“i;"‘ x(r-a,~a, t)}

( 1r) a<| K o

= j1(kr) exp(-iEt) - ;—- S Ae X1(r-s,xae,t) (33)
a= |

donde las funciones Xi(r-a,«a,t) estdn dadas por

“p X(r-a,xe,t) , (34)
o (“ir)eey

U o L

X,(r-8,xa,t) = (-1)°
P

y la forma explfcita de la funcidén X(r,x,t) en términos de

funciones integrales de error es

Xi(r,x,t) = exp ilxr - % x°t] erfc [exp (-i E) (2t)-%(r—kt)] (35)

donde 1la funcidn erfc (z) estd definida por

erfc(s) = 2ﬂ-* I exp (-z%) dz . (368)

Ahora bien, cuando r > 0 y ¢t =» 0, se tiene'

r? in %

X(r,«xa,t) +» exp (1§;j oxp (jr) m r'i(Zt)*+ o

en consecuencia para r >a y t =0, la funcidn de Green

toma la forma

Q,(r,k,0) = §,(kr) ,

que es la condicion (22) que debe cumplirse.
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Cuando r >0 y t + ® 1la funcién X(r,««,t) toma
la forma asintética siguienge:

2
Kt % ir 3
_ a in b T
X(r,xa,t) =+ ( 2) axp( ) oxp(zt) -0 , . <argn<—z—
X(r,ea,t) + 2 oxp(ixar—i # x2t) , =~ <arg xe <% .

Entonces la funoién X(r,~e«,t) tiende a cero cuando
t s@ y r > a, para todos los polos «« en la parte infe-
rior del plano complejo, siendo diferente de ceyo sélo para
el polo situado en la parte positiva del eje real, esto es,
para el polo situado en el punto k. Para este polo, la fun-
cién X,(r-a,k,t) toma la forma asintética

1(r-a. X t)-—~——+ 2 exp(~ika) h;(kr) oxp(-1Et) . (37)
r > a

Por otra parte, usando el heocho de que la expresidn
ka®(h](ka)hy (ka) — hj(ka)h] (ka)] =

como puede verse por el hecho que la expresidn anterior es
el Wronskiano y tiene un valor constante para todo valor del

arguasnto, se tiene, substituyendo la ecuacidén (35) en la
(33),

Q,(r.k,t) —-) 3 [h,(kr) + h’ ((kr)] exp(-iEt) -

r > a

- 4 [1-S,(k)] hj(kr) exp(-1Et)
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y simplificando, se tiene, finalmente,

Q,(r,k, t) T .o 3 [h,(kr) + S, (k) h;(kr)] exp(~iEt) , (38)
r > 8

que es el valor asintdético de la funcién de Green cuando
t 4@ y r >a, Esta es la solucidén para el caso estaciona-

rio.

Y. Conclusidn.

En el presente trabajo se ha encontrado una solucidn
al problema de describir el proceso dindmico de la disper-
s8ién de un paquete de onda incidente sobre un potencial de
corto alcance, reducliendo el problema a encontrar una fun-
cion de Green que permite expresar el desarrollo en el tiem-
po del paquete de ondas mediante la ecuacidn (17a). BEl pro-
cedimiento que se siguid consiste esencialmente en definir
un tipo de transformada uitil para el problema,y en aplicar
una serie de propiedades de la funcidn S,(x) de dispersidnm
que se encontraron exclusivamente a partir del hecho de que
1a funcién S,(x) se puede expresar en términos de la fun-~
cion R,(«x2) de Wigner.

Debe notarse que las condiciones que sobre los polos
de 1a funcidn S;(«), y sobre su comportamiento asintdtico
al infinito que permitieron dar la descripcidn del proceso
dindmico que se investigd, y que provienen de su definicidn,
pogibilitan la descripcion causal del proceso, pues si los

polos de la funcidn Si(«x) tuvieron posibilidad de estar en

la parte superior del plano complejo, las funciones - - —-
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X(r-a,xa,t) que aparecen en la forma explicita de 1a funcién
de Green 1, (r,k,t), serian divergentes cuando t » ® v el
proceso no se describiria causalmente.

La suposicién que se hizo a lo largo de este trabajo
acerca de que la funcién S;1x) no tienme polos sobre el eje
imaginario, y que equivale a afirmar que el potencial no tiene
estados estacionarios, solo se hizo por comodidad, ya que si
se considera que existen tales estados estacionarios, sdlo se
modifica el resultado por la adicidén de unos términos que
provienen de los residuos de la funcidén ¢,(x) definida en
(30) en los polos de S,(x) que estin sobre el eje imagina-

rio.

El autor agradece al Dr. Maroos Moshinsky su valiosa

ayuda para la realizacidén de este trabajo.

Apéndice.

Tomando el producto de u,(x",r) por la conjugada
de 1a ecuacién (5) para x = x' , el producto de u¥(x‘,r)

por la ecuacién (5) y restando se tiene

n du,(x",r) | dul(x , T}

* ' —_— — » — e I T -
d(x,7) 5 g (F ) S () S gt =)

= (k' %—x"?) uy(x’,r) uy(x",r),

integrando esta expresién entre 0 e ®, se obtiene
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L
‘“'2‘K'2) I u:(ﬂ',r)ul(x',r) rdr =
0

dru, (<", r) dru*(«’, r)
[ ru¥(«’,r) i ~ru, (« ,r)-———E;————— ] , (=)

por oira parte se sabe que

ixr)
hE(p x 11 exp (1
1 (<) T+ 2 (¥ 1) tixr

y de la ecuacidn (8) se obtienen las expresiones

[ i1+! exp(~ix"r)+S,(«")(-1)2*'exp (ix'r)]

dru («“,r)

. —T2 % [11 exp(-1x°r) + (-1)* S (x") oxp(ix"r)] ’

y substituyendo en la ecuacién (a),

4"k’

%

®
(k*%mn"?) I u:(x',r)ul(x',r)rzdr =
0

x 11 {(-i)expfi(x'—x')r](x'+x')+1St(x‘)S1(x') X
x oxp i (x"=x’)r) (x'+x")+i (=) L+kx'—x‘)31ﬁx")oxp[i(x'+x")r] -
(-1 (k'=x")S%(x’) expli(x’ex*)r])

Pero 1lim exp(ipr) = 1imp8(p) ,

)

y del inciso III,
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e
Sl(x') Sl(x")S(K‘-K")

#*
Sl(x")sl(x")S(x'-K") = 8(x'-x")

#*
S:(x') S(k'sx®) = Sy (=k") S(n'+x") = S,(k") 8(x'+x")

por tanto

1+
[ZS(R"‘K']+2(-|) Sl(K")S(r'-m") =

* 2 _ T
I u, («’,rju,(«*, r)ridr = L
O

mw

4‘("("

{[I+(—1)1+'SI(K")]KS(K'-K")+8(H'+K")] +

i+

FL=(=1)" S (k") 08(k"=x")=8(x"+x"1] }

pero

_EJK'+K")+S(K'+K") _ S(K'*K")-Q(K'+K”)

2K oK'

= S(K'E—K"E)

y 28 (x) = 86%)

En consecuencia,

14 1 141

« e (=) TS (k) =(=0)1T S (k)
Iu:(x',r)ul(x",r)rzdr =”§‘[ “-“——*:j“-j;——-+ _____;r_j;___ X
O
: 2 » 2
K K ! N f N
x5 ( — - —E") = B(x',x") ble'-€") . (12)
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