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RESUNEN

En este articulo se demuestra que las trayectorias

de los plonetas en la teoria de la gravitacidn de Birkhoff

son las extremales de un principio variagcioral. KExiste un

Lagrangiano para el movimiento de un planeta en tormo del

Sol. Se hace ver que ese Lagrangiano es muy gproximadamen-

te tgual al de la mecdnica Newtoniana para el movimiento de

los planetas reales en torno del Sol real.

Se demuestra tamdbién que las lineas de universo de

los planetas en la teorfa de Birkhoff son las extremales
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de un principio variacional.

I. Ecuaciones diferenciales Birkhoffianas de las tra-
yectorias de los planetas,

George D. Birkhoff' utiliza en su teoria de la gravi-
tacidn los marcos de referencia inerciales de la teoria de
la relatividad especial de Einstein. Cada uno de estos mar-
cog consiste de un sistema de coordenadas cartesianas rectapn
gularee x, y, 3 y de relojes que permiten asignar a los
acontecimientos el tiempo t en que estos ocurren. Las
coordenadas de un acontecimiento son entomsces: (t, x, y, z).

Fl conjunto de todos los acontecimientos posibles es
el espacio-tiempo de Minkowski, Nosoiros usamos el segundo-
luz para unidad de longitud, y el segundo para unidad de
tiempo. Con estas unidades resulta el cuadrado del elemen-

to de arco para el espacio—tiempo de Minkowski:

ds? = dt%.- dx® - af - daz® ; (1)

ds® = a,, dxidxd . (2)

1J

La ecuacidn (2) ss la ezpresidn tensorial de la (1);
habiéndose hecho las identificaciones:

_ _ .2 _ _9 _ _4
-t = x' , X = X s, ¥ T X , z =

El tensor Aij es ol tensor métrico fundamental®

del espacio-tiempo de Minkowski. Sus componentes son:
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811 = 15 OB22 = Ags = A4s

>
[

14 -0 para i # .

El campo central gravitacional lo genera un punto ma-
88, de masa M, colocado en el origen (0 del sistema de
coordenadas de un marco de referencia inercial.: A este pun-

to masa lo llamamos “Sol”. Designamos con r a la distan-

cia de un punto de coordenadas x, y, z al Sol.

El campo central generado por el Sol se describe por

medio del tensora:
M

Aqui by4 ©8 la delta de Kronecker.. Las unidades de
mass se eligen de manera que la constante gravitacional G
sea igual a uno.

Llamamos “planeta’ a una particula exploradora del
campo gravitacional del Sol. En la teoria de Birkhoff, las
ecuaciones diferenciales de las lineas de universo de las

particulas explorsdoras de un campo descrito por el temsor

hi: son:
d*x1 3h_, 3h dxd dxk
eE AT (- ) = — . (5)
Aqui a*® es el tensor doblemente contravariante asg
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ciado al covariante fundamental Ay, del espacio-tiempo de
Minkowski, Las componentes correspondientes de 2stos dos

tensores son numéricamente iguales.

aAl® = A

im

. (8)

[La ecuacién (6) no es tensoriall.

Para el campo del Sol (4), las ecuaciones (5) se con-

. 4
vierten en:

It!
pn o= Mra ’
r
. Mx 2Mx 2 2 .2 Mr'x"’
X —---5-—'—'—"‘5- (x + Yy + 2 )+-——2 R
r r r
(7)
My 2Ny 2 2 ;2 Nr'y’
R Nt T SR T B ,
r® rd r*
. _ Mz  2M=z , 2 .2 .2y, Mr'z'’
A T D A T

En las ecuaciones (7) el acento denota a la derivada
con respecto a la longitud de arco s en el espacio-tiempo.

Abandonamos ahora al espacio-tiempo (t, x, y, 3)
para fijar la atencidn en el espacio fisico (x, y, z). Un
planeta describe en el espacio fisico una "trayectoria”.
Las ecuaciones diferenciales de las trayectiorias de los pla
netas se obtienen eliminando de las tres dltimas de las ecua
ciones (7) el pardmetro s, e introduciendo al tiempo ¢

como nuevo parémetro., De la ecuacién (I) se obtiene:

d
w0 1 @G- @ e
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8f introducimos la velocidad v del planeta en su trayecto

ria, podemos escribir:

_ dxy 2 d d
/@@

dg = vV | - v2  adt .

Esta relacidén nos permite transformar derivadas con
respecto a 8 en derivadas con respecto a t.. La relacidn

operacional es:

= (8)

Designamos con un punto escrito sobre el simbolo de
la funcidn a su derivada con respecto al tiempo. Al elimi-

nar el tiempo de las tres dltimas de las ecuaciones (7) se

obtiene®:

¢ -X [ x_xwri2%ri
a3
r

-_u 2 ¢ L

y_-;[-y—yv +2yrr] ) (9)
r

z - X [-2 - 2v° + 2 Z T D) .
r?

Salvo un error de imprenta, las ecuaciones (8) se re
ducen a las ecuaciones (i5) del articulo del autor "Princi-
pios de Conservacion en la Teoris de la Gravitacidn de
Birkhoff* publicado en los Nos. 1-4 del Volumen V del Bole-
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tin de la Sociedad Matemdtica Mexicana (Enero a Octubre de

|1€48). Para efectuar esta reduccidn basta escribir

I1. Las trayectorias de los planetas en la teoria de

Birkhoff como extremales de un principio variacional.

i e i el ey S ——— e o]

Las ecuaciones (9) se pueden obtener de un principio
variacional. Esto significa que las trayectorias de los
planetas en la teorlia de la gravitacidén de Birkhoff son las

extremales de un principio del cdlculo de variaciones. Este
principio tiene la siguiente expresidn:

s[t :g- o2V (1 + v%) dt = 0 (10)

Aqu! m es la masa del planeta.
La ecuacién (10) puede sxpresarse de un modo equive-

lente afirmando que el movimiento de los planetas en la teo-
ria de Birkhoff admite el Lagrangiano:

2l/r (' R v2)

. (t1)

_.
L = > L

A continuacidén obtenemos una de las tres ecuaciones
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diferenciales de Buler que se deducen del principio (10).

Elegimos 1la que se refiere a la coordenada x.

oL 2l/r
— = me :
ox
d oL _ egl/r . 2Mrx _
dt 9% " X r2 ’
) /¢ | Mx 2
3x -mne { ';E (l + Vv ) ] ’

Se ve que la ecuacidén de Euler correspondiente a la
coordenada x, y obtenida del Lagrangiano (l1), es equifa-
lente a la primera de las ecuaciones (9). De un modo seme-—
jante se demuestra que las ecuaciones de Euler para las co-
crdenadas y y 2% obtenidas del Lagrangiano (1)), son ri-
gurosamente equivalentes a lasdos dltimas de las ecuaciones
diferenciales (9). Hemos demostrado entonces que las tra-
yectorias de los planetas en la teorias de la gravitacién de
Birkhoff son las extremales del principio variacional (10).
Esto es equivalente a haber demostrado que el movimiento de

los planetas en la teoria de Birkhoff admite el Lagrangiano
(11).

I11. Aproximacidn Newtoniana.
En seguida haremwos ver que el Lagrangiano (!|) de la

teoria de Birkhoff es muy aproximadamente igual al Lagran-
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giano de la Mecdnica de Newton pars el Sol real y los plane-
tas reasles. En las unidades gque estamos usando, la masa del
Sol real es igual a 0.0005. La distancia miniva a la que se
puede acercar un planeta real al Sol real es igual al radic

del Sol, que en segundos-luz es de 2.3. Para el movimiento

de un planeta en el campo del Sol real:

oM
“::'< 0.0005 .

En el Lagrangiano (l1) podemos substituir la exponen-
cial eeﬁ/r por su desarrollc en serie. Despreciando los

términos de orden superior al primero, se obtiene:

Lé';l(l+—-) (1 + v%) ‘ (12)

Las velocidades de todos los planetas reales son in-
feriores a 80 Km/seg., o expresado en nuestras unidades, son

inferiores a 0.0002 segundos-luz por segundo. BEn el Lagran-
giano L podemos despreciar los diezmillonésimos ante can-

tidades del orden de diezmilésimos. Asi obtenemos:

L:___%_[I+__2§!+v2] ’

- n e  Mm
L 2+irmv +r . (13)

Bl Lagrangiano aproximado (13) de la teoria de Birkhoff

es idéntico -salvo la constante no esencial o - al Lagran-

giano de la mecdnica de Newton para el movimiento de los
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planetas reales en torno del Sol real.
El Lagrangiano aproximado (12) puede usarse para el
movimiento de cualquier particula exploradora en el campo

del Sol real, pues no se ha hecho ninguna hipdtesis sobre

la velocidad de la misma.

AR et teyi— —ERbessww  smmbiiesiisisiele 0 e e L SR 00 e 0 SRS

ria de Birkhoff como extremales de un principio variacional.

o T e 2 sl deessssiessseessieesssssssbefeebiiefaSSEEEELGEEIEEE.$$0 R, 0 L

Alberto Barajas° demostrdéd que las lineas de universo

de las particulas exploradoras de un campo gravitacional de
Birkhoff no son las geodésicas de ningdn espacio-tiempo cur-
vo de cuatro dimensiones, El teorema de Barajas se puede

complementar en el caso particular del campo central, demos-
trando que las lineas de universo de los planetas son las

extremales de un principio variacional. Estas lineas de unj
verso son extremales, pero no geodésicas. Para pasar de las
trayectorias a las lineas de universo basta considerar como
funciones por determinarse a t, x, y, 2z y como variable
de integracidén a la longitud de arco s, El principio varia
cional (10) sigue siendo vAlido, pero hay que tener en cuep
ta que el elemento de arco ds no es independiente de laa
diferenciales de las coordenadas del espacio~tiempo dt, dx,
dy, dz. El elemento de arco ds y esas diferenciales es-
tan ligadas por la ecuacién (!). Dividiendo ambos umiembros

de esa relacién entre ds® ase obtiene una ecuacién que li-
ga a las derivadas de las coordenadas con respecio & 8:

t'% - x'® g2 g% =, (14)

Introduciendo en el principio variacional (i0) la

|88



varisble de integracién s, podemos escribir:

dxy2 sy, 2 ,dzy2 _
SRR . LN LS ML M

® , R , 2 , 2
s[ %e“/’[u’ ry *tE ]t'ds=0. (16)

. g2

El principio variacional (10) es equivalente al prin-
cipio variacional (15) con la cvondicion auxitiar (14).

Transformando com el método del multiplicador de La-
grange el principio (I5) con su condicidm auxiliar (14),

obtiens:

2 ;2 12 l2
SN BT RS T I
, 12 2

s A [t2% - x'® - g o z'* - |]J’ ds = 0 . (18)

En el principio variacional (18) A es una funcidn

de s que hay que elegir de manera que se satisfaga la oop
dicién auxiliar (14).

Obtengamos l1la ecuacidn de Euler correspondiente a x,

del principio variacional (18):

oM/ [ t’x"-x'¢" . { y'2, x*%, y + z't 2rr'x'}:l
t'2 t’

= 2Ax" + 2\'x’ (17)
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Teniendo en cuente que:

. _ tlxl - xltl ' ?2 - x'2*1‘2+z'2 ]
X tlS ’ t,! ’
. _x' . .y . _ gz’
x =, ; = ; z2 = — ;
tl ’ y tl t:

la ecuacién (17) se puede escribir como sigue:

nezu/r t'['x' - -!5- {- X - xv° + Ziri'} ] = 2Ax” + 20'x" . (I8)
r

Comparando 1la ecuacién (!8) con la primera de las

ecuaciones (9), se ve que en este caso
A =A"=0 .

Obtengamos ahora la ecuacidén de Euler correspondiente

a t, del principio variacional (16):

' 2 ' 2 ¢ 2
_d_d; {egl/r [| _ X +y +Z ]} = OAt" + 2A't' . ('9)

2 B

g2

El primer miembro de la ecuacién (i19) es la derivada

con respecto a s de:

__% e,.'all/rt' (1 - va) . (20)

El autor demostrd que en el movimiento de los plane-

tas en la teoria de Birkhoff, se conserva la expresioin

B = —-!-+ ¥ M1ln | = .
r | - v

(21)
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Comparando la expresidén (20) con la (21) se obtiens:

o2V

(1 - v%) =-4§-o"' . (22)

R
2
Como el segundo miembro de la ecuacidén (22) es cona-

tante, se tine:

md J oW ey L
23 | © (I - v )} o . (23)
Comparando la ecuacidén (23) con la (9) se obtiene una

vez mis:

A:A':Oi

Bemos demostrado entonces que las lineas de universo
de los planetas en ol campo central de Birxhoff son las ex-
tremales del principio variscional (18). Si no se utilisa

ls relacién

trz_ x'?%. yrz_ gt? = |

para alterar la forma del integrando en (168), X tieme que

elegirse igual a cero.
Para las lineas de universo de las particulas explo-

radoras del campo central de Birkhoff vale el principioc va-
riacional:

5 J.’-g-at‘/r [t'+-£l::—%;:i—£::} ds = 0 ; (24)

siempre y cusndo no se utilice la relacién entre t’, x', y'
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y 2z’ para alterar la forma del integrando.
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