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RESUMEN

Se demuestra que las propiedades analiticas que Nigner
encuentra para la matriz KR son equivalentes a las propieda-

des de la matriz S gue se pueden deducir de una condicion de

causalsdad.

I. Introduccion.

La presente ncta trata el problems de dispersicn elasti-
ca de partfculas no relativistas por un centro dispersor fijo.

>e considere un centro dispersor de tamafio finito que puede

encerrarse dentro de una esfera de radio &a. Por ragones de

simplicidad supondremos que el centro dispersor tiene simetria
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esferica y tomaremos en consideracidn solo las ondas S. La
dispersidn queda entonces completamente descrita ya sea por la
"matriz S" (que en este caso se reduce a una funcidn de p),

o por la "matriz R”", que esta relacionada con S por:

2
g2187 S(p) = l+ip R(p")

.. |
I-ip R(p®) )

donde p es la magnitud del momento de la particula incidente
y p- es su energfa, tomandose la masa igusl a 4.

Wignerl ha demostrado que si la interaccidn dentro del
centro dispersor puede representarse por un operador auto-ad-
junto, la funcidn R(w) tiene las siguientes caracterfsticas:

(a) R(w) es una funcidn meromorfa de w = u+iv,

(b) R(u) es real.

(¢) Todos los polos de R estan sobre el eje real.

(d) La parte imaginaria de R es positiva en la parte
superior del semi-plano y negativa en la parte in-
ferior del semi-plano.

De acuerdo con un teorema de Herglotz2 se concluye por

un andlisis muy general, que el siguiente desarrollo es valido:

ve ve
R(w) = aw + 8 + T {— —-——} ’ (2)
u-w u_
donde las constantes a,8,y ,u_  son reales y a > 0. Los vo-
los u_  pueden tender a8 ® en ambas direcciones del eje real,

pero no pueden acumularse en ningin punto real.

Wigner y Eisenbund® mostraron que en realidad:
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lo que significa que agregamos una propiedad mas:
(e) La suma Z(yi/un) converge y es igual a £,y a = 0
La pregunta que nos hacemos se refiere a las caracteris

ticas de S que corresponden a las propiedades (a) - (e) de
R. De la relacidn (|) y de (a) y (b) se concluye que:
(a’) S(z) es una funcicn meroforfa de 2z = x+iy.

(b’') Sobre el eje real se tiene:
S(I)-I = S(x)* = S(~x} . (4)

Schutzer y Tiomno® han mostrado que (d) implica:

(c'}) Los polos de S westan sobre la parte positiva
del eje imaginario o en la parte inferior del se-
mi~plano.

En un trabajo reciente’ Wigner dedujo algunas propieda-
des de S de (a) - (d), pero ellas no fueron suficientes para
obtener en forma inversa las propiedades de R. Por otro la-
do, se ha mostrado® que 1s llamada condicidén de causalidad im-
rlica las siguientes vpropiedades adicionales sobre S.

(d'}) En el primer cuadrante del plano z,

aolasg

Ims e S(z) < | (5)

(e') e2'®® S(z) esta acotado en O < arg z < — - 5.

Vz
Se ha mostrado tambien que (a') - (e’) son condiciones
suficientes para obtener (a) - (d). En el presente trabajo

vamos a demostrar en primer lugar que (a') -~ (e’) implican
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también (e), y posteriormente mostraremos que (a) - (e) impli-
can (d’) y (e’). ELl resultado final puede formularse en el si-
guiente teorema: Las propiedades (a) - (e) de R son equie

valentes a las propiedades (a’) ~ (e‘) de S, Se puede verifi-

car fdcilmente que las propiedades que Wigner deduce para la S

estan contenidas en (a’') - (e').

II. (a) - () implican (e).

Con la abreviacidn e2'*® S(z) = S,(z), (!) nos da:
o, | Sa(z) - |
R(zg") = e 'EIT;T—:-T' . (8)

Se concluye que R(w) sobre el eje imaginario tiende a cero

como.

R(1v) = 0(v™T) (7)

a menos que S.(reﬂi/‘) tienda & -1 cuando r » ®, Para ex-
cluir esta posibilidad supondremos que & se toma ligeramen-
te mayor que el radio de la esfera mas pequetia en la que el cep
tro dispversor pueda encerrarse. Sabemos entonces que existe

21 (a~c)s _ =2ies
una pequefia € tal que e S(z) = e S,(z) esta

ﬂi/") + 0. Por

acotada, y por lo tanmto que con seguridad S _(re

lo tanto para una a elegida en esa forma la validez de (7)

esta garantizada.

Ahora consideremos la parte imaginaria de R(iv! dada

por (2):
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Claramente Img R(iv)/v + a 8i v + ®, de maners que de (7)

se concluye que a = 0. Tenemos ademsas que’:

{ Img R{iv) I R Ny
f _Eé;___z_ dv > J *zq__gi_; dv = *s n_
0 0 -‘ Up*V G -¥ lunl

Como la parte izquierda converge debido a (7), la sumsa de la

parte derecha este acotada cuando M y N tienden a ®. Uno

puede escribir por lo tanto:

2
Y2 4
R (w) =[ﬁ"2—u—‘-]+£ - ;
n

ya que tanto la parte izquierda como el dltimo termino de la

parte derecha tienden a 0 cuando w -+ ji®; el término cons-
tante en el parentesis cuadrado debe ser por tanto 0 y (3)

queda demostrado.

Para esta demostracion se supuso que R(w) esta defi-
nida en funcion de un valor a que es ligeramente mayor que
el valor minimo para el que (5) se cumple. Se puede ver que

esta suposicicdn es inevitable con ayuda del ejemplo:

i - 2z
(z) 1 + 2
Esta S sgatisface (a’) - (e’) con & = 0. Sin embargo si uno

define R con ayuda de (8) en donde a = 0, se obtiene que R

es igual a |; estea R satisface (a) - (d) y es de 1la forma

228



(2), pero no se puede escribir en la forma (3).

I1I. (a) - (e) implican (d’)

Primero suponemos que R esta dada por (3) con un ni-
mero finito de teérminos. En ese caso tanto R como S, son

&
funciones racionales y como R(zz) = o(zﬁz) obtenemos:

lim S _(z) = | para |z| -+ o
De (4) vemos que:

S, (=2%) =S,(z)"
v que por lo tanio S5 (z) es real sobre el eje imaginario.

De aqui que Img S, se haga 0 sobre el eje imaginario y en
el infinito, y que satisfaga (5) sobre el eje real; como es
una funcidn harmcnica en el primer cuadrante su maximo debe es
tar en la frontera, de manera que (5) se satisface en todo el
cundrante. Para hacer esta demostracidén rigurosa, debemos dis
cutir con m&s cuidado lo que pasa en la vecindad de los polos
gobre el eje imaginario. Estos polos son los puntos 1y pa-

ra los cuales:

Se sigue de (d) y mds obviamente de (3) que R’(u) >0 7y que
por tanto en cada uno de esos puntos:
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es negativo., En consecuencia el residuo de 5,(z) en cada po

lo ixn 8s -1cn con ¢ > 0O

Sa(z) = —=2 + g(z) , (8)

donde g(z) es regular en la vecindad y también real sobre el
eje imaginario. Esto muestra que es posible dibujar un peque-
fio semi~circulo en el primer cuadrante alrededor del polo, en
el que Img S_(z) & 0. Por lo tanto el uso del principio del
modulo maximo estaba justificado.

Consideremos ahore una R dada por (3) con un nimero
infinito de teérminos. Podemos formar primero un R mutilada
tomando los primeros N +teérminos de la serie y la demostra-
cion anterior muestra que (5) es valida para la correspondien-
te S mutilada. Si ahora N -+ ® es claro que (5) debe seguir
siendo valida para la S 1l1lfmite.

IV, (a) ~ (e) implican (e')

Estableceremos primero la estimacidn preliminar:
S (z) = o(lzl?) 81 lzl= ®, o . Ar Z -5
a » _‘E g Z ...*:x:. 2 v (9)

De acuerdo con el teorema de Herglotz2 se puede expresar los
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valores de la funcion 1-S_(z) por medio de una integral de

Poisson-Stieltjes, tomada alrededor de la frontera del primer

cuadrante. Esto nos da:

) 2 4 2
Y Y
1-5,(2) = a'z” +B' + 3 { - 2 ~ - } +

'—
'I.In A n

5 2 |..2g% |-Img S, (&)
= | 2 ——— e (10)
5 £ ~2 | + £

Esta ecuacidn es el andlogo de (2), pero la integral
ahora aparece también en el miembro derecho, debido al hecho
que S_(z) no es real sobre el eje real positivo. Como no

hay polos para =z real, todas las u’ son negativas, de la

forma u ] = "”i(“n > 0). Comparando con {(8) obtenemos

7;2 = 4+2k_c_. Después de algunos calculos ((0) se convierte

en:

Se{(z) — Sa(o0) n e Img S (f)

—e e 42— = [ aE
T e A e T

la parte derecha es una funcidn que es regular en toda la parte

superior del semi-plano y de orden |z| cuando |z| » ». El

miembro izquierdo sobre el eje real es de orden menor que

De acuerdo con el teorema de Phragmén y Lindeldf debe
ser por lo tanto de orden menor que |z| en toda la parte su-
perior del plano complejo. De aqui se obtiene la relscidn (9)
ya que la suma en el segundo término del miembro izquierdo

tiende a 0 si 2z tiende a ® en el angulo entre 0 vy
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-%-u 5., Tambieén se concluye que a' = 0.
Tomemos ahora la funcion:
21b 1 (b~
S.(z) = e ® 8(z) = e° (h-a)s S, (z)
con b > a. La funcion S,(z) satisface (a‘) - (¢’), de mane-
ra que Img S (z) < | en la frontera del primer cuadrante.

Ademas en el primer cuadrante no es mayor en valor absoluto

que S _(z), de manera que:
- 2 T
Sy (z) =o(12]7) 0 £ Arg z < 7 - 8

Por lo tanto podemos aplicar el teorema de Phragmén-Lindeldf

8 la funcidn:
F(z) = exp 1 5,(z) ’
con el resultado que |[F(z)! < e y por tanto que:
Img S,(z) < | (11)

en todo el cuadrante.
Podemos ahora encontrar una cota para [S_(z)| de (it)

escogiendo un valor apropiado para b. Para una 2z fijea sea:

S,(z) = |Sa| ei¢ ,

y entonces (l1) toma la formsa:

e 2(°7*)7 |5 | sen {2(b-a)x + 2} < | . (12)
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ks posible escoger una b > a +tal que:

sen {2(b-a)x + &} = | , b-a < 7/x .
Con este valor de b (l2) toma forma:

lo cual demuestra la condicidn (e').

APENDICE.

Wigner y Eisenbud® introducen un conjunto de soluciones
X1(r) de la ecuacion de Schrddinger, que satisfacen X;(a) = 0,

y desarrollan una funcion arbitraria ¢(r) en la forms:
p(r) = 2 A, X, (r) . (0 £ T < a)

Para la demostracion de (3) es esencial que este desarrollo sea
también vdlido para r = a, lo que no es obvio, Sin embargo,
se puede demostrar con facilidad en el caso que la interaccidn
estd dads por un potencial V(r). Si V =0 1la validez del
desarrollo es demostrable a partir de la teoris de las series
de Fourier, y es bien conocido que la presencia de un poten-
cial no tiene influencia sobre la convergencia., De necho, en el
caso de un potencial, (3) se puede demostrar mas directemente

usando las expresiones asintdticas®:

Y
L

p(p,r) ¥ sen pr/p , ¢'(p,r) = cos pr ,



rara p - i®, que dan
~ I
R(p®) = tan pa/p = 0 (35) ;

el analisis de la seccidn II muestra que esta relacidn impli-
X
ca (3).

e e
Vease la bibliografia al final del articulo siguiente.
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