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KESUNEN

In a previous note under the same title, we gave a
description of many level scottering in Fock space., Imn this
paper we discuss the time dependent solution for the scatter-~
ing and desintegration processes. The asympitotic behavior

of these time-dependent solutions, and the transient effects

in the scattered current, are anaclyzed.

I. Introduccidn.

En un articulo anterior' se ha encontrado que el fend-
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meno de la dispersion de dos part{culas mediaante la formacicn
de un nucleo compuesto y el fenomeno de la desintegracidn de
una particula en dos se puyede describir utilizando um espacio
de Fock, por medio de condiciones a la frontera, la cual se
reducs al punto de interaccion. Se encontraron las soluciones
dependientes del tiempo en la representacion de energfa-momen-
to angular, asj como la representacidén del potencial por medio
del cual se lleve a cabo la interaccion. Lo interesante a es-
te respecto es que este potencial no tiene analogo cléasico.

En el presente articulo se obtienen las soluciones de-
pendientes del tiempo que describen los dos procesos, se esiu-

dia su comportamiento eu el tiempo y por filtimo se hace un ang

lisis detallado de los fenémenos transitorios que aparecen en

le corriente.

IT. Soluciones dependientes del tiempo.
Ahora se desea obtener un operador [(t) dependiente

del tiempo, en el espacio de Fock, que transforme al estado

inicial |Q> de* (A.1) o (A.2) en el correspondiente estado

al tiempo t. Entonces

lat > = ()| (1)

Por (A.17) se debe tener que

i f’%’ g(t) = HU(t) (Ia)

F

*Cuando seea necesario hacer referencia a una relacidn que apa
rezca en (}), se hard anteponiendo la letra A al nimero

que le corresponda a dicha relacion en (1).
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con 1la condicidn
uo) =1 - (1b)

Sabiendo que en la representacidn de energia-momento ap

gular el estado |Q> tiene el desarrollo™

Q> = I |E><E |Q>dE , (2)
0
la solucién de (la), en la representacidn de energia-momento

angular, esta dada por:

1Bt

<BlU{t)|B'> = o s (E-E’) . (3)

De (2) y (3) se obtiene el desarrollo de [Qt>

i

L
|Qt> I IE>e'1nt<EIQ> dE , (4)
O

con lo cual ss ha obtenido el desarrollo en el tiempo del es~
tado |Q>.

A) Soluciones dependientes del tiempo para la disper-
sidén.

Fn el caso de dispersidén el sistema este representedo
inicislmente por una onda plana cuyo vector de propagaciénr se
designard por k'. Las componentes del estado inicial k>

del sistema estdn dadas por

*Puesto que todo el andlisis estd hecho para 1 = 0, el
bra <EQ0| se designard brevemente por <E| sin introducir

ninguna confusién en la notacidn.
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<Flk'> = o . (5a)
<jlk’> =90 . (5b)

La onda plana dada en (5a) se puede expresar en térmi-
nos de sus componentes esféricas y puesto que las particulas
solawente interaccionan para momento angular cero, la componep

te de (5a) para 1 = 0 se desarrollard conforme a (4) y el

desarrollo de las demas componentes sersa estacionario.

Poniendo
- sen k'r -1 = sen k'r
Tl k el (? ——ET;—j) , (+)

donde el primer sumando de (+) representa la componente de mo-
mento angular cero de <rlk’'> y el segundo sumando contiene
a la suma de todas las componenties corresponaientes a 1 # 0,

las componentes de |i?t> estardn dadas por (4) haciendo
Q> = [k'>.

- - P @ -
Flare> = (68 Togo(m)e " T | <l o7 klkr> dE,  (6a)
O

L« -
lkrt> = j <1E> o *Pr<E|k'> dE (6b)
O
donde, por (6) y (+)
T kK'r
<Elk'> = 4n J <E|r> EEET;—_-rzdr. (8c)
0
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Efectuando las operaciones indicadas por (6a,b) las com
ponentes de la funcidn de Fock ‘i’o (r,t) estdn dadas por (véase
apéndice III)

1 (k'7-B'4%)

oo (F, k', t) = 6 ' I["f A'X(r, ke t) ,  (7a)
¢j¢(5,i',t) = 3 A4,X(0,ke,t) (7b)

donde ka« son los polos de la funcidn
SEE R

y los coeficientes A' ¥y A;J estan dados por:

A’ ='% Res [-lggiﬁé—] , (9a)
k™ -k =Ko
| 3R(E) 1+S(k) ]
! proofl a S S A—" . b
A, n ke« Res [ Cos ok (9b)

k=k,

Las sumas gque aparecen en (7a,b) se extienden a todos
los indices o tales que k, es polo de (8). Como se puede

ver facilmente los coeficientes A, y A , correspondientes
oR(E)

Y son nulos. Por ultimo,

a8 los polos de
ol

1{(kr-84t)

X(r,k,t) = e erfc (z) ,

donde
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erfec (z) = e du , z = e —_— .

/2t

_g_ T -uZ2 -1 7 r=kt
/r

B} Soluciones dependientes del tiempo parsa la desin.e-

gracion,

Bn esate caso el sistema se encuenira formando inicial-
mente afguno ae los nicleos compuestos, por ejemple, el C,.
Las componentes del estado |i> para t = 0 estdn dadas por.

<Fl|i> =0 , (10a)

{
o

<jli> §1 (1Ch)

Por medio de (4) se pueden encontrar las componentes de

lit> que son:

@©

Flit> = [ <F1B> o7t <El> @B (11a)
o

<jlit> = I <j | B> o 1M <E|i> dE . (t1b)
0

Efectuando las operaciones indicadas en (i{la,b) como se
muestra en el Apdndice III1, las componentes de la funcidn de
Fock ¥,(r,t) para la aesintegracién de la partiiculs C,, o8-

t4n dadas por

E A, K(r,kq,t) (128}

¢31(F:t) = 8440 * E Aﬂjix(oiki't) ' (12b)
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donde k, son los polos de la funcién dade en (8) y los coefi
cientes A _, vy Auai estan dados por:

k R
by = - [os Res | o (I+S(k))]k e
_ | OR(E oR(E
hys = i k? Ros [-3-0-(-1-1 St (esw)] . (s

k=k

Las sumas que aparecen en ((2a,b) se extienden a todos
los valores de o para los cuales k_ es polo de (8). Como

se puede verificar fdcilmente los coeficientes A_, y A¢Ji
correspondientes a los polos de (k’e—kz)“' son cero, y por
lo tanto no apareceu en las sumas (!2a,b).

En el apéndice III se demuestra que las soluciones da-

das por (7a,b) y (i12a,b) satisfacen las ecvuaciones de movimiep

to (A.1ba,b,c) y que para t = 0 aquellas se reducen a las
expresiones (5a,b) y (10a,b) segdn see el caso.
Como se puede observar las solucionss estan completamen

te determinadas al conocer los polos de la funcidn S(k) vy

por lo tanto el sistema (A.1) o (A.2) esta totalmente caracte—

rizado por esta funcidn.
Se desea ahora estudiar el comportamiento estacionario

del sistema en su forma {(A.1) y en su forma (A.2). En 21 apép

dice II estdn consignados los valores asintéticos de la fun-

cion X(r,k,t) cuando t +» ® para cualquier valor del argu-

mento de k.
Pars encontrar el valor asintético de *¢00(?,E',t) da-

da por (7a) es de notarse que cuando t » ® Jla funcidn
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K(r,ku,t) es disvinta de cero solamente cuando 3 >k, > --E*

Por otra parte la contribucidn de los términos correspondien~-

tes a los polos k, de S(k) tales que arg k_ > - es deg

4

preciavle puesto que la parte imaginariau de E_  es negativa.

Entonces, cuando t » ©® la expresién (7a) se reduce a:

1%’ - ¥ o' TT _im'y
'r -
Yoo - [e + ZA " | e ’ (|4)

iy

donde A estd dado por (Qa) para k, = k'

R(E')

A=t ToRET

(14a)

y la férmula multinivelar para ls seccidn de dispersidn esta

dada por:

R(E')?

o(k’') = 4n T:ETEETETT§- . (15)

Supéngase ahora que solamente hay una resonancia y que

ésta se efectia a la energia L,. La expf631dn (15) se redu-

ce &
' o
47 ri
U(k') = 1o o ' O s (lsa)
k (B,-E)"+ I",
donde

' = 2m Cii K’ ’ (1éb)

es 1a semianchura de la resonancia para la dispersidn & la

energia E'., La semianchura en resonancia estd dada por:



[y = 2m cii K, . (16c)

bn esta forma se ve 1a relacidn que existe entre la
constante C_, que mide la accidn que ejerce la etapa cero
sobre la etapa i o viceversa y la anchura de la resonancis
para el proceso de dispersidn.

Por otra parte, la probabilidad de que el sistem‘ se
encuenire formando el nucleo CJ esta dado por ijolg. Por
razonamientos andlogos & los aducidos anteriormente la expre-

sién (7b), cuando t -+ o, 3e reduce a

, =iB’+¢
¢5o + 213 e .

donde A; estd dada por (9b) cuando k, = k'.
El valor asintdtico de la probabilided de que el siste-~

ma se encuentre formando el nucleo CJ estard dado por

22
7 |

(E,~E)® 13k *R(E")® '

y la probabilidad de que se encuentre en las etapa "j con res-

pecto a la probabilidad de que se encuenire en la i estd da-

da por

e S 1

— . (17a)
Pi Fj_ Ej - B’

P, TI{ (B, - E') ‘

s obvio de este Wltima relacidn, que si la resonancia
se ha llevado a cabo a la energia Ej la probabilidad de que

el siistema se encuentre formando el micleo CJ es mucho ma-
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yor que la probabilidad de encontrarlo formando cualquier otra
particula compuesta C, (i # j).
El cvomportamiento estacionario del sistema (A.2) se pue

de obtener del (12a,b). Los uUnicos términos que contribuyen a
7

la suma en (12a) son aquellos para los cuales - Z-<arg ke< Q.
Entonces
| 1(k,rek_t)
"boi - ';E lei e » (la)

donde la suma se extiende a todos los polos ke« de S(k) ta-

les que —-§<arg ke < 0. Los coeficientes A_, son los dados

por (i3a).

Se puede ver fdcilmente que (18) representa una super-
posicidn de estados que decaen con el tiempo, debido a que la
parte imaginaria de Ea« es negativa. La vida media del esta-
do que corresponde al polo ka« estd dada por

- |
Ta . |8sa
« ~ 2Tk, k, | (188)
donde k__ v k,, representan las componenies del polo k,

sobre los ejes real e imaginario del planmo k respectivamen-

te.
Finalmente, cuando t -» ®, la funcidn (I12b) toma la

formsa

-1E_+4
¢131422Aﬂ310 R (19)

&

donde la suma se extiende a los mismos valores de a que en

(18) vy los coeficientes Aﬂji estd4n dados por (i13b). La ex-
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presién (19) representa una superposicidn de estados que de-

caen en el tiempo con una vida media dada por (i8a).

Con lo desarrollauo hasta ahora se puede encontrar la
seccion para la dispersidn suponiendo que esta se lleva a cabo
mediante la formacién de un nucleo compuesto.

Definiendo la amplitud para la probabilidad de desinte-

gracién del nucleo compuestio CJ como

ok’ , (20a)

y la amplitud para la formacidén del mismo nucleo por

zag
/E-_—. - ’ (ZOb)
ﬁJ ,_-k'

donde Aj estéd dada por (g9b) para ke = k’. Ls divisidén en-
tre vk’ en (20b) tiene por objeto normalizar a unidad de co
rriente.

Ahora bien, la expresidén (15) para la seccién de dis-
persién sat pusde ponsxr en la forma:

on C: 2

| —oJ

n
)3

o(k’) = 47 | TeR(E) 52, E, - E'| (200)
Puesto que

A! = _ﬂ&j_ _._.__..l_..__....... (20d

T F, - B 1-1k'R(E') )

se ve facilmente que

2

o(k') = | 2 V2T] Vo (21)
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Suponiendo que solamente hay un nivel de resonancia, la

expresién (21) se reduce a
o(k') = 2§ oo, : (21a)

lo cual expresa el hecho de que la seccidédn para la dispersiédn

es igual al productoc de la probabilidad de desintegracidn por
la probabilidad de formacidn del nucleo compuesto por unidad de corriente.

Cuando existen varios niveles ae resonancia la inter-
pretacién no es tan clara. Sin embargo, se puede ver de (21)
que la dispersién es un etfecto voherente. En esta expresion

entran exclusivamente términos que son productos de la ampli-

tud para la formacisn ael nicleo compuesto por la amplitud de

desintegraciédn del mismo.

T T e e T T

La funcidén (7a) que describe el fendmeno de la disper-

sién ae puede poner como:
Voo (F,k',t) = e X "B V) y 3 k1) (7a)

donde ¢, represenia la cada dispersa y estd4 dada por

aplmbin

b5,k 1) = -;:_- £ AL X(r, ke t) . (22)

Por (22) se puede encontrar el valor de la corriente
dispersa a cualquier tiempo t. Es posipole, entonces, seguilr
el curso ae esta corriente desde gque se inicia el fendmeno

hasta que se establecen las condiciones estacionarias.
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En el sistema natural de unidades usado en este traba-

jo, la corriente dispersa ] estd4 dada por

HEA) = 2 Wa vy, -, V) . (23)

Puesto que 1a onda (22) es una onda S, la expresidn

(23) se puede poner en la forma:

- . &
JE ) = gy [(rv)® 2Rel gy 2| g

Substituyendo (22) en (24) y utiiizando los resultados
ocbtenidos en &l apépdice II se tiene que

J(£,t) = = Re [§ AMX(r, ke, t)]* [3 kekiX(r, ko t)] ,  (25)

r

- 4

ruesto que 2 A, = 0 como se puede ver de la definicidn de
A' dada por‘(ga).

De las propiedades de las funciones X(r,k,t) es fé4-
cil verificar que

j(r,0) = 0 (258)

Cuando t » ® 1a suma contenida en el primer factor
de (25) se reduce a

A'X(r,k',t) + £ AL X(r,k,,t) , (*)
&

donde esia suma se extiende a todos los valores de o tales

™ / .
que —Z-<arg ke < 0. Los terminos que corresponden & polos
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de S(k) tales que = <arg ka < %;- tienden a cero como se
puede ver de la forma asintética (II.4a) de X(r,k,t). La suma
(*) representa una superposicién de estados que decaern con una
vide media dada por (i8a). Para tiempos suficientemente gran-
aes e8tos estados no contribuyen al valor que se observa para
la corriente. De todos los términos de (*), el dnico que in-

teresa para el cldlculo de la corriente estacionaria es el pri-
mero.

Los razonamientos que se acaban de hacer son igualmen-
te vAlidos para la suma que aparecs en el segundo factor ae

(25) .
El valor estacionario de la corriente esta dado por

r

»
r3

j(F,@) = 4k’ |A'}°® (28)

donde A’ estd dado por (9a) para ka = k'.
El flujo producido por la corriente j(¥,t) ses8td dado

poT

+ § do , (27)

SRET

"l

donde o es una supoerficie esférica con centro en’'r = (.

El flujo estacionario se obtiene substituyendo (28) en
(27)

IS(k*) - 1|2

J(m) = n kl ’

y la relacidén del flujo al tiemno t al flujo estacionario

esta dada por
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e,

(t) _ 4k’
J(®)  Is(k')-1]3

F(r,k',t) |, (28)

con

F(r,k’,t) = Re [E A!X(r,k,_,t)1*[Z kA'X(r,k_t)] . (28a)

Con el objeto de simplificar el andlisis que se tiene
que hacer para estudiar la dependencias de F(r,k",t) con res-
pecto al tiempo, se supondréd que se cumplen las siguientes cop
diciones:

a) Se va a estudiar el flujo que pasa a través de una

esfera de radio r, tal gque las cantidades
k'ra [ k,‘ rn »

son siempre mucho mayores que la unidad.
Esto es, que la distancia r, del dispersor al obser-

vador es siempre mucho mayor que cualquiera de las longitudes
de onda A" y A,, en que A’ representa la longitud de onda
correspondiente a la energia incidente y Ay la correspondien
te a la energla de resonancia EJ.

b) La semianchura l":l correspondiemte al nivel 3 es
mucho menor que la diferencia entre la energla de resonancisa
EJ de ese nivel y la energia de las particulas incidentes

|Ej - E', >> Fj

Cuando E' = Ej, los resultados son esencialmente los mismos

como se verd mids adelante.
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c) Las anchuras son peque¥as comparadas con las energias

de resonancia y también pequelias comparadas con lLa diferencia

de energias correspondientes a dos resonancias distintas. Es~

to es:
Iy r _
—_ << ], 4 << , (i7]) .

Como consecuencia de esto se obtiene lo siguiente:

d) La anchura de la resonancia correspondiente al ni-

vel j calculada para la energia E, de la rescnancia i, es

mucho menor que la diferencia enire las dos energias E, y

E,. De la definicién (18b,c) esta condicidén se puede escribir

como

[5s T3 o« (*)
r
Puesto que r___l___T,(i # j) es mucho menor que la
E, - K
3 1

unidad, el valor mas desfavorable para (*) se obtiene cuando

E, >> EJ. Pero en este caso EJ se. puede despreciar con res-
pecto a E, en el término que contiene la diferencia de las

dos. Se obtiene entonces que el miembro izquierdo de (*) se

/B Ty .
E, E

J

transforma en

que es mucho menor que la unidad por la condieion {(c¢), con lo
cual se establece la validez de (¥*).

e} Por dltimo se supone que
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E.}.Vk ro >> | . (*)

1
E:l

Segun la teoria de Weisskopf

My ~ 2 Ky ,
Lid K

By

donde « es el ntmero de onda del interior del nicleoc. Para

que se cumpla (*) es preciso que

ky

2
T K

&y To . (**)
sea mucho mayor que la unidad. La expresidn (**) serd tanto
mas pequeda cuanto mas pequelfa sea k,. Puesto gue no intere-
san energlas menores que las itérmicas, se va a evaluar (**) sy
poniendo que k, ~ Z%-ev. Puesto que « ~ [0'® cm” ' la expre
sién es del orden de |0¥r,. Entonces, si es cierta la rela-
cién de Weisskopf, la relacidén (*) ss vdlida si el observador
esta colocado a una dis:tancia del dispersor que sea del orden
de centimetros o mayor,

Aceptando estas hipétesis es posible adquirir una in-
formacidn mayor acerca de los polos de la funocidn S(k), que
estdn dados, como se ve en el apéndice I, por las ralces de

la ecuacidn

| - {kR(E) = 0 . (29)

Substituyendo en (29) el valor de R(E) dado por (A.28e),
obvismente se tiene:
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E, - E
E=E, - 2riC%,k - 1k- 3’ 2nC2, =

\ J=1 °J E (292)

g = E
donde el acento en la suma indica que se excluye el término
j = i,
Si se supone que E = E1 es, con aproximacién cero,
una solucidn de (29a), entonces, a primera aproximacién se tep

dri:

2 _ ri
Ei - 2niC°Jki = Ei i—i'E:' ’ (29b)

El

teniendo en cuenta la definicidén de I', dada por (l8¢c). Sus-
tituyendo (29b) en (29a) se obtendrd el valor de la raiz en
una segunda aproximacidn, la cual se va a designar por E”*,

Se tiene, entonces que

r r r (2nC%,k,) T
E" = E, [I—-i — (1-1 —E—‘—)* + (1-1 -E-"i)* o= ..E.i...] :
Ey g 4 3z, 247 g+ily {

Teriendo en cuenta las hipdtesis (c¢) y (d) se puede ver
fdcilmente que los términos incluidos en la suma son todos
ellos de segundo orden er las cantidaues que aparecen en (¢) y
(d) por el hecho de contener cuadrados de magnitudes gque por las
hipdtesis anteriores son mucho menores que uno. Ahora bien,
si se desprecian todos los términos de segundo orden se obtie~
ne que E” = E‘., Entonces las raices de (29) estdn bien re-

presentadas por la expresidn (29b). En consecuencia

Pi
k = k, [l-i-EE:-] , (30)
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representan los polos de la funcidn S(k) con una aproximacidn
de primer orden. Evidentemente este cdlculo es vdlido solamen-
te cuando E1 >0 , es decir, para las energlfas que correspon-
den a resonancia.

La expresidén (30) solamente da los polos de S(k) que
se encueniran en el cuarto cuadrante., Por la propiedad P.| de
S(k) que se muestra en el Apéndice I, los polos situados en el

tercer cuadrante estarédn dados por:

k =k, [ ~1-1 2;: ] . (308)

Se desea estudiar ahora cuales son las.consecuencias de
las hipdtesis (a) - (e) sobre la funcidén X(r,k,t). De esta,
por el momento, solamente interesa su médulo,.

1) La funcidn X(r,k’,t) se puede poner en términos de

las integrales de Fresnel® C{u) y S(u) en tal forma gque

[ X(ro,k',t)|* = 2((4 + C(w))® + (3 +» S(u))*1 , (31)

oon
[

donde T = ro/k’ es el tiempo de vuelo. Se puede ver fdcil-
mente que la funcidén (31) toma el valor cero para t = 0
aumentando monotdnicamente a medida que el tiempo transcurre
hasta llegur a su mdximo y oscilando despuéds alrededor del va
lor 4, Para t =T, (31) toma el valor |.

Por lo que respecta a la funcidn X(ro/k',t) es fdcil
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ver que su médulo es mucho menor que la unidad. En este caso,
por los resultados del Apéndice II, el valor minimo del médulo
de z est4 dado por

|Z|n1n = v Zk'ro ’

el cual, por le hipdtesis (a) ez mucho mayor que la unidad. Ep
tonces esta dltima funcidn puede substitulrse por su valor asip

tético tenidéndose que

| X(ro,~k*, t)]* =

= << | . (31b)
|2

2) Para las funciones X(r,k,,t), en que k, es polo
de S(k) situado en la parte interior del plano complejo k,
se obtienen resultados un poco distintos.

Supongase que k,; y ks2 8on los dos polos de S(k)
asociados con la energis de amarre E,, los cuales estan dados
por (30} y (30a) respuvctivamente.

Para k¢;, por (11) del Apéndice II, se tiene que

>>
lzlnin Lo,

puesto que elevando al cuadrado la desigualdad

2
ri

2
4E2

(l+ ) k:r: - kiro >> } 9

se llega a la condicidn (e) la cual se ha supuesto vdlida.
Obviamente para k.2 86 obtiene que el valor absoluto

de la 3z correspondiente es siempre mucho mayor que la uni-
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dad. Entonces las funciones X(ro,k,,,t) y X(ro,k,,,t) =se

pueden aproximar por sus valores asintéticos cualquiers que

sea el valor del tiempo obtenléndose que®

t)|2 ___!_ zt

Ix(ro'killﬁl - - r‘ » (32)
- 1 Q.2
(r¢+kit)2 v — kit
4E®
tomandose el signo + para k,, y el -~ pars k,. .

Con las consideraciones que se han hecho hasta ahora es
posible simplificar bestante la expresién (28a).

Aparece, en primer lugar, un término del tipo
|X(ro.k',t)|2, del cual conocemos bien su comportamiento con
respecto a)l tiempo. Comparados con este término se desprecia-
rén los terminos del tipo |X(re,-k’,t) | ® y X(ro.k'.t)x(ro,-k',t)*

o su conjugado, por ser el modulo de X(ry,-k’,t) siempre mu-

X
Cuando (32) se utiliza para encontrar el valor de

IX(ro,k“,t)l2 es conveniente hacer la siguiente observa-
cidn: 1la expresidm (32) alcansa su méximo (t = ro/k,),

arg z = n/4 y entonces se ysa el vslor asintotico (II.4a)
para la X, A partir de t = (ro/ki)[l—(ri/ZE)l-', arg z >-§-
y entonces es necesario utilizar pars la X el valor asinto-
tico dado por (II.4b). Al tiempo antes indicado la expre-
gidn (32) ha bajado solamente a la mitad de su magimo. Sin
embargo, es posible seguir utilizando la forms asintotioa
(II.4a) puesto gue el valor de o5’ o= despreciable compa-
rado con el valor de lzl-‘ cuando arg z > n/2. BEn esta
forma (32) da con buena aproximacidn el valor asintdtico de
IX(ro,kil,t)Iz. En el caso del otro polo, k,,, es facil ver

que no hay ninguna dificultad a este respecio.
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cho menor que la unidad como se ha visto anteriormente.
Aparecen otros términos del tipo Ix(ro.k“,t)l2 que
tienen la particularided de presentar un maximo para t = ry/ky.

Con respecto a estos se despreciarén los términos del tipo
|X(ro,k12,t)|2 puesto que para t F 0 estos son siempre mu-
cho menores que los primeros, pudiéndose decir lo wmismo de los
términos del tipo X(ro,ki|,t)x(rg,kdz,t)* y su conjugado,
puesto que para t = ro/ki; son mucho menores que
!X(rg,ki;,t)le. Por razonamientos sexejantes a estos es fdcil
admitir que los terminos del tipo x(ro,kil.t)x(ro,kjlrt)*p y
su conjugado, y los del tipo X(ro,kiz.t)x(ro,ka,t)* y 8u cop
jugado, tambien se pueden despreciar puestio que no contribuyen
apreciablemente al valor de la corriepte.

Falta ain discutir los términos del tipo
X(ro,ik',t)X(rg,kﬂ,t}* y sus conjugados, en que k, es8 polo
de S(k).

Comparando los términos -del tipo X(ro.-k',t)x(ro,k,,t)*
con los del tipo [X(ro,k.,t)!° se ve inmediatamente que los
primeros son mucho menores gque los segundos para cualquier
tiempo 4. Lo mismo se puede afirmar de los términos del tipo
X(re,k',t)X(ro,ks2,t) comparados con los del tipo
X(re, k', t)X(ro,kq1,1).

Finalmente los térmimos del tipo x(ro,k',t)x(rg,ki|,t)*
y sus conjugados., So pueden presentar dos casos:

a) k, > k'. En este caso |[X(ro,k,;,t)| alcanza su
valor mdximo cuando |[X(ro,k’,t)| es del orden de cero. Es-
to se puede ver fdcilmente utilizando la hipétesis b). En
consecuencia los términos de este tvipo pueden desprecisrse cop

parados con los del tipo |X(ro,kii,t)]2.
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b) k'’ > k,. Al alcanzar |X(rg,kqi,t)| su valor mdxi-
o, I|X(ro,k’,t)| es del orden de la unidad. Entonces los tér
minos que se estan considerando presentan interferencia con los
terminos del tipo |X(ro,ki11.t)|%. BEn este caso la contribu-
cién de los términos X(ro,k1|.t)l(r¢k'.t)* y sus conjugados
no puede ser despreciada.

Por todo lo anteriormente dicho, la expresidén (28a) se

puede aproximar por

Y,

F(rﬂlkiit) = kill'"l2'x(’-.ﬂ:lrkdl}m.';)I2 +

+ % killilz |x(rﬂrkilft)|2 ’ (33)

donde se ha supuesto que k, > k’ para toda i. Entonces la
suma se extiende a todo valor de i tal que ks, es polo de
S(k) situado en el cuarto cuadrante del plano complejo k vy
los coeficientes A’ y A se obtienen de (9a) ponmiendo
ke = k' y ka = kg, respectivamente.

Si para algunos valores de i se tiene Kk, < k' hay
que sumarle a (33) los términos de interferencia cvorrespon-
dientes a cada polo. Esto es, por cada k, < k' hay que su-

marle un término cuyo valor esta dado por

Re[A'li'k1X(ro,k ,t)* X(ro,k11,t) +

v AAYK X(ro,k ,t) X(ro,kyi,t)*] - (*)

Substituyendo (31) y (82) en (33) se obtiene el valor
del flujo dado por (28).
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J 2
_J: = % [(ﬁ + S(u)) + (ﬁ' + C(u))z] +
r
. dk‘k, |AJ1Z 2 (Eé',_) v (34)
11-S(x') ] = T, r 134
1 ) ; (T:‘_*-'--*'l'.)?ILT + EEL)Q t°

donde T, =ro/k, es el tiempo de vuelo asociado con la reso-
nancia 1.

Si para alguuos valores de i, k, < k' entonces se de-
ben sumar a (34) los términos del tipo (*) correspondientes a

estos valores.

El primer término que aparece en (34) ha sido estudia-

do en conexidén con otitro problema: s1 an el instante t 0 se
apre un obturador permitiendo asi el paso de un haz de parti-
culas de velocidad k', un observador que esté situado enfren-
te del obturador a una distancia r, observard gque a partir
del tiempo t = 0 el flujo de particulas va aumentando hasta
alcanzar un mAximo despues ael tiempo de vuelo T = r,/k’, os-
cilando, posteriormente, alrededor del valor estacionario. A
este fenémeno se le ha dado el nombre de difraccién en el
tiempo. En el caso presente, aste tdrmino que aparece en (34)
es debido a un efecto que es independiente de la estructura
del nucleo compuesto C: es un efecto aebido a la dispersién
por una esfera rigidaa. |

La suma contenida en (34) trae informacidn nueva: el
curso de la corriente transitoria se ve modificado por la exig
tencia de energias de resonancia. FEszte es un sfecto debido a
la naturaleza de la particula compuesta C. A4 los tiempos

T, = ro/k, sa observa una resonancia en la corriente.
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En todo este andlisis se ha& supuesto que ninguno de los nu-
cleos compuestos C, tiene una energia de amarre E, que sea
negativa, ©Si, por el contrario, alguna de estas particulas
compuestas tiene energia deo amarre negativa entonces la fun-
cidn S(k) tiene un polo sobre la parte positiva del eje ima-

ginario k. Las soluciones a2l problama de la dispersidn y de
la desintegracién quedan sin modificacidn: hasta tomar en con-

sideracién que hay tamtos polos de S(k) sobre la parte posi-
tive del eje imaginario de k cuantas sean las particulas C;

que tienen energia de amarre negativa,

En este caso, la expresidn para la corriente estd dada
también por (34), puesto que todas estas energias de amarre ne-
gativas corrssponden a estados ligados. Naturalmente que, para
que esto sea cierto, es necesario que la distancia ro, del ob-

servador al dispersor sea mucho mayor que la longitud de onda

asociada a La particula ligada.

Apéndice I,
Algunas propiedades de la funcién S(k).

La funcidén de colisidn S(k) esta definida en términos
de la tuncién R(E) de Wigner como:

| + ikR(E)

I~ 1kR(E) (1.1)

S(k) =
donde

I el : (A. 26e)
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Las constantes Cod son todas reales y Ej, que repre-
senta la energia de amarre de la partfcula Cy» es8 mayor que

cero para cualquier valor de .

Los polos de la funcidén S(k) en el plano complejo k

est4n dados por las ralces de la ecuacidn

F(k) = 1-{«R(B) = 0 . (1.2)

Como se puede ver por (A.28e) la ecuacidén (I.2) tiene
2un raices.

P.l. Si ke« e8 raiz de F(k), entonoces —kﬁ también es.

Si |~-ikaR(Eq) = 0, conjugando se obtiene que
-1 (-k&)R(EE) = 0.
P.2. Las raices de (I.2) estdn en la parte inferior del plano
complejo k o sobre el eje inaginario‘.
P.3. S B, > 0 pars toda ;, no hay ningdn polo de S(k) si-
tuado sobre la parte positiva del eje imaginario. (Sobre esta
parte del eje imaginario F(k) > I).

P.4, S(k)* = S{~k) ¥ S(k)*S(k) = | para k real®,
P.5., S(k) estd acotada en el punto al infinito. (Esto se pue-
de ver inmediatamente de la definicidén de S(k)).

Apdndice Il.
Propiedades de la fwnecidn X(r,k,t).

El valor de la integral

' a1(k.'c°*----l't.)

I | Tee. gk (1I.1)
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donde ks estéd situado en la parte inferior del plano comple-
jo k o sobre el eje real o sobre el eje i1maginario (excluyep

do de ambos el origen) y C es un contorno que va de - g

+® que pasa encima de ka«, estd dado porE

i(kr-2+t¢)

K(r,ka,t) = e erfe (z) , (I1.2)
donde
2 ( -u2
erfe (z) = — I 8 du , (LL,.22
(z) =3 )
_ ~1 4 r-kt
v Z = @ VT . (I1.2bk)

Con la ayuda de la definicidn (II.Z2) se pueden verificar
las siguientes igualdades.

r2
_ 1 -
..;; X(r,k,t) = ikX(r,k, t) -Jj—_-i- e 2% (II. 3a)
¥/ d .
2 ""'_'rz
? l+i i
—S Xk t) = Ky - (eekt) o f, (IL.3b)
g ?
—-— FT————— x - —— x - s

Cuando |z| »+ ® se tienen las siguientes formas asintéticas:

2
ng.exp(i-gi , 81 -n/2 <arg sz <n/2 . (11.4e)
X(r,k,t)+)
.4
(2 exp(zz) + --l'/;—) exp(i -g—; , 8i n/2<arg 2<3n/2 . (I1.4b)
e
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51 valor minimo del mddulo de 2z se alcanza cuando
t = r/lkl y estd dado por

izl ,_ = v r(lk| - kx) . (II.t1)
Evidentemente que si Jz|_ , >> | entonces se pueden

utilizar los valores asintdticos de X(r,k,t) dados por

(II.10a,b) para cualesquiera valores de r y t.

Apéndice III.
Integracidn de las soluciones.

Ante todo se van a copiar las ecuaciones (A.27a) y (A.27)

puesto que van a ser muy utiles para lo que aqul se va & desa~

rrollar,
<r|E> = ago(k)[jo(kr) -~ kR(E) ne¢(kr)] (ITI. 1)
<JIE> = ago (k) 2 2E(E) (111.2)
oJ
donde
k l -
aoo(k) = /=% T ETE (+11,3)

on? i+1kR(E)

Ahora bien, para integrar (8a) es necesario encontrar
el valor de (6¢). Substituyendo (III.!) en (8c) y utilizando

los resultados del apéndice del articulo A se obtiene que

Ty = AnaX T s (E R(E) ,
<Blk'> = 417&.00(1[) [21(' S(E E ) +m] (III.4)
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Substituyendo (I1I1I.1) y (II1.4) en la integral que aparece en
(6a) se obtiene lo siguiente

ho (k'r) he (k 'r) -12'4
— 4 ———— | & +
* |T+ik'R(E') = I-ik'R(E’)
1 ( _KR(E) hg(kr) -1mt
- I |-ikR(E) ,'2_ )% © kdk ’ (111.4a)

donde h:(p) estd dada por

- 3 .
h¥(p) = Jo(p) ¢ i mo(p) . (%)
Puesto que el integrando de {(III.4a) tiene dos polos
(k = + k') sobre el intervalo de iniegracidn, el valor de la
integral estard dado por el de su valor principal de Cauchy.
Substituyendo el intervalo ae integracidn por un contorno C

que pase por encima de todos los polos del integrando de (III.4a)
3R (E)

oC
ol
esto dltimo), y que vaya de =~® @& +® se tendri:

(posteriormentie se verda la razdn de

y de los polos de

& ‘ﬂallo kl

A )
Ry ‘R

+®
P J ~inRes (k = -k') -imRes (k
+ -]

k') = I . (III.4b)
C

donde P indica que se toma el valor principal de la integral
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que aparece en (III.4a), Res (k = -k’') y Res (k = k') re-
presentan los residuos del integrando de (III.48) en -k’ y
k' respectivamente. Calculando estos residuos la expresién en

cuestién se transforma en:

+$
kR(E) DPo(kr) -1mt

-1B0' ¢ l
jo'k'r)e +-;-J e kdk. (III1.4c)

0 l*ikR(E) k* E_kﬂ

Lo que se ha hecho aqui, de sustituir 1ls integral por su
valor principal en el caso de que el integrando tenga polos so-
bre el intervalo de integracidn y de sustituir este intervalo
por un contorno que pase por encima de todos los polos del in~
tegrando y que vaya de - g 4+, Se hari en lo futuro cuan~
do sea necesario sin entrar en mayores detalles,

Poniendo (III.4c) en el lugar de la integral que aparece
en (8a) y recordando la derinicidén de S(k) dada por (I.Il), se

obtiene:

', p-B" S - -
1(E'.F-2') | l S(k) = 1 gtler - B6) o0 (111 .44)

<rlk‘t> = o -E;; WTRY.

Si ka 8on los polos de la funciénm

S(k)  R(E)
k2 - k:i‘ 3C°1

(II1.5)

el ingegrando que aparece en (IIl1.4d) se puede desarrollar en

la forma siguiente:
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Al
._;..S_(E)'_I e S —— (I11.6a)

con

, 1 | - S(k)
A, =3 Res [F—TF}]{ -k, (II1I.5b)

Evidentemente los coeficientes A: correspondientes a

L.
los polos k_ de —EiEl
@ oC,4

(III.4d3) es regular en esos punios. La suma de (III.Ha) se ex-

son cero, puesto que el integrando de

tiende a todos los valores de a tales que k_ sea polo de

(II1.5).
Por (III.5a) y (II.2) la expresidn (III.4d) queda final-

mente como: ’

<F|i't> _ ei(k o ~ B'%) +-% 2 A;X(r,kn,t), (III.5c)
g - 4

que es lo escrito en (7a).
Sustituyendo (III.2) y (III.4) en (6b), esta expresidn

adquiere la forma:

} *T 3R(E) 'S 1"
= { s (1 + S(k)) 8(E - B') e 'k2dk +

+

|
4r7i

}R(E) S(k)-1 -1m
acoj "k—;“é-:;-é- e kdk . (III.S)

.
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El integrando que aparece en 1la segunda integral de
(II1.8) tiene dos polos (k = tk’) sobre el intervalo de inte~
cracién. Haciendo lo mismo que se hizo en el caso anterior se

tiene que el valor de (III.8) es:

. ¢ _ ' . - -
..'.._?;ﬁ_l o i, Z"Li' [-5—2—(-95-(-'—:-)-—-—; e *** kdk. (IIL.6a)
2 coa L 0 qj k' - k

Teniendo en cuenta que

-1lt

| ( ?R(E R (B
— [ <, k"" 7 kdk - - —-(—l , (III.8b)
C

por (III.8a) y (II11.8k), la expresién (€b) se transforma en:

- | ( R(E) S(k) + | -1me
{jtk 1> = Z:r—i- J -é_c-;;- ;:_;_-:_F - kdk. (III-GO)

Definiendo

;Jg.:..l..k, Re[

®R(E) S(k) + | ]
4

3Co3 L1z L p? (III.ﬁd)

k=k,

y teniendo en cuenta (I1.2), la expresidén (II1.6c) adquiers fi-
nalmente 1a forma

<j|k > = 2 Al g X{(0,k,_,t) . (II1.8e)
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Evidentem?n;e los coeficientes ej correspondientes a
OR(E

los. polos de 3C. . son cero, La suma de (III.Be) se extiendse
0

& todos los valores a tales que k_Z sea polo de (III.5).

Sustituyendo (III.1) y (III.2) en (lla) se obtiena:

| 7 oR(B) [ - + x -18¢ »
— £ 5o [ho(kr) + S(k) ho(kr)][hs (k)] o  ™tk2ax,  (1IL.7)

donde h:(kr) estd definida por (*).

La integral (II1.7) puede separarse en dos partes: una
que contenga a h:(kr) y 1la otra que contenga a h_(kr). Cam-
biando k por -k en la integral que contiene a h;(kri y

recordando la propiedad P.4 de S(k), 1la expresidén (III.7) se
transforma en:

[ 3R(E) e eam
I6ﬂ2”£ 9Coy [I ) S(ki] ho(kr) e k*dk. (III.7a)

Todos los polos del integrando de (III.7) estan sbajo
del eje real del plano k. Definiendo

Aut = - —— Res [—R-(-‘l (1 + S(k))] (I11.7b)

Iew X=X,

por (II.2), la expresion (III.7s) toma finalmente la forma:

|
<Flit> =—Z A, X(r,k_,t) (III.7¢)
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Obviamente los coeficientes A
I oR(E)

k'2 - k2 acai

.3 correspondientes a
son cero.

los polos de

Finalmente, sustituyendo la expresidn. (II11.2) en (!1.b)
se obtiene

<jlit> = 3;713 J [I + S(k)] [I + S*(k)lggif) :g(f)e'”tk""dk. (I11.8)

Teniendo en cuenta que

[1 + S(k)] [1 ; s*(k)] - [1 . S(k)] + [l ' s*(k)] :

la expresién (III.8) se convierte en:

+

[I ; S(k)] 255}? 325‘3 o *"* k®dk.,  (III.8a)

g8 \—\8

32w

Cuando 3J A# 1 no hay ningun polo del integrando gque se
encuentre sobre el eje real. Por el contrario, si J = i hay
dos polos sobre el eje real (k = z2ki). Como se ha hecho en
otros casos se sustituye el intervalo de integracién por un

contorno que pase por encima de todos los polos del integrando,
transformidndose la expresién (III.8a) en

-1B, ¢ ] [ ] 3R(E) 2R(E) -1m% »
5.1 ® . [ |+ S(k e *"*k2dk. (1I1.8b
H 32m*® ) Coy 9Coy ( )

¢
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Definiendo

L 3R(E) 2R(E) ]
A,y = 3om1 k' RGB[3C°3 3., (I + S(k)) ek’ (III.8¢c)

v teniendo en cuenta (II.2) la expresién (III.8), toma la for-

e P
<jlit> = 544 © + 2 A 4 X{0,k_,1t) (II1.84)

%

Cuando 1 £ j 1los coeficientes de A4,,, correspondientes a
| 3R (E)

k'? - x? 3001 ’

son cero y cuando i = j sola-

l
k_;? _ kE

Las soluciones asl obtenidas para la dispersién y de-

los polos de

mente los correspondientes a los polos de

sintegracidén satisfacen las condiciones iniciales dadas por
(ba,b) y (10a,b) respectivamente,

Poniendo t = 0 en (IIl.5¢c), por (II.4a) se obtiene
(5a). Haciendo lo mismo con (III.6c) se obtiene:

cj|§3> =2 Ay, (III.9)
w

Se puede demostrar que la suma que aparece en (I11.9)

es cero, puesto que,la integral en el plano k, a lo largo de
una circunferencia con centro en el origen y de radio infinito,
de una funcidn con polos k_, y con residuocs A;J san estos

polos tiene por valor cero. En esta forma (III.9) se reduce a
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(5b).

Poniendo t = 0 en (III.7c¢c), por (II.4a) se obtiene
(10.a). Haciendo lo mismo con (III.8d) se obtiene que

(JIiO) = 813 + E Aﬁdi . (III-Q’)

Se puede demostrar que la suma que aparece en (I11.9a)
es cero por un procedimiento andlogo al que se siguidéd para de-
mostrar que la suma en (III1.9) es cero. En esta forma se veri-
fica (10b).

Lags soluciones deben satisfacer también la ecuacidn de

Schrodinger para particula libre dada por (4.18a) y las condi-

ciones a la frontera dadas por (AJ6b) y (AJBec).

Con la ayuda de la relacidén (II.3c) es facil ver que
tanto {III.5¢) como (III.7c) satisfacen (A.18a).

Sustituyendo (III.Bc) y (1I].80) en (A.18b), se obtiene

que debe cumplirse la relacidn

AL < ZCyAl,=0. (I1I1.10)
3

Es fdcil ver que (III.!{0) se cumple sustituyendo los
valores de A, y A,, y teniendo en cuenia la propiedad que
tiene R(E):

n
z Cos Y . (III.108s)

Tambien (III.7¢) y (III.8d) satisfacen (A.16b) teniendo

en cuenta que las siguientes reiaciones son ciertas:
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X(0,k,t) + X(0,~k,t) = 2¢ - 71% (III. }ob)

Con el auxilio de (II.S8a), (II.3b), (III.I0b) y de que

$ =% (1+1) k_ A, + 2nC_, (1-1) Al =0 |, (III. 100)

se puede ver facilmente que (III.5c) y (III.8e) satisfacen
(A. 1€0). |

Para demostrar (III.10c) se sigue un método del todo
analogo al que se siguicd para demostrar la relacidn (III.9).

En una forma enteramente semejante se puede ver que
(III.7¢) y (I1I.8d4) satisfacen (A.!8&c).
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