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RESUMEN

In a previous dader we discussed the problem of the
diffraction of neutrons by a crystal lattice, when the lattice
vibrated around its position of equilibrium with a definite
frecuency. In the Ppresent pader, we extend the analysis to
the case of thermal vibrations of the lattice. The method
used could be called semi-classical, because on one hand, the
state of the neutron is described by a wave function satisfy-

ing a Schridinger equation, and on the other, the vibrations



of the crystal lattice are described from o closssral stand-
pornt. The interaction between neutron and vibrating nucleus
1s girven 1n terms of o & functior, that dedends or the
tnstantaneous posrtion of the nucleus, and therefore, on the
time. The time dependent Schridinger equation 1s salved by
means of a Ladlace traﬁsform, and the elastic and snelastsg
ditferentrtal scattering crossections are obtained. These cros-
sections are compared with the ones obtained by WNeinstock, for

the scattering of neutrons by crystals in thermal vibration.

I.~ INTRODUCCION.

kn un trabajo anterior , (que designaremos en lo sucesivo
por I) el autor analizo el problema dea la difraccidn de neutro-
nes por una malla cristalina, cuando esta malle efectuaba vibra
ciones alrededor de su posicion de equilibrio con una frecuen-
cia definida. FEl metodo de analisis empleado para este proble-
ma puede considerarse como semi-cldsico, ya que, si Hien la
ecuaclidn de Schrodinger describia el comuvortamiento de 1os neu-
trones, en cambio la vibracion de 1a malls se considerasba desde
un punto de vista clasico. En efecto, 1la interaccidn entre el
neutron y los nucleos vibrantes de ls malla se representaba vor
redio de un potencial apropiado que dependfa de la posicidn del
nucleo, 1a cusl variasba con el tiewpo debido a las vibraciones
de 1a mella cristalina.

En el presente trabajo se tratara de generalizar el analji-
sis semi-clasico desarrolfiado en I, 2l caso de vibraciones ter-

3

micas de los cristales. Como es bien sabido?’ , las vibracio-

nes termicss pueden corsiderarse como debidas a superposiciones

de ondas elasticas de diferentes frecuencias, en donde el es-



pectro de frecuencias depende del modelo particular gue se uti
lice para representar el cristal., &En este trsbajo utilizare-
mos el modelo de Debye®’ ® para determinar el espectro de fre-
cuencias de las ondas elasticas, y considersremos que los nu-
cleos describen vibraciones alrededor de sus posiciornes de equi
librio dadas por la superposicion de las ondas elasticas del
cristal. La interaccion entre el neutron y el nucleo estars
de nuevo representada por una funcidn & que depende de la po
sicion instantanee del nucleo, y por lo tanto del tiempo.
Nuestro analisis estara dividido en tres partes: BEn la pri
mers, haremos un breve resumen de la descripcion que la mecd-
nica estadistica da de las vibraciones termicas del cristal.
Nuestro principal objetivo en esta parte sera el determinar la
vibracicn de los nucleos y ql valor medio de su desplazamiento
cuando el cristal se encuentra a una temperatura determinada.
En la segunda parte, consideraremos la interaccion entre el
neutron y uno de los niucleos vibrantes de la malla. Como aho-
ra el niucleo no vibrar§ con una sola frecuencia como en I,
sino con una superposicion de frecuencias, que en general,
no tienen relaciones racionsles entre si, se tiene que el
método de series de Fourier de I no serd aplicable al
presente problema, Sin embargo, con ayuda de una transfor-
mada de Laplace, podremos resolver la ecuacidn de Schrddinger
dependiente del tiempo y encontirar la onda dispersa. En la
tercera parte, procederemos a tomar en cuenta la superposi-
cidn de las ondas dispersas de los diferentes nicleos vibran-
tes de la malla, y a obtener la seccidn diferencial de disper-
sién eldstica e inelastica de neutronea por la malla, y encontrar

su dependencia de la temperatura. Finalmente, compararemos



la seccidén diferencial obtenida por este metodo sewi-clssico,
con la seccion diferencial para dispersion de neutrones por
cristales discutida por Weinstock, en la cual la malla crista-

lina se representa por un conjunto de osciledores harmonicos

cuanticos.

II.~ VIBRACIONES TERMICAS DE LOS CRISTALES.

Consideremos por simplicidad un cristal perfecto de un so-
lo elewmento, formando una malla primitiva caracierizada por los
tres vectores elementales Ei, i=1,2,3. Los nicleos de los

atomos ocuparan las posiciones:
Fp = Pt & + P2 &g + pa w3 (1)

donde p,,p2,pPs sSon numeros enteros que se indican por el {n-

L

dice Gnico p en r Supondremos que el cristal tiene la

PI
misma forma que la celda elemental, esto es, que consta del
rismo numero N'/3 de coldas elementales & lo largo de cada

una de las direcciones a,. El niimero de celdas elementales,
y por tanto tambien de nicleos en el cristal, es N. Los vec-
tores elementales de la celda reciproca Ei satisfacen la re-
lacion Ei-EJ = 8y, lo cual, como es bien sabido®, los deter-
mina completamente., Cualquier vector de la malla reciproca es
combinacion lineal de la B, con coeficientes enteros.

Dentro ge la aproximacion de Debyez'a, el espectro de fre-
cuencias para las vibraciones termicas de la malla, esta dado
por las frecuencias caracteristicas de vibracion inferiores a
ung cierta frecuencia, de un medio elastico isotropo de dimen-

siones iguales a las del cristal. Estas frecuencias caracte-



r{sticas dependen de las condiciones a la frontera que se im-
pongdan sobre la superficie d?l medio eldstico. Por simplici-
iad, se impondra como condicidn a la frontera la de periodici-
dad, esto es, que el desplazamiento en une cara del cristal y
en 1la cara opuesta correspondiente sea el miswmo.

Fl desplazamiento en el medio elastico debido & una onda

plana puede representarse bajo la forma:
a u expl(2mi (77 - vt + @)l (2)

donde ~ es el vecter de propagacion, v es la frecuencia,

e

¢ la fase, u u# vector unitario que 4a la direccidn del des-

plazamiento, vy a es la amplitud del mismo. 1 vector de po-

sicidn r puede expresarse con ayuda de los vectores elementa

les «,, bajo la forma:

X| o) + X X2 + Xa Oa (3)

-
nl—

T
v en tal caso la condicidn de periodicidad establece que:

{exp[zﬂi('r'r)]}xi__g0 = {exp[Zﬁi(T-r)]}XFH!/3 (4)

y condiciones similares para x ¢y xs. De aqui se concluye

que 7 toma, la forma:

3|

o1/ — ; —
q - N2 (g1 B1 + g2 B2 + qs PAal (5)
donde qi,492,Q3 sSon numeros enteros que se indican por el in-

dice unico q en *?q.
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De las ecuaciones de la elasticidad  sabemos que v™=¢, 7

para ondas longitudinales en que u es paralelo a 7, ¥

v? = ci e para ondas transversales donde (u*7) = 0., Las ve
locidades de las ondas elasticas longitudinales y transversa-
les se indican respectivamente por ¢, y c¢,. ©Es bien conoci
do que las frecuencias permisibles de las ondas elasticas que
contribuyen a la vibracion de malla, no pueden exceder una fre
cuencia limite v, dada por wv_ = h-'ko ®, donde ® es la
temperatura de Debye2’3 y ko la constante de Boltzmann, -
(que se designa por ko en lugar de k para que no se confun-
da con el nimero de onda que aparecera posteriormente). Se sa
be también gue el nimero de ondas eldsticas g(v) dv cuya fre

cuencia esta entre v y v + dv es:

3p°

3

Y

g(v}) dv = 3N

dv ; (8)

donde 3N es el numero de grados de libertad de la malla, ya
que hay N nucleos en la misma.

La vibracion de la malla puede represertarse como una su-

perprosicicn 4¢ 3N ondas planas de la forma (2), .en las que

7 esta dada por (5) y |7| < (v_/c), donde ¢ es un promz-

dio apropiad02 de las velocidades de las ondas elasticas que

se propagan a lo largo Je diferentes direcciones en el cristal,
Con el objeto de siwmplificar la notacidn, reemplazareﬁqa

los tres {ndices q,,9s2,93 que caracterizan a T en (5) por

un solo {ndice A = 1,2,... 3N, en forma que A crezca con

|7] , teniendo ademds alguna regla arbitraria para snumerar

los vectores de la misme longitud. El desplazamiento de algun

punto del interior del cri.tal debido a las vibraciones térmi-

cas, puede representarse entonces por:



eN _ - -
> 8, \Ua EXP[ZTfi (T;'I' - Vgt + ?,.LJ] ’ (7)

—
l

donde los u, son vectores unitarios en algunos casos parsle-

los & T,, 7y entonces v, 01!F4|, y en otros, perpendicula

res & T, Y en €sS0S ¢asos v,

n—
L}

c,l7al. En (7) a,, pa son
respectivamente la amplitud y la fase asocisdas con cada onua
elastica.

Tanto la parte real como la imaginaris de (7) satisfacen
las condiciones 'e periodicidad (4) y las ecusciones de la elas
ticidad, y podemos tomar alguna de elles para representar el
vector de desplazamiento. Como 8., pr son reales, se tiene
que ls parte real de (7) nos da un vector p de desplazamien-—
to para puntos del interior del cristasl de la forma:

3N

E - ‘AZ a EJ. 003[2’" (;A'; - Vi T + :P)_)] .
=1

i
(7)
™

La vibracion de alguno de los nucleos de la mslla estara dada

por (8), cuando r se raemplaza por la r_  de (I) y la desig
naremos poOT Ep' La vibracion del nidcleo debida a la onda
eldstica A estars dada por el termino correspondiente de la

suma en (8), y la designaremos por p, , que tiene la forms:
E’Lp = a Uy cos(27 (77 = vy t + g,)) . (9)

Nos interesa ahora el valor sedio de la amplitud a, del

desplazamiento prs umea onda eldstica de frecuencia v,, en un

medio a temperatura T. La ener¢gia cinética del nicleo en r_

que tiene un desplazamiento dado por (9), es KAP = % M (EAP)E,

donde M es la masa del nucleo. Promediando esta energia ci-



. . | #
netica sobre un periodo v, , 2sta toma la forma:

Knp = ¥ n® VI a} , (10a)

v la energia cinetica del cristal debido a la onda elastica es:

K, = 5 K,, - MU m vy 8l : (10b)
)

Por otro lado, a la temperatura T, la energis media E, aso-

ciada con un oscilador de frecuencia v,, es”:
Ex = hy, {z + [exp (hql/kaf)-l]-'} , (11)

vy como se trata de un oscilador harmonico, la enerzfa cinética
Ky = % By y de (10) y (11) se obtiene®:

a2 = (WM 72 02)7 4 hyy (5 + lexplhy, /koT)=117'} . (12)
Tenemos ahora el valor medio del cusadrado de las amplitud de
jesplazamiento de una onda elastica en el cristal, como funcion
de 1a frecuencia y de la temperatura. Nos interessa tambien el
valor medio del cuadrado de la proyeccidn, & lo largo de una di
reccidn arbitraria u,, de la amplitud debido a todas las on-

das elasticas, esto es:

%? (as Toe5a)? 88
a, Ux*Up) = = Z ax . (13)

A= |
La ecuacidn (13) se debe al hecho que los vectores unitarios -
u, pueden tomar con la mismma probabilidad todas las direccio-

nes.



Para evaluar el segundo miembro de (13), reemplazamos la su
ma por una intedral utilizando le densidad de ondas elasticas de

frecuencia v dada por (6), y de (12) obtenemos:

8N

Z 1 1_ 2 -
2, (8auauo)

i (4 +loxp(hv/koT)-117" 2 4w . (14)

* 3 ,[ MNﬂzvz 7

. -1
Introduciendo la temperatura de Deaye & = hv_ko tenemos que

(14) toma la forma:

aN - h 2

2 (3Au1'110)2 = 2 — [z’r +
A= ¢ M‘n’zkg Q T -

donde la funcidén ¢{v) =sta dada por:

d(y) . ’ 1tt:(e"--|)-I dx (16)
Sy |

o

Les tempersturas de Debye ¢ se obtienen de los calores
8N _
espeeificos de los cristales® y por lo tanto, =2 (alul uo)2

=1

queda determinado en térrinos de la temperaturs T y de cons-
tantes fisicas bien determinadas. De la relacién (15) podemos

tarnieén obtener una estimacidn del orden de mﬁénitud de a-.

En efecto, podemos suponer gue a; = (3N) s ai , y consi-

T A=
derando que % +'E P (-%Q) se mantiene del orden de la unidade,

se tiene que:

a: :-*-——-2;———-— (17)
' 44 1{09

Las temperaturas de Debye, para la mayor parte de los elemen-



tos, son del orden de magnitud de {00°K, y de (17) tenemos que
/QE-E NH‘r 10-9 cm. Para cualguier cristal de dimensiones razo-
nable, digamos N*'i I03, /;E- resulta mucho menor gque 10"° cm.
En el presente trabajo haremos uso en forma fundamental, de la
ecuacidn (15), y del hecho que /gi es mucho wenor gque la lon
gitud de onda de los neutrones térmicos, ya que ésta es del or

den de 10 ° om.

I11.- DISPERSION DE NEUTRONES POR UN NUCLEQ SOUMETIDO
A VIBRACIONES TERMICAS.

La ecuacidén de Schrodinger, con el potencial de interac-
cidn apropiado para representar la dispersidn del neutron por
el nucleo vibrante, fueé ya discutida en I, En el presente tra
bajo podemos utilizar la misma ecuacicn, en la que ahora intro
ducimos una superposicidn de ondas elasticas para representar
el movimiento del nucleo. <Jon el objeto de poner nuestra nota-
cicn mas de acuerdo con la usual en estos problemas, introduci
remos la longitud de dispersidn7 “a“ en la ecuacion de - -
Schrodinger, en lugar de la (a/4w)* de I, donde o es la -
seccion total para la dispersion por el nucleo libre. Como es
bien sabido"7, a energias termicas, lea dispersién de un neu-
tron por un nucleo es funcion solamente de un parametro, le
longitud de dispersion “a“. Por simplicidad supondremos gue
el nucleo dispersor tiene spin 0, y que su masa es grande com
parada con la del neutrdn. En tal caso, la funcion de onda ¢
que representa la dispersicon por un nucleo en vibracion coloca

do en r_, esta dada por:

P.’l

10



b = [exp(ik-r) + ¢,(;:t)] exp(-iEt/8) ; B = &%k%/2m) , (18)
ionde ¢E(F,t) satisface 1la ecuacion inhomogeneal:

(V2 + k% + 2mifh '3/3t] ¢, =

8N

4waS[F—§P - AEI a,u, cos 2m (Ta T s b4, ) ) exp(ik r) . (19)

Para resolver esta ecuacion no podemos utilizar el metodo
de series de Fourier de I, porque las frecuencias v, no tie-
nen, en general, relaciones racionales entre si. Veremos sin
embargo, que con ayuda de una transformada de Laplace se puede
encontrar la solucion de la ecuacion de Schrddinger dependien-
te del tiempo (19). Como en nuestro problema nos interesa so-
lamsnte la solucion estacionaria de (12), esto =2s,. la solucidn
que se establece cuando 1t » ® , podemos suponer cualqﬁier con
dicion inicial, y en particular, resulta conveniente tomar
y,(r,0) = 0. La transformsda de Laplace de y_(r,t), que de-

signamos por ¥ _(r,p), estd definida por:

(Ep) = [ ey (F ) a (20)

0

7 teniendo en cuenta la condicion inicial del parrafo preceden

te, se tiene que ¥ (r,p) satisface:
(V? +uk2 + Zmrﬁ_lp) ¥ _(r,p) =
o 8N L
= 4ma Jﬁ b (r-r_ - ,Z, 83U COS 2m(7y s ~vat+pa) ]
O

exp(i-lf';—pt)}dt : (21)

| |



El miembro derecho de (2!) es une cierts funcion d: r

que designaremos por F(r), y ¥_ satisface entonces la -

. 7
gecuscion:

(V% + &%) ¥ (T,p) = P(T) (22)
donde:

+ 2}:|1i‘hmI P . (23)

Como es bien sabido®, la solucidn de (22) para el caso que

el punto de observacion r » ® , puede expresarse como:

0(F,p) = ~(4nr) 'exp(inr) [fJ expl-ix (5)-F'IP(¥)dr' . (24)

Substituyendo la forma explfcita de F(r), dada por el miem-

bro derecho de (21), e intercambiando el orden de las integras

ciones, se tiene que:

v, (r.p) = *(a/r)exp(ixr)exp[i(kEa—xE)'FP]

©] 8r -pt
f )EI exp(iy, sen 5,) % e dp |, (25)

0
donde:

7.41 = (kgo - K) -EA 8 ’ (26&)
5y = 2n(?;-55—vﬁt + Pt k) = 8] —va t (26b)
so = (k/k) , s = (r/r) (28¢)

W



Para evalusr la integral en (25), hacemos uso de la coroci

. ¢ B
da relacion :

exp(iy, sen 8,) = exp [z 7, (e' ™ - &'y =
= I J_ (7;) expiinsk) : (27)

n=—m

donde J_ (y,) son funciones de Bessel de orden n.

De la definicion (26b) vemos gque & mno depende de t vy
que podemos poner el producto en (25) hajo 1la forma:
Ex s - 18
10, 1;\)]._..

T explz v, (e - €

) -zn i {Jni(yl) * 9 J

nl,.- 8N @

cexpli(n 8] +...+ nge8iy)]

cexpl-27i (n,v, +...+ naﬂvaﬂ)t]} . (28)

Utilizando (28) la integral en (25) se reduce a uha suma de ir

tegrales elementales, y obtenemos finalmente que:

¥ (r,p) = -(a/r) exp(ixr) expli(kso - TIEFI
SN S {(Jn, (1) eoe Tn o (Orggh explifmidis.. g, 8,0)

[p+2mi (nivy +uoo® nggg)l | (23)

De (29) y (26a,b,c) uwenemos la expresidn explicita para la

| 3



transformada de Laplace de la funcidn de onda dispersa, Clara
mente se ve que ¥ dada por (29) como funcicn de la variable

8N
compleja p, tiene polos en p =-3% 2min,v, pars cualquier

ny enterc y ademas, tiene un punigiramal para p = (ii/h}, vy«
que las vy, dependen de « por (26a), vy « esta dada por -
(23).

La funcidén de onda ¢_(r,t) se obtiene de su transformada

de Laplace por la integral:

o+ i

b E) = [ v (Fp) ™ (30)
c-i®

El contorno de integrecion de (30) esta indicado en la Fig. |.
Haciendo un corte del punto ramal (iE/A) al = paralelo al

eje real en el plano p, podemos transformar el contorno origi

nal en otro que rodea los polos de ¥_, mas una integral alre-

sl
dedor de un contorno que rodea al corte®, como también se indi

ca en la Fig.

Ak
(1

O

({
(P

_ _ Fig, i
*La deformacidn del contorno puede hacerse, ya que de (29) se

ve que la contribucicon a Aa intezgral de una semi-circunferen-

cia 2n la parte izguierda del plano, tiende a O cuando el
radio de la circunferencia tiende a w,

[ 4



La contribuzidn a la integral (30) del contorno gue rodea al

corte, tiende a O cuando t » » , ya que contiene el termino

exp(pt) = exp(p,t) exp(ipyt) y P, <O en ese contorno. Cuan

do t »+ ® , esto es cuando se establece el fenomeno estaciona-—

rio, la idnica contribucion importante es la de los po%?s=de ¥
N

que, como indicamos antes, estan dados por p = -2mi AE‘ Ny ¥a

para cualquier n, enteros. Tenemos entonces que la forma es-

tacionaria de ¢S(F,Fp,t) puede expresarse como:

& o
"p'(rjrplt) - nl,'.z‘naﬁ=_m l,bsni...nan(r,rp, t) ’ (3|)

donde:

¢sn|---nan(r’rp't) = —~(a/r)exp(ix, r)expli(kso-x s) T ]

P

Jnl[(k-éa—xng) "'13131]....] [(kgc}"""ng)'uanasﬁu

Ray

'exp{z'ﬂi [nl (; | ';p"'cpl +'«IT) *e 00 +HEH(T3H-;P+?BH+ *)]}

cexpl (=27i) (v 4. o4ng v gp) t] , (32)

[ . J
y «, representa con el indice unico n a o TP dado

por:

I 2

- 2 -
KNje.engg = LK +4mof . (33)

La funcidn de onda ¢3n|---n35(;';-'t) cuando esta multipliza-

-

do por exp(-iEt/f) de-(!8), representa un estado cuya enerzis

€ny...ngy esta dada por

15



en;...nBH = E 4 h(n|v|+...+naﬂvgﬂ) ’ (34)
y gue corresponde por-lo tanto a un neutron cue ha absorbido o
omitido, (segun n, sea positive o negativa) n, fonones de
erergia hv,, ne fonones de energis hvgy, etc.

Jomo es bien sabido', la seccidn diferencial de dispersidn
de neutrones por el nucleo vibrante es la suma de las secciones
diferenciales de dispersion asociadas con las funciones de onda
de diferentes energias, ya que los términos de interferencis se
anulan al ser promediados sobre un periodo., De agui que en ade
lante nos ocuparemos solamente de la seccidn de dispersidn, pa-
ra procesos en que un numero definido de fonones ha sido emiti-
do o absorbido por el neutrdon. £En particular, nos van a inte-
resar los casos de dispersion eldstica, en que n; = ... = ngg = 0,

y Je emision o absorcidn de un solo fonodr.

IV.- CIFRACCION DE NEUIRONES POR UN CRISTAL
SOMETIDO A VIBRACIONES TERMICAS.

Para obtener la seccicon diferencial de dispersidn de un neu
tron por un cristal en vibracion termica, debemos proceder a su
mar las funciones de onda dispersas asociadas con cada nucleo de
la malla. Analizeremos en prirmer teérmino el caso dispersidn -

elastica, para el cual la funcidpn de onda (32) se reduce a:

Yoo...olls Ty, t) = =(a/r) exp(ikr) explik(so-s)-r ]
8N - - -
O Jolk(so-s) u, ax) . (35)

1€



Como se vio en I, la seccion diferencial para dispersidn elas-

tica por el cristal toma la forma:
dzﬁl = le“,.olilo (r"rp)|2 r2 dn ’ (36)

donde dQ es el elemento de &ngulo solido, y la suma sobre el
indice p representa a la suma sobre todos los tripletes 1p.,
P2,P2 que nos dan la posicicon de los nicleos en la malla.

De (36) y (38) tenemos que:

iz . ) .
o = 8t(2m)® NV T slk(5o-5)-2 B,
8N - . o
AEI {Jo [k{so-s)-u, a)l} , (37)

y la funcidn & del primer factor se debe a:

=1

| exp 1lk(80-8) T 117 = (2m)° NV ' % 8(k(s50-5)-2n B}, (38)
P

donde V es el volumen de la celda unitaria, y los 'EP son

vectores de la malla reciproca caracterizados pors.

Bp = p1B1 + p2B2 + paBs . (39)

El primer factor de (37) corresponde simplemente a la ley de
Bragg-Laue, y el efecto de las vibraciones termicas del cristal
entra en juego solamente en el segundo factor, Nuestro objeti-
vo es ‘ahora el de expresar este segundo factor, como funcidn de
la temperatura y de las constantes especificas del cristal.

En la seccion II de eSte trabajo vimos que a, es mucho me

17
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ror que la longitud de onda 27k pars neutrones termicos,

Como 8 y sSo son vectores unitarios, tenemos que:

k(so-s)° u,a, = 2 sen (-%—) (uo*u,) k ay << | (40)

donde & es el dngulo entre s y Sg, Yy uo €8 un vector
unitario en la direccidn s-s85. Ahora bien, la funcior Sessel

Jo(z) para |z| << |, puede expresarse como:

2 2 4
~ z N 2y o .
JO(Z) ~ | - 2 ; 1n Ja(Z) ~ 1n (l" T) - = 4 ’
-2
Jo(z) >~ e ? ’ (41)

De (40) y (41) se tiene que (37) toma la forma:

(d2,,/d0) = a®(2n)° WV £ 5(k(so~5)-2n B]
p

'-erp{-Z(k2 sen” 'g') ?EN [(Eg'ﬁl)allz} . (42)

A= ]
Ahora podemos aprovechar el hecho de que la suma en el idltimo
término de (42) ya fue evaluada en (I5) de la seceidn II, para
expresar la seccion de dispersidén elastica como funcidn de 1la

tenperatura del cristal, en la forma:

a(27)% NV 3 5[k(Se~5)-27 B,
P

(ds, ,/d0)

6 L2 T
exp {—2(k2 senz'zﬂ(f-i;;;;—;)[% +-§ @(-%—)]}- (43)

Bl factor oue multiplica al orimer teérmino de (43) es fun-

cién sdlo del nimero de onda k, de 1la tem/uratura T y de
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la temperatura de Debye del cristal, asi como de constsntes
universales vy del angulo @ entre s, y s. Este factor de
correccidn es el mismo que aparece en la teor{s® de los ra-
yos X, y ha sido también obtenido por Weinstock '° para el ca-
so de difraccidn de neutrones, tratando las vibraciones desde
un punto de vista cudntico y utilizando una aprozimacidn de -
Born en la interaccidn.

Consideremos ahora el caso de la dispersidn ineldstica del
neutron por el eristal, con absorcicn o emisién de un solo fo—l
non. Supondremos por comodidad, que la frecuencia del fonon
sbsorbido o emitido es v;, y en tal caso, la funcion de onda

dispersa (32) asociada a este procéso toma la forma:

Va1 0eeeo!TiTpt) = ~(a/r) exp(ik’'r) explifk so~k’'s) T ]
_ _. — 8N . — —_ -
J, [{kso~k's)-u,a,] 152 {(Jol{kso-k's) u,a,l}
- Y
exp (271 (;";p + 9 + % - v, t)] : (44)
TN

donde k' = (k2 t Amuh

so de absorcidn de un fondn de frecuencia v, y el - para

vi)", y el signo + es para un proce-

epision del mismo fondn. La seccion diferencial para la dis-

persion inelastica por el cristal estara dada porq:
d%s & (K'/K) 12 9py, ... (Brp, )17 r® do =

- (k'/k)&z |2 exP[i(kEQ-—k'E t 2w ?;)';P]IE

. P

8N
+J7 [(kso-k's) uias] { 0 Jol(kso-k's) uxarl}?d . (45)

9



Por un andlisis similar al de (38) vemos que el primer tér
mino de (45) nos da®:

(27)% NV ' = $(Kso-k'S + 27 7, ~ 2n §p) , (4684a)

P
donde la suma se hace sobre todos los tripletes p:,p2,pa que
caracterizan u« los vectores de la malla reciproca ﬁp. El tér
mino de (45, comprendido entre llaves, se puede evaluar en for
ma enteramente similar a como se hace en el caso elastico, ya
que la exclusicn de la frecuencia v; del producto, no altera
el analisis. Como también en este caso el argumento de las
funciones de Bessel Jo(2z) es pequeto, obtenemos de (40), (41)
vy (18) gque:

8N
{)Ez Jo[(kso-k's)*u,a8,1}% = exp(-2W') =

E exp {—2(k§0—k'§)2-§ ko6 [% +-% $ (-%—)]} v . (46Db)

Por Ultimo, como el argumento de J, en (45) es pequedo, te-

nemos que:

— ,— 5
J?[(kgo-klg) "E[&i] = * (kgo*‘k'g)z(m} ‘E[:l &2 . 1460)

|kso-k'S] !
Fl valor medio de a? esta dado por (12) cuando X = |, y el
valor medio de la proyeccidn de wu,, sobre un vector unitario
determinado es é-. En caso que consideremos que las ondas

eldsticas tienen una velocidad promedio "¢”, como indicamos en

« ¥ — 2 2 2 ”
la seccion II, entonces I|7m||° ¢® = v, y para cada direccion

7, habre tres direcciones de polarizacidn, una paralela a 7,

y otras dos perpendiculares a 7, . Si gueremos obtener ahora

20



la seccion de dispersidn ineldstica para absorcion o emision
de un fondén de frecuencia v,, independientemente de su esta-

10 de polarizacidn, debemos multiplicar (45) por 3, lo que eli

eine el factor -%- de la proyeccidn promediada de wu;. Final-

wente, de (46a,b,c) y (12) tenemos qde 1la seccion diferencial

sumada sobre todas las direcciones de polarizacicon, toma la for

ma .
(d£4/40) = (k'/k)a? (2n)2 WV : 5(kBo-k's & 2n 7, - 2n B,
P P R O 4 g4 exp(ihvl/koT)+|] ~-oyw!
(ks° ‘ S) : NM(:ZNVI) [exp(ihv[/knT)—| © (47)

La expresidon (47) nos da en forma explicita, la seccidn di
ferencial de la dispersidn inelestica causada por las vibracio
nes termicas del cristal, cuando se absorbe, (en cuyo caso se
utiliza el signo + en (47)), o emite, (en cuyo caso se utili
za el signo - en (47)) un fonon de frecuencia v,;. Utilizan
do la relacidn o = 4ma®, dﬁnde o es la seccion de disper~
sidn del nucleo libre, vemos que (47) difiere de las expresio-
nes correspondientes para absorcion o emision de un fondn obte

O, 4

nidas por Weinstock' , por el factor:

¥ [exp (thvi/koT) + |1 . (48)

La razdn de esta diferencia procede del hecho que en el presen
te trebajo las vibraciones de la malla fueron consideradas deg
de un punto de vista clasico, y no desde el punto de vista de
osciladores harmonicos cuanticos, como en el andlisis de
Weinstock. Ksperamos sin embargo, que a altas temperaturas,

esto es, cuando hv, << k,T, donde el principio de correspon-

2|



dencis es valido, los resultades de Weinstock coinciden oon
(47), y en efecto, en ese caso (48) tiende & la unidad, Er el
caso de dispersidn elastica, el andlisis gami—clébicc de este
trabajo, y el snalisis de Weinstock coinciden, cosa que -~
Placzeck' ' ya habia predicho por consideraciones ds carseter
general,

El metodo desarrollado en el presente trabajo pars el ana-
lisis de la dispersién de neutrones por las vibraciones firni—
cas de la malla, puede extenderse sin dificultad a la absor-
cion y emision dg mas do un fonon, ya que tenemos la expresion

Seneral de la onda dispersa (32). Debido a las dificultades

que se presentan en los andlisis usuales*’'?, para la descrip-
cion de fenomenos de absorcion o emision de varios fonones, el
presente método puede ser de utilidad para analizar estos oca—

308, particularmente si la frecuencia v de los fonones es -

tal que h v << kqT.
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