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RESUMEN

En el presente articulo se trata de dar una descripcion
en el tiempo del fenomeno de la dispersion elastica para momen
to angulor arbttrario, suponiendo que la interaccion se llevs
@ cabo mediante la formacion de una particulae compuesta cuyo
radio es distinto de cero. Por simplicidad se trata solamente

¢l caso en que la particula compuesta tiene solamente un nivel

de resonancia.
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X.~ INTRODUCCION.

En dos art{culos anteriores'’?. se ha dado, en sl espacioc
de Fock, la descripcion de los fenomenos de dispersidn elsstica
de dos particulas mediante la formecion de un nicleo compuesto
y 1la desintegracion de una particula compuesta en dos, utili-
zando el formalismo de la matriz S. Puesto que Qe supuso que
la interaccion era puntual solamente fue posible obtener resul-
tados cuando el momento angular relativo de las dos particulas
era cero.

Se quiere ahora dar la descripcidn en el tiempo del fero-
meno de la dispersion elastica en el caso en que el momento an-
gular relativo de las dos particu.as que interaccionan es mayor
que cero. Para esto se supondra que la interaccion no es pun-
tual, sino que se lleva a cabo mediante la formacion de una -
part{cula compuesta de radio ro. Todo esto se hara utilizan-
do el espacio de Fcck y dentro del formalismo de ls matriz 5.
Con el objeto de simplificar el analisis se tratard el caso en
que la partfcula compuesta tiene solamente un nivel de resonan
cia; la generalizacion a varios niveles es bastante simple, mo
dificandose solamente, en este Ultimo caso, la expresidon para
la funcion S, como se podra ver facilmente en los articulos
I'? II.

Puesto que el método desarrollado en los dos primeros ar-
ticulos no es conveniente aplicarlo a este caso, puesto que la
interaccion ya no es puntusl, se utilizara el expuesto por M.
Moshinsky, consistente en encontrar el desarrollo en el tiempo
del sistema mediante una transformada de Hankel adecuada de 1la

funcidn de onda que representa al sistema en su estado inicial?.

44



II.~ PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y CONDICIONES A LA
FRONTERA

Para describir este sistema bastara un espacio de Fock
de dos componentes: la primers para describir al sistema cuap
do se encuentra en forma de dos part{culas libres y la segun-
da para describirlo cuando se encuentra formando una particu-
la compuesta, Se las designara por yo(T,t) y ¢ 1{(Q,t) sien
do N una variable que depende exclusivamente de los angulos
6 v ¢, y T el vector de posicion relativa de las dos par-
t{culas, tomandose como origep el centro de masa del sistema.
Entonces la funcion de Fock que describe en el tiempo al siste

ma esta dada por:

‘pO (f', t)

Y(F,t) - : (1)
'1"'1 (Qr t)

La ecuacion que satisface la primera componente de (!) es
la ecuacidn de Schrodinger para la particula libre nuesto que

se supone que en esta etapa no interaccionan las dos particu-

las:
52 ” Ao (r, t)
- o V2yo (T, t) + (m;+mz)e® Yo (F,t) = 14 2220 (2)
" 9t

para r > ro, 8iendo ro el radio de la particula compuesta.
Las diferentes cantidades que aparecen aqui tienen el mismo
significado que se les ha dado en I.

La partfcula compuesta, cuya masa se designara por M, es
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ta carscterizada por tener solsmente dos grados de libertad.
En el caso en que entre las dos componentes de (|) no haya in-
teraccion, ¢;(Q,t) satisface la ecuacion

L2, a,t

B .
e MY (E) e Moty (0, 1) = 5
r
0

Esta ecuacidn es valida en la superficie ro, en tal for-

me gue el elemento de drea de ésta estd dado por

r: dQ r: senfd dé de¢ . (3a)

Bl operador AZ que aparece en (3) actda solamente sobre

las variables angulares y estd dado por:

5 2 3 ) i
- e 9 ——

La probabilidad de que el sistema se encusntre en cual-

quiera de sus dos etapas, estsa dada por:

P(t) = (%,9) = [ y8y aF + [ yTy, r> dQ (4)
8

la cual debe ser una constante. La primera integral en (4) se
extiende a todo el espacio con excepcion hecha del volumen ocu
pado por la esfera de radio ro, y la segunda integral se ex-
tiende a toda la superficie de esta esfera. Entonces, derivag
do (4) con respecto al tiempo, utilizando (2) y haciendo uso

del teorema de Green, puesto que la funcion Yo tiende a cero

cuando r -+ ® se obtiene:
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3!#1 {12 2 2
+ [tpf (—i‘h —_ - A" ¥+ Me t}!])
L.
l l t ZMrz
o) “h2 4 _
~ (-i'fl “si - zura ﬂle’l + M02 'J"I) Hl-’l] rz dQ = 0 (5)
0

Cada una de las funciones que aparecen en (5) tienen el
desarrollo:

o l

$(F,8) = 2 5 gy(r,t) P} (cosd) o (5a)

de tal modo que introduciendolo en (5), recordandg que el ope-

rador A° tiene el eigenvalor-i(il+!) vy efectuando las inte~-

grales sobre los dngulos, se obtiene:

2 Y
flz 3'1‘-’0 1)* J- - " h ol ]
(—-—-— V'o 1 Bbo 1 ( YR ) +
[ 2u  r du or rer,

* 3 221 (1+1
+ ¢y (-iAK ﬁ;l + *-(2+ ) Ji1 4 Mc? d11)
ZMI‘0
- . Hh20 (1+) *
- (-iﬁ‘_%%i“gg""i‘%‘) fr3 + Me® Y1) i1 =0 (e)
ZMro

La funcidn de ondas de Fock que satisface (5) debe repre-

sentar un estado para el cusl es valido la conservacidn de la
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probabilidad. Mas aun: si se satisfsce le relacidn (8) para

las funciones de onde

v - Yo g . [51‘5]
X [¢f

los principios generales de la mecdnica cuantice exigen que es-
ta relacion sea satisfecha por cualquier superposicion lineal
de ¥ y V¥’', Es fécil ver, entonces, que se debe cumplir la

signiente relacion bilinesal:

R RTREAIC TR

bi1) ¥, =0 . (8a)

La condicidn necesaris y suficiente para que (6a) se cum-

pla es que4

w2
(¢o1)r=r° = Ci E;‘( g;l N + Ci2 ¥y (7a)
d B2 (1)
-1t -3Li'+ B 1 > ) 1+ Me® ¢y =
t 2Mr0
ﬁ ’ﬁ2 3!#01
= L2y = ( Br*)r=rﬂ + Coo Y11 (7b)

Siendo }Cs4l una matriz hermitiana constante.
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La i{nterpretacicn que reciber las constianties que aparecen

en las ecuaciones (7a,b) es la siguiente: C,;, es la medida

de la accidn que ejerce la etapa i sobre la j. Si no hay

interaccion entre las dos etapas

Cig = C:, = 0, y en consecuen
cia, por (3), Casqe = O.

Suponiendo que la primera etapa no injeracciona consigo
misma, esto es, que C,;; = 0, cambiando ¢ por yexp[-i(m;+mp)t Al
en (2), (7a) y (7b), utilizando el sistema natural de unidades

f=c¢c=pu=1, las condiciones que deben cumplir yoi1 v Vi1
quedan:

LY B L(l+1) _ 90 1
*rz 3 (I' 5;"/’01)* 2 Yoip =1 Bt"(r>r°) (83)
(Wo 1) par, = C ¥ : (8b)
oY, g _ O ,9%yo
-1 ==+ B g E_( 3e )r'-‘l‘g (8¢c)
donde se ha hecho C;» = C:I = C v
E1= M - (ml+m2) +-£—£—’:.2.!—)_
dMr

Substituyendo (8v) en (8c) se obtiene la sigutients condi-
ciop en terminos de yo; solamente:

2
1 (Rl LB (ou) ey, m 5 (2 (84)

BI" r=ro

Si Yo e8 una onda estacionaria correspondiente al valor
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E de la energfa, la ecuacion (8d) se reduce a

Yo1{ro) = R(E) (Efﬂiifl) , (9)
or r=p
con
C%/2
R(E) - 51 (9]

que es una R de Wigners.

III.- DEPENDENCIA DE LAS FUNCIONES DE ONDA CON
RESFECTO AL TIEMPO.

Para encontrar el desarrollo en el tiempo de las funcio-
nes de onda segin el metodo expuesto porv M.Hoshinskya, hay que
encontrar primero las funciones de onda estacionarias del pro-
blema, esto es, que satisfagan (82), (3b) y (3), cuando se ha

eliminado el tiempo de la primera. Sean, rues, estas funcio-

nes ¢@oi{k,r) yv o9,:1(k), donde E = % , teniédndose asi la
funcion estacionaria de Fock

Po l(kr I‘)

¢1(k) = ’ (‘O)
?1i(k)

La funcion

Pol = % [h;Ikr) + S5, (k) h:(kr)] . (1)
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*
siendo ht(p) las funciones esfericas de Hankel , satisface

la ecuacicn (8a) en su forma estacionaria, y para gue satis-

faga (9) es necesario que

S;(k) =

_[Mr)_". kR, (E) h)(kr)' J )

hy{kr) - ¥R, (E) h)(kr)’

donde los acentos indican la derivada con respecto al argumen-
to de las funciones a las cuales se lo aplica. La expresion
(10) da el valor de la ¥nica comporente de la matriz de disper

sion®, Es facil verificar que, para k real,
S(k) = S(-k) , S(k)S(k) =1 . (12a)

La segunda componente de (10) se obtiene mediante la con-

dicion (8b), teniéndose:

911(k) = s [hj(kro) + S;(k) h(kro)] (13)

Cuando C = 0, esto es, cuando no hay interacoion entre
las dos etapas, ¢;; = 0 y la funcion ¢o; describe el cho-
ove de una part{cula sobre una esfera rigida.

Si ¥,(f,t) es la componente correspondiente al momento

angular | del estado de Facki(l) dependiente del tiempo, la

* _
Estas funciones estan definidas porB

h;(P) _ (;i) 1+ | eiiﬂ PI(P)

1 a
donde Pi{(p) = % R a_ = = (L+p)

p=o (Fip)® ~  ®F  2Ppt (i-p)t
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.ransformaeda de Hankel por medio de la cual se va a encontrar

el desarrollo de un estado, gu2 esta determinado para 1t =0,

O
2 #*
F;(k,!{) = /-;-J ?Ol(xrr) 'IbOI(rrkro) rzdr +
r

+ /BEE'CPII(K) ‘l’ll(kro) » (|4)

donde Yo:(r,k,0) y y;:{(k,0)}) dan el valor, para t = 0, de
l1ss componentes de (|} correspondientes al nomento angular I,

Finalmente, la componente ! de (1) estara dada por:

¢01(r,k,t)

¥, (r,k,t) = =
'~Pl 1(1‘:! t)

-{et
e K2 d x

[C?G I(Kl I') 1

0 l?n(h’) J

donde € = X K2.

Al tratar el caso de la dispersidn, el sistema se encuen-

tra originalmente en forma de dos particulas gque se mueven con
momento linesl relativo k, en tal forme que el sistema este
representado por la funcidn exp(ik-F). La segunda componente
de (!), para t = 0 es, en este caso, iguesl a cero. FEntonces,
las componentes radisles de (|) correspondientes al momento an

Jular I, eliminando factores numéricos, estsn dadas, para

£
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t = 0, por:

Joi(r,k,0) = j ,(k r} , ¢;:(k0) =0 . (16)

Substituyendo (16) en (14) la transformada generalizada
F,(k,«) se puede escribir como:

F,(k,«) = /;2; I % [h:(x r)+SI(x)h:(x r)]*jl(k r)rédr . (17)

O

Poniendo

+

VI(K,I') = 3 [h;(K r) + SI(K) hl(K r)] =

« (=1)" S, (%) v,{~x, 1) ,

y utilizando los resultados obtenidos en el apendice se tiene
que (17) adquiere la forma:

(e, 0) =22 (14 5,00 1 B (eek) + (1) 8 (e 1))
2 Sz(“)*
- _11-_ K2 - k2 u;(x,k, ro) ’ (ISE)
donde
* d _ d &
u,(«,k,r) = rv,(x,r) = Tl (k r)-rj,(k r) = rv,(«,r) - (i8b)

Con lo desarrollado hastis aqui se obtendra explfcitamen-

te la primera componente de (!5), y la segunda se obtendrd me-
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iiante la condicidn a la frontera (8b). Se tiene, entonces, que:

¢o;(r,k,t) = /:TZ' J F;(kr") CPOI(K:I') eﬂiﬁt KE dx ('9)

0

la cual, por definicion de @oi(x,r) dada en (1!), puede des-

componerse en:

vor(raic,t) = ze= { [ Filon) (e r) o7HH % s
o

-

+ T Po(k,x) S,(x) hy(x 1) e "% «2 du } , (19a)
0
y teniendo en cuenta que
HOERSIEHO N (20)
y que
Po(k,~x) = (=1)" S,(x) F,(k,«) , (20b)

com¢o se puede ver de las definiciones de h?(x) v Fl(k,x),

cpmbiando x por -« en la segunda integral de (19a), se ob-
tiene:

| + -4¢%

borlr,k,t) = == f Fo(k, k) S,(x) hiy(xr) e

2dx (21)

Substituyendo (18a) en (21) y utilizando las propiedades
de 1la S(k) dadas en (12a), se obtiene:



4’0 l(rl kl t) =

}{01+S (k)] ho(k r) + [1+ S, (k) ™) bk r)) o 1%
v e u (K:k:r ) + -4¢
—TL_P f—i:-é:—‘_?_o—. h;(x r) e tet K2 de (2|&)

donde P indice que se tom& el valor principal de Cauchy de
le integral que aparece en (2ia), puesto que el integrando tie
ne dos polos, +k y -k, sobre el intervalo de integracion.
Se puede ver facilmente que el integrando de (2la) no tiene po

lo en el origen. En efecto: teniende en cuenta que cuando

el << 1,

- 3|
I+1

]

hi(p) ~ y jilp) ~ p

P

se puede obtener facilmente que en las cercanfas ¥el origen

' Y, en consecuencis, puesto que h:(p) tiene

u {«,k.re) ~ «
un polo de orden ! + | en el or{gen, el integrando se compor
ta como « en esta vecindad,

Si C es el contorno, que pasa por encima de’ los polos

dje el integrando de (21a), se tiene que:

-K . K
e
F { - f = {7 [Res (x=-k) + Res («=+k) , (21b)
- C

donde Res (x=-k) y Res (x=+k}) indican los residuos del in-

tegrando que aparece en (21a) calculados en los puntos « = -~k



y « = +k respectivamente. Kvaluando estos residuos se tiene:

Res (x =~k) = ~-%—u1(k,k,ro)* h}(k r) eﬂimt ) (Z2lc)
Res (x =+k) =-§-u;(k.k,ro) h:(k r) e_imt (21d)

La expresion wu,(k,k,r) puede evaluarse muy facilmente,
observando gue su derivada con respecto a r es nula. En efec

to, poniendo

4

u,(«x,k,r) = 3% [u:(x,k,r) + 3, («) u,(«x,k,r)] ) (22)
donde

3 _ % d | d + -
u,(x,k,r) = rh;(x r) I rj,(k r) - rj,(k,r) i riv; (« r) . (22)

Puesto que tanto rhi(k r) como rjl(k r} satisfacen la

ecuacion diferencial

2
d rR = — [kz - iii:ll] rR , "(22b)

2 o
dr r

inmediatemente se ve que (But(k,k,r)/ar) = 0 para cualquier
valpor de k. Se calculara, entonces, el valor de (22a) cuando

r +© , yen esta forma se-conocera su valor para cualquier
r. Teniendo en cuenta que cuando p -+ ®



. l 7

JI(P) m-;—cos (p—(l+|)-3;) , (1)
se obtiene

lim u,(k,k,r) = 71

e l y Sp I »

v en consecuencia la expresidn (22) tiene por valor

1

= [1 = 5,(k)] :

con lo cual se obtiene, por (2lc¢c) y (21d) que la suma de ambos

residuos es:

%{“._sl(k)] hy(k r) + [1-S,(k)*) hJ(k r) } o 1TV, (22¢)

Substituyendo (2la) y {(22¢c) en (Z!b) se obtiene que:

boi(r,k, t) = §, (k) e
u (K:krrﬁ) -1 ¢
....TIT— j' 1 ;2 h:(x r) e tet 2 dx . (23)
C © T
Poniendo

=§iXKpr

ul(x,k,rg) = e ° % (x, %k, o) (23a)

y aprovechando la definicion de h:(x r), la integral que apa-
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rece on (23) se puede escribir como:

; P i
I = T (~1) }+ 1 ip?];»,; l’ @(:,k;rol_ ei.il'f(r‘-:',.:,,) o it dx.  (23b)
o P~ O r (x"=k“) x

C

Es interesante hacer notar que los polos de ¢(«x,6k,rq]

estan dados por los de la funcion eiri° Sl(x), cono es fa-

¢cil verificar. Esta ultima funcion tiene sus polos en la par-

te inferior del plano complejo x o sobre el eje imaginario y

todos ellos estsn simetricamente dispuestos con respecto a8 es-
te eje7.

Se supondrd aqui que &(«x,k,ro) no tiene polos sobre el

eje imaginario, esto es, que el sistema no puede encontrarse

en estado ligado.
Si

(24)

en que ka son los polos de la expresion encerrada entre pa-

Fentesis, se tiene que

_b(x,k,r0) Aa

(K2_k2) KP_I

I}
M

y en consecuencia 1a integral que aparece en (23b) se trans-
forma en:

=ik (r=-r,)

-1let
s ﬁn J e .
a

C

kP't kK = Ka dx ’

f
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cuyo valor esta dado pora

2 in A:I X(P-Po,ka,t) . (243)
a kP
&
donde
X{r,k,t) = ei(krﬁmt) erfc(za) (24b)
con
L. = e-iw/4 r-kt R
vt
Substituyendo (24a) en (23b) se obtiene:
P
1 i a
[ =im 2 ha 3 (-1)'"' —E-ka X(r-ro,ke,t) , (24c)
¢ p=0 (knr) Y
C

y por ultimo, definiendo

~1(kar *Bat)

X (r,ka,t) = iki rh+(knr) e erfc(za)

o
p8r (24c) la expresion (23) se puede escribir como:

-1Ee oo, Xr (r,ke,t) . (25)

¢’ol(f:k.t) = jl(k I'\ e -

Por dltimu, la segunda componente de la funcion (!5) se
obtiene mediante 1la condicicn a la frontera {8b), en tal for-

ma que:
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-1 E¢ I o
vi1(ro.k, t) ='l'j1(k ro) e ~ Z 4a X, (ro,ka,t} , (28)

»

con 1o cual se ha obtenido el desarrollo en el tiempo del fend-

meno de la dispersion cuando se considera momento angular arbi-

trario.
Rl autor expresa su agradecimiento al Dr, M.Moshinsky por

sus valiosas discusiones y a la Secretaria de Educacidn Publi-

ca por la ayuda econdmica prestada para el desarrollo de esta

parte del trabajo.

APENDICE.

OBTENCION DE LA TRANSFORMADA GENERALIZADA DE HANKEL.

Con el objeto de obtener la forma explicita de la expre-

sion {17), es necesario conocer el valor de las integrales

f h:(« r) j,(k r) r dr *(1)

(o

Puesto gue tanto ht(x r} como j,(k r) satisfacen (22b)

las siguientes expresiones son ciertas:

d2

% +1) ] %
2 .42 1(1+1) 1
rk;(x r) *d“;;rj ,(k r) = - [ k® - (r: ) l r°j ; (k I‘)ht(* r) . (3)
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Sf &« (3) se le resta (2), se obtiene:

é%‘ut(x,k,r) = («° - k°)r®) ,(k r) hy(x )

e Integrando se obtiene:

u:(x’, k, r) ¢

I h:(x r) j,(k ryr®dr = ERT) , (4)

o o

donde uj(x,k,r) estd definida en (22a).

Teniendo en cuenta los valores asintdticos cuando r » «,
para hi(p) ' jz(p)1 dados por (%) vy utilizando la rela-
éion

lim e *F = 17k s (k) ,

rt*®

se obtiene que el valor de (!) este dado por

ut("‘l kr rﬂ)

T s (k—x) + (=1)""" s(kex)) -

o — (5)

Substituyendo este valor en la integral que aparece en
(17), y utilizando 1la propiedad (12a) de S,(x), se obtiene fa

cilmente 1a expresidén (18a), que es la que se estaba buscando.

REFERENCIAS.

. F.M.Medina N., Rev.Mex.Fis. II, 117 (1953). Este artfcu

lo sera designado por I.



o E-*o

O 00 -3 O O

idem., Rev.Mex.Fis. II, 268 (1953). Este articulc sers
designado por II.

M.Moshinsky, Phys.Rev. 84, 525 (1951).

idem,, Phys.Rev. 81, 347 (1951).

£.P.Wigner, Ann,of Math, 53, 38 (!951).

idem, Phys.Rev. 70, 15 (1346)

J.M.Lozano, Rev,Mex.Fis, 1II, 155 (1953).

Vease referencia 2.

J.A.Stratton, EleectromaZgnetic Theory. (McGraw-Fill Book
Co., Ine., New York and London}, primere edicidn, pp.
404-406.

82



	rev: 


