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RESUNEN

En este articulo se calculan los efectos transitorios
de la penetracion de una barrera de potencsal,y se usa el
resultado para interpretar los efectos transitorios de la
dispersion por un potencial que han sido calculados en un ar

t1culo antersor.
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I.-~ INTRODUCCION

En un trabajo anterior' se discutid el problema de la des
cripcidn dinamica de la dispersion nuclear por medio de un po-
tencial de corto alcance segin el formalismo general de la ma-
triz S, El calculo‘se efectuo usando una trensformada genersa
lizada que permitio encontrar una funcion de Green del proble-
ma, la cual fue evaluada explicitamente en teérminos de los po-
los de la funcion S. Bkl estudio del efecto trensitorio de la
penetracion de una barrera de potencial sirve pare completar
en cierto zodo el trabajo anterior, pues permite interpretar
fisicamente los efectos trensitorios de .le dispersion. Aqui
se estudis la penetraci¢gn de una barrera de potencial segin el
forralismo general de la matriz S, y se establece la relacion
entre los polos de dicha matriz y los efectos transitorios de
la penetracicon. Concretamente, 31 problema consiste en supo-
ner un paquete de ondas inicialmente encerrado dentro de un
potencial de corto alcance que, por simplicidad, se supondra

esfericamente simetrico; esto es, el potencial es de la forma

Vir) # 0 r <a
Vir) =

Se discutird uUnicamente el caso de momento angular cero
y todo el tratamiento serd no relativista.

Fl estudio de 1la penetracion de una barrera es andlogo al
de desintegracion de un nucleo compuesto, caso que, en un ar-

ticulo recientez, ha sido resuelto en un espacio de Fock con-



venientemente elegido.

Para conservar la analogf{a en el tratamiento con el pro
blema de la dispersidn por un potencial, se propone uns solu-
cidn mediante el uso de una transformada generalizada, aungue
es posible seguir métodos mds comunes como el de la transfcr-

mada de Laplace.

II.~ PLANTEAMIENTO Y SOLUCION DEL PROBLEMA

Considérese un potencial de la forma siguiente:

0 0 £ r < =a
Vir) = V(r) a r g b
0 r > b .

La ecuacion que satisface la funcidn de onda ¢ que

4

describe al sistema es la ecuacion de Schroedinger para mo-

mento angular cero y con simetria esferica, que es, en el sis

tema natural de unidades B = ¢ = |,
l a 2 ?_4.{. = 3 iﬁ.
-5 37 \r Br) * Vr) ¥ =155 '

r

Haciendo el cambio de variable ¢ = yr, se tiene que

la ecuscicn que satisface la funcion ¢ es

+ V(r) o = i-g% : | (1)

Se define una funcidn u(x,r) como la solucion de la
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ecuacion siguiente:

2
E—;— + [K2—2V(r)] u = 90 0 r <o (2)
dr

La funcidn u(x,r) se usars para definir la transforma-

de generalizada en Ya siguiente forma:
Si f(r) es la fcrma inicisl del paquete de ondas que

estd encerrado en el potencial, esto es, ¢(r,o) = f(r), se

define le transformada del paquete como sigue:

F(x) = /-%-_J f(r)u*(x,r)dr , f(r) =0 si r > a . (3)

O

La funcicn de onda que describe el proceso es, con auxi-

lio de 1la ecuacion (3),

il

p(r, t) /ZE:I F(«)u(x,r)exp(-i % «°t) dn« . (4)
0

Ls conveniente desarrollar el paquete de ondas inicisal

en serie de2 Fourier:

— ® nny
F(r) n§| gn sSén -;“ ’

donde el coeficiente 3. esta dado por

a
V7 nnr
g, = //:J f(r) sen — dr |,
0

de modo que substituyendo en la ecuacidn (3) se tiene

o a
F(«) = 2 Ea % f sen EE-E u*(«,r)dr = jl 8,8,(x) , (3a)
0
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donde las funciones G_{(«x) son,

a8
G_(x) = /%J sen n:r u*(«,r) dr . (3b)
o

Ahora bien, en el intervalo a € r £ b, la ecuacion {(2)
tiene dos soluciones linealmente independientes3 w;(x,r) vy
wo (k, ') ﬁue son funciones enteras cuyas derivadas son tambien
funciones enteras. Las funciones w,;(x,r) y walxk,r) satig

facen lss condiciones

i
v

W2 (K: a')

X
e
x
")

l

[
N~

% wa (x,a)

=
—
P
4
e
i
l
b
o

La funcion u(x,r) queda definida en todo el intervalo

0 £€r <o en lea siguiente forma:

u(x,r) = A(x) sen «r r < a
u(x,r) = B(x) wi(x,r) + C(k) wa(x,r) 2 $TE D (2)
U.(K,I‘) - - —i [exp(—-ixr) — S(K)eXp(ixr)] r > b

21

Con las condiciones de continuidad de le funcich
u(«,vr) y de su derivada en r =a y r = b, es posible de
terminar las cuatro funcicnes A(x), B(x), C(«x) vy S(«).

Es, sin embargo, mas uiil definir ls funcidn R(xz) en

la forma siguiente:

67



R(x?) = Tﬁ_{:—;_ﬁ ; )
dr

b

aprovechando la continuidad de la funcicn u(«x,r) y de su de-
rivada en r = b, la funcidn R(xe) Seé expresa

i exp(-i«xb) -~ S(x)exp(ixb)

_-——_“_-ﬂ———n—-___g—,—_

2\ _
R(«%) = « exp(-ixb) + S(x)exp(ixb)

de donde la funcidn S(«x) se expresa a su vez, en términos de

la funcidn R(x?), como sigue:

| + ixR(x?2)
| - ixﬂ(xe)

S(x) = exp(~2ixb) (8)

Se puede demostrar que la funciohn R(xz) es una fun-
cion R de Nigner del argumento Kz,
[Las relaciones entre la funcion R(xz) y la funcion -
S(«) y las propiedades de esta {ltima gue pueden deducirse -
de las propiedades de la primera, han sido muy estudiadas®;
aquf solemente se indicaran los resultesdos principales, gque -
Scn los siguientes:
lo~ Los polos de la funcion S(x) estan en la parte inferior
del pleno complejo o sobre el eje imaginario.
%.~ Loe polos de la funcién S(x) estan simétricamente colo-
cados respecto al eje imaginario.
3.~ Para « real, S(x) S*(«) = 1.
4.~ La funcion S(x) exp(2ixb) este acotada cuande «x + ®
en la parte superior del plano complejo.
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Ahora bien, para « real es inmediato que u(x,r)S*(x) =
= —u({-«,r), 7y en consecuencia, de la ecuacion (6) se sigue que
A(x)S*(x) = A(=x).

Volviendo & la ecuacion (3b), usando la ecuacion (8) se

tiene que
| |sen{nn-xa) sen(nn+xa)
= A* ———————— - ——————————
Gn(K) (K) V2m | $ L S DT 4 ] o
8, a

Poniendo la funcion de onda o(r,t) en la forma

p(r,t) = 2 o,(r,t) ,

ne |

se tiene que para r > b,

_ * [sen(rm—«a) sen(nm+xa)]
q:n(r,t) -7 En J AT(x)  am T T am g
0 L ""é:" - K """ﬁ" + K

x (= Eli') (exp (~ixr)-S(x)exp(ixr)] exp(-i & 2 t) dx .
Puesto que solo interesa el desarrollo en el tiempo del
pagquete de ondas fuera de la barrera de potenciel, unicamente
se. calculard la expresicn anterior, dejando sin encontrar ex>l{
citamente la funcién ¢ _(r,t) para r < b,
Para eveluar la integral anterior es conveniente separar
le en la suma de dos integrales, una que contiene el termino

exp(-ixr) y otra que contiene el termino S(x)exp(ixr), esto

es,
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n 7 n7m
—_— - X — + K

T Aﬁ(x) {sen(nﬂ-xa) sen(nn+na)} «
o 2

a

21
L J A¥ (x) [S-————————-en(nﬂ"“a) - -__.______Een(m”a)] x
7 D n7 n7
0 B T K -
+ 1 2
* (57) S(«) ‘exp(inr) exp(-1 % «"t) dx .

Haciendo en la priwmers integral el cambio de variabdle
k » -« , se tiene la funcidn ¢_(r,t) expresada como integral

de - g @

n7 na
a o & T K

| T A% () [sen(nw-xa) R sen(nn+xa)] )

x S{x) exp(ixr) exp(=i ¥ «°t) dx . (12)

bl integrando solo tiene polos en los polcs de S(«),

nm sen (nmtxa)
pues en t — , ————— =+ a y en consecuencia no hay po-
Tt

nm
los en & 5~ .

Pefiniendo la funcicn & _(«) bajo la forms

_(x) = A*(x) [f%.’.‘l’fi). - E%%Tﬂ S(x) (11)
2 " K —E'+K
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la funcion de onda ¢ _(r,t) se expresa brevemente como sigue

| i ¢ (x) exp(ixr) exp(-i 3 k2t) dwx

" 2n1 Ba

CPn(I', t)

y ests integral puede evaluarse por el teorema de la convolu-

;5
cion .

J E(x) @ (x) exp(-ixr) dx = J ¢ (n)E(r-n) dn ,

donde Qn(n) y E(n) son las trensformadas de Fourier de

2

@ (x) y E(x) respectivamente. Ponierndo E(x) = exp(-i % x°t)

I

r 2
B(x-n) = eXp(—i'g) //%T exp|i (r;z) ] :

L

se obtiene

para calcular la funcion ¢ _(7), conviene distinguir dos ca-

sos': 7 >0 y m <0, Si 7 >0, ¢,(n) = 0 si se supone

que no hay polos de la funcion S(«x) sobre el eje imaginario,
gue fisicamente corresponde a suponer que no se forman esta--

dos estacionarios. Para =7 < 0, suponiendo que ls integral -
sobre un circulo que cierre el contorno por abajo y que no pa

sa por los polos de la funcion S(«x), tiende a cero cuando ¢l

radio del circulo tiende a infinito, se obtiene
¢n(n) = V2n i E Bea exp(-inxa) , n <0

a= |

donde «a son los polos de la funcidn S(x), las constantes
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Ba 8Son los residuos

Ba = Hes [@n(K)] ’
K® Kg
y la suma se extiende sobre todos los polos de la funcion S{x).
Con los resultados anteriores, la funcion ¢ _I(r,t) se

puede expresar, en términos de la funcion X(r,~.,t) definida

por Moshinskyﬁ. en la formsa

p.(r,t) =3¢, = Ba X(r,«a,t}) . r >b, (12)

a* |

T11.~ ESTADDS QUASI-ESTACIONARIOS EN LA
DISPERSION POR UN POTENCIALX

El resultado que acaba de ser encontrado en la secciodn
II, permite interpretar los efectos transitorios de 1ls dis-
persidn por ur potencial de corto alcance.

El problema de la descripcidn dindmica de la dispersion
por un potencial de alcance b se resolvic mediante la intro
duccion de una funcidn de Green, que permite encontrar la fun

cion de onda dependiente del tiempo, seglin la ecusacion
0
pe,) = /2 [ 700 Al vete (13)
0

donde la funeidn F(k) es la transformada de Hankel de la

forme inicial del paguete de ondas que se disperss al incidir

-_'ﬂ-—-llh—l—_—-—_——-m_____'-__—___—___m

*Para una meior comprensicn de esta seccidn, véase le refe-
rencis (1),
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sobre el potencial, esto es,

F(k) = ﬁ-— [ £f(r) jo(kr) r®dr , (14)
0
donde §o(kr) es la funcicdn esferica’ de Bessel de orden cero,
esto es,
_ sen kr
Jo(kr) - kr *

La funcion Q{r,k,t) es la funcion de Green del proble-
me y su valor explficito es
b2

Q(r,K,t) = jo(kr)exp(-1 % k°t) - — jl Aa X(r-b, ka,t) , (!5)

donde la suma se extiende sobre los polos de la funcion S{«)

y los dos polos «x =k y «x = -k,

Substituyendo la ecuacidn (I15) en la ecuacicn (13), se
obtiene

lfJ(I‘,t) = /?:— J F(k) Jo(kl‘) BXP("I':. % kzt) k2 dk -

0
T b? o ¢
a®=|

0

Los coeficientes Aa son los residuos en los polos de

una cierta funcion. Ahora bien, la funcidn X(r-b,-k,t) es

muy pequefia para todo valor de t, de modo que tomando los va

1, 8

lores asintdticos de la funcicn X(r,«,t) para t + ®, 1a

funeidn y(r,t) se expresa
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F(k) [h, (kr)+S(k)h, (kr)] exp(~i % k*t)k® dk -

€
|
¥
Nt

O\—— 8

o
o

5> Ae exp(-i keb) expli(xar - % «2 t)1 ,  (18)

en donde la suma se efectia sobre los polos de la funcidn S(«)
cuyo argumento sea 6 con la condicion --§-< 0 <0, debido
a que los dema® polos dan una cantribucion despreciable y don-

de
&8
Al = I Ae Fk) k2 dk
0

Debido a que la varisble k es real y la funcidn F(k)
también lo es, la primera integral no da transitorios y es,
por tanto, y como su misma forma indica, la forma estacionaria
del proceso de dispersidn; por lo que respecta al segundo ter-
mino, la interpretacion que su forma sugiere es que, durante

la dispersion se forman unos estados quasi estacionarios, nive

les de energia positiva xi - xi >0 y que decaen con una

X y
vida media .___l;__. Esta interpretacidon se basa en la ana-
K

logia que exi;fe ;ﬁtre el resultado del estudio de la penetra-
cidn de una barrers y el resultado del caso de dispersion, pues
ademas de aparecer una onda incidente superpuesta a ura onda

dispersa, que es el resultado estacionario que debia de espe-
rarse, aparecen acusados unos niveles en el potencial que son
los mismos por lo que penetra un paquete de ondas a traves de
una barrera, si el potencial se considera cowo un obstaculo a
la salida del paquete; esto es, el problema se puede visuali-

sar pensando que al incidir un paquete de ondas sobre un po-
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tencial dispersor, ademdas de producir une onda dispersa esta-
cionaria, exita unos estados quasi estacionarios propios de

la estructura del potencial y que decaen con cierta vida me-
dia.
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