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RESUMEN

By means of a systematic averaging Process applied to
a heterogeneous pile, it is possible to obtain a simple set
of design equations giving good agreement with experiment
for thermal reactors. Such a process i1s developed in this
pbader, where it is shown that by the use of suitable constants,
the general behaviour of a pile can be predicted within a

very reasonable degree of accuracy.



I.— ECUACIONES PARA UNA CELDA

Una pila heterogenea esta caracterizada por una latiz
definida cuya unidad fundamental es una celds de forma y di

mensiones dadas, consistente de una regicn Ao ocupada por

combustible y una regidn A, ocupada por moderador., Cada
regidn de la celda es una region homcgenea cuyas constantes
nucleares estdn determinadas por la naturaleza del combusti
ble y del moderador. De esta maners para i = 0,| seran

291 Za1 ¥ 2y
absorcicn y efecto total respectivamente, A,, 1la longitud

las secciones wacroscdpicas pare dispersion,

de transporte, ¢, el decremento logarfitmico medio, P
el flujo de neutrones termicos, gq, la densidad de descele
racidn. Esta dltime sera expresada como funcion de posi—

cicn en la pila y como funcion de la letargia

e=logE§ ~ | (1)

en donde Eo, es la energis de hendimiento y E £ Ep la
energia considerada.

Si imaginamos un sistema de coordenadss r = ix+jy+kz
colocado en la pila, las regiones A, dcque constituyen una
celda correspondersn a un conjunto de valores de r pars -
los cuales se puede escribir uns ecuacion de desceleracion
y una ecuacion de difusion que describen el comportamiento

de los neutrones en la region considerada. Asf, en Ao
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to ¢ aqO(QIE) )3
3% &g 20(Lre’) = == - =284, (r,e) + Qolr,e) = 0
(2a)
A
_:;.n Bpo - Z . ¥ + Q. () =0
y en A,
A aQI(Lpe) 2
t 1 .l _ _
33, glaql(z,e) = 3¢ S € q;(r,e) + Q(z,¢) 0
(2b)
A
;I ﬂ¢| - zﬁlt ¢l + Ql‘l (.l'-'.) = 0

En donde Q,(r,e) es la produccion de neutrones de le-
targia € y Q,,(r) 1a produccidn de neutrones termicos,
Si se supone que s8lo los neutrones teérmicos son acti-

vos, se vd inmediatamente que sers

Qi(:, 5) = 0 Qti(.:.) = qi(Irft) (3)
en tanto que
QQ(E,O) - ¢bzatokt° (4)
con
k = f n :..z..:.-.r-i 7 (43)
to an
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en donde 2, representa la seccion macroscopica de hendimien

to para el combustible (a energf{a termica) y 7 el factor -

de utilizacion.

Se obtiene en vez de (2):

kto aqO(IrE) 2 a0
350 £ do (L, €) = . I do (r,€) = 0
(5a)
A
;0 &¢0 - E‘Qt ¢0 + qO(Elet) = 0
A
b 9q¢(r, €) zal
A , - —tema L . - —
321 € ql(I E) de S, € CII(L.E) 0
(5b)
h‘i’»l

-_é_ &d:'l - z&l‘b ¢| + Qi(.x..'.l'et) = 0

Suporndremos que estas ecuaciones describen el comporta-
miento de los neutrones en cada celda cuando %, y a, se

sujetan a las condiciones:
i) ¢o positiva y finita.

i1) (b)) = (¢I)SG; So es la superficie de separacion

entre Ao y A,.

. 90 _ 9
tit) Kt"(an M (Bn) S,
iv) (%CEJ) = 0; S; es la superficie que limita la celda.
07 s
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v) qo positiva y finita,

SOt I o

ZO fﬂ Bo 0

A 3 A
vit) = "EE) : 5 EE%)

Zo £o 37 q 2y &, on 3

o) O

0
viii) (—-—-——qu = 0

on 3_1
ix) do(r,0) = ¢o(r) zato kto

Las condiciones iv) y viii) son aproximadas. En ri-
gor serian validas solamente para una latiz infinita, pero -
en vista de las aproximaciones que se han empleado para es-
tablecer (5a) y (5b) parece innecesario complicar iv) y viii)
con la inclusion de la corriente neta que en la frontera de

cada celda proviene del flujo total que resulta del tamafio

finito de la pila.

5.~ PROMEDIOS SOBRE UNA CELDA. HOMOGEINIZACION
DE LA PILA FETERCGENEA.

Si ¢ representa un flujo termico ¢ o una densidad
de descelerscion q, el Velor promedio de ¢ en una pila
heterogenea se definird de la maners siguiente. Se supone
un sistema de coordenacdas en la pila, cuyo origen y orien-

tecion se escogen adecusdamente de acuerdo con la geometris

del sistema. Pars una celda arbitraris C, se toms un -



punto 0, como origen de un sistema de coordenadas local.

Si B es el vector de posiciocn de O, respecto al sistema

general y r el vector de posicion de un punto p cualquie

re de la celda respecto a O las coordenadas de p en el

G’
sistema general corresgponden sl vector R + r.
Designandc los volumenes de Ao y A&, por Vo y V,

respectivamente, definiremos

[ ¢(R+r) dr + { ¢(B+r) dr

Vo YoV UV
JR) o - toTo * Wil (€)
Vo 4+ V| Vg + V|

siendo

- l

vo (B) = - { ¢(R+xp) dr

(8 vl
(6a)

71 (R) - %;  y(Ber) dr
¢

los valores promedio de ¢ en las regiones 4o y 4, res-

pectivamente,
Podemos ahora permitir que R varie libremente en la

pila en cuyo caso ¢(R) representa una funcion de posicicnm
"alisada”, es decir, una en la que las variaciones locales
dentro de una celda han sido eliminadas'.

Nuestro proposito es ahora, partiendo de las ecuacic-
nes diferenciales loceles (D), obtener las ecuaciones gene-
rales que satisfacen las funciones (R) definidas por (6).

Integrando las ecuaciones para los flujos termicos da-
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das en (5a) y (5b) y afiladiendo los resultados se obtiene

é-{ Neor S 8,0, (Rer)edr + A, [ A_¢,(Rer) dr } -
Vo 71

-[vﬁzhtozﬁ“‘bv'izat|$II+[VDED(51Et)?vlai(glﬁt)] =0 (7)
Definase ahora la seccion macroscopica Z_, por la re-
lacion
o), Yo+ BIB)T,, Y .
¢(B) at - Vo + VI » )

en donde #(R) es el promedio definido por (86).
Con el auxilio del factor de utilizacion del combusti-

ble f  introducido por Ferei' discutido y analizado por

Weinberg2 que puede definirse por la relacion:

Po . ..V0
fu - — ato — (9)
PoZ,4oV0 * P12,y Vi

y de un parametro % que definiremos por la relacion

» = $o Vo (19)
1 V,
el valor de X_, puede obtenerse de (8) y expresarse en la
forma
2.t

z (11)

st (I-£.) (1+9)
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en donde se obtiene para el camino libre medio de absorcion

la expresion
Ay = Mgt (1=£) (1+9) (12)

De (8) se :zigue que el segundo termino de (7) sera

VoS, oPo *+ V2 . 21 = (VorVy) Z_.4(R) (e)

con Z_, dada por ().

El primer termino de (7) puede escribirse cowo

"o { )\to&R f qu_R.*'I.) dr + l\tl AR f le(.B"'.l:.) dl‘. b=

3
Va s

| _ _
=5 I Vodgd (B) + A, Va9 (R)]

Por otra parte de (6) se obtiene
(Vo+Va)ag#(R) = Vobppo(R) + V,Acé (R)

lo cual sugiere definir un camino medio de transporte A
por la relacion

Ay Vodo (R) + Kt{Y'E‘(B)

A P(R) = I — (13)

que por el uso de (6) y (10) da inmediatamente el valor

_ Ktl * >\tf.::n ?

| +¢
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Calculando la laplaciana de (13) se v€ sin mds que el

primer término de (7) se hace

)L‘b
(VouV1) = 85 $(R): (b)

con A, definido por (14).

Es ademas obvio que el tercer termino de (7) es

(Vo+V,) q (B:et) (¢)
De (&), (b) y (¢) resulta entonces

M

3

og#(B) ~ =, #(B) + q(B,e,) =0 (15)

que es Ya scuacion satisfecha por el flujo alisado y coinci-
de con la ecuacion del flujo de neutrones termicos para una

pila homogenea con una cierta A, y una Z_. dadas por (!}
y (14) respectivamente.

El drea de difusion termica L2 correspondiente a (I5)
| AgA
puede calcularse de ls rélacion usual L? =-—1§33- si se -

substituyen los valores de A, y A, dados por (14) y (12).

Resulta asi

A

L? = L3(1-£,) (1+ = 9] (18)
t!

que concuerda hasta el segundo término con el valor que se
obtiene de los calculos de Fermi'. Asfmismo, la expresidn

L2 = Lf(l—fu) ha sido mencionada por Wigner3 quien la atri-
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buye a G.N.Plass®*,

Vamos & extender este mismo tipo de calculo a las ecua
ciones de desceleracion que aparecen en (ba) y (5b). Inte-
grando cada ecuacicn sobre el volumeﬁ respectivo y anadiendo

los resultados se obtiene

A A
| B

3
- — [ qo(R+r,€) dr + J q:(R+r,€) dr -
de v vl
8

2 2

LS (R+r, e)dr +
EO{O{OQo_E )dr

5 £, {I q:(B+r,e)dg =0 (17)

a0

— | —
v t —— V
5. Zofo o Yo S £ I aA

s (18b)

‘Sf ;io VQ + E| V|-

(17) puede facilmente transformarse en

K aq(B—l E) E&
| o€ £
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que es la ecuacion satisfecha por la densidad de descelera-
cion promediada y coincide con 1la que resultarfa para una -
pila homogenea cuyas constantes fuesen A,, %, Xy €&. Las

ecuaciones (18) sélo determinan dos razones entire las cuatro

constantes, Introduciendo los flujos rapidos

. — q.(B.: E) — _ ai(ﬂ' 6)
d(R, €} S ¢, (R, €) —-———-——zifi (20)

Las ecuaciones de definicion

- Eovo ¥ El V)
g = ———— ‘ — d = T
Vo + V| Vo + V|

permiten obtener de (18a) y (20) las relaciones

A + A P
N = t 1 to | (2|)

k | + ¢

26y t 29609
26 = —— (22)

| + o

gue expresan la longitud de transporte y el poder frenador -

efectivos en la pila en términos de las magnitudes homogeneas

correspondientes y del parametro

’Si se hace arbitrariamente

£ = € (24)



de (22) resulte

> |

=z — (25)
| +

que define la seccion macroscopice total pare la pils hetero-
genee, La definicich (24) es conveniente en el sentido de que
permite expresar la desceleracion que ocurre en la pila en tér

minos de las propiedades del moderador. Del mismo modo de -

(18b) se obtiene

zll ¥ znn £

e (26)

que define la seccion macroscopica de absorcion para la pila.

3.— ECUACIONES DE LA PILA HETEROGENEA,

Podemos ahora prescindir del proceso de alisamiento y -

considerar el par de ecuaciones

A

3"-" &‘i’ - Za‘l’-¢ + Q(!‘uft) =2 ('5)
A >
t 3‘1(!.5) _ & -
55z 2a(pe) = —— - 357 9(5e =0 19

cuyas constantes han sido ya definidas, como las ecuaciones
que describen el comportiamiento de la pila heterogenea,: En

tanto gue este par de ecuaciones es precisamente el que se ob
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tendr{s dentro del mismo cuadro de suposiciones psra una pi-
le homogenea, se puede aplicar la teorfs de esta dltima para
establecer las ecusciones de diseflo. FEn primer término in-

troducimos la edad

e A,
T{e) = g 35 de (27)

en té€rminos de la cual (19) se transforma en

aq s _
ﬁq —-— '-a—q-_ e )\.t g D (28)

Se introduce ademds 1s probabilidad de escspe a2 la ab-

sorcion
r 32,
p(r) = exp J — dr (29)
o %
vy 1a densidad efectivs
rT
¢'(p7) = i%;)) (39)

Aq' = — (51)
En cuanto & condiciones en la frontera se impondran -

las usuales para la parte espaciel. En lo referente s la -

relacion entre q y ¢ notamos que
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/' ao(R+r,0) dr + [ q:(R+p,0Q) dr
v v

R S - .
Vo + V‘;

| $o zato kot Vo
0 = — X
| qo(R+r,0) dr VoaV, (a)

¢

Si reoguerimos que q y ¢ satisfagan en todo relecio-

nes identicas a las de la pila homogenes, deberemos hacer

q'(r,0) = ¢(x) Z,, k, (32)

esta ecuacion, al mismo tiempo que expresa lg condicion ini-
ciel pare q', se puede considerar como una ecuacion de defi
nicidn para la constante k, aque en la pila heterogenea va &
desempefiar el papel de constante de reproduccion. En efecto,

comparando (32) cor (a) se obtiene

K= o 2 a0t Vo e - f K - ¢ 25 .
t P zat(vﬂ+vl) ot u "ot Q zao
tis conveniente definir
2
_ fo -
T =5 7 (33)
a0

k. = £ 7 (34)
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de donde se sigue para la constante de reproduccidn el va-

lor usual

k = pf, n, (35)

De (29) y [I8b) se obtiene

B, 2, dE
P(E) = exp (- J By T ) G
i
) 2
2 a0 Vaaa + sl v -
- exp - Io i;Z:' 0do ETET' 19 25‘ (36)
B Vogo + Viq, X

Por otra parte de (5):

2 A 3QO(P 6)
g - i
20é0 350 &0 e
2 A 3q (L, €)
al s "M | ; =)
L _ ’ E —_— SR & , 'E . ————— e ——————
z|§| ql(g )A 32[6[- ql(:. ) de

integrando la primera ecuacidn sobre Vo, la segunda sobre

Vi y sumando resulta:

20 ToVo + —Eilt"‘v .Y [ AgedVo + Mo [ 4ag,dV
Sofo 070 T Fie, M T 3356, v, 10870 7 331, v et

e -
- ‘é“;{?..ovo + qiV} F

o8



At o 99 A 3q 3q |
- f dSe f =—=—d48, - f —— 4S8 -
32060 8 3n 321£1 s, on S, on 0
- 2 (Vo + @V} = - = (ToVo + TV)
3¢ ovo i v - Se Qo VYo Qv

ya que la suma de las integrales de superficie es nula en -

virtud de las condiciones en la frontera de una celda., Subs-

tituyendo este valor en (38) se obtiene

p gi (20V0 + q:iV)) ao(e)Vo + q,(€)V,
A O O I N TS TSR TIT
es decir
f QQ(I‘,E) dVg + f q,(r,E)dV.
o(E) = 0 LA (37)
{ go (r, Bo)dVo + {: q;(r,Bo)dV,
!

0

Esta relacidén expresa p(E) en una forma que tiene
una interpretacion sencilla: es el cociente del nidmero de
neutrones gue por celda llegan a energia E entre el nlmero
de neutrones producidas a energia BEy en cada celda. (37)
expresa pues una generalizacion obvia del concepto de proba-
bilidad de escape a la absorcion en una pila homogenea. De
hecho, esta expresion que aquf resulta como una consecuencia
del meétodo seguido para analizar el reactor heterogeneo ha
sido propuesta independientemente por Moshinsky® como una -

definicion de p (E) para sistemas heterogeneos.
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Volviendo a la expresion original (38) se puede obte-

ner una ecuacion aproximada para p despreciando el termi-

no s | V,q, en el numerador. Por un sencillo calculo se

(38)

en donde :ﬁ> es el cociente de los flujos medios calcula-
1T
do a la energia de resonancia. Este resultado, que ya habia
sido repe“rt&do6 concuerda con una expresion semejante publi-
cada pasteribrmente7.
De 1la misma manera puede obtenerse de (27) una expre-

sion aproximada para el drea de migracion rapida:

A A

] t - v, ¢ |
12 o, o0 M dE 0o 3306 1070 7 33igy dF
f : B, 3£ B B, doVo + 9V, B
B Mo Vodo + ! V9,
e gttt 5 TP an
By SocoVodo + Zi6ViP B
A Voo
A to, _SZ B
] B, 'blVl I [l + >\-|;,| VL¢| ] ) qE N J_O [I+ hto cp] .
) 200 Voo J L Ay
By 35,6,V [| = ...]
SAd 1€y Vi
A A
x — Q_EE= (' § Ato q’u) Ly,
325[5‘ ]
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en roesumen

Ly = (I - — ¢4) L%, (39)

4.~ COMPARACION CON EL EXPERIMENTO

Prieto® ha aplicado el anilis;s que sacaba de describir-
se al calculo de varios reactores conocidos. En sus calculos,
Prieto determina las constantes para el combustible y ei mo-
derador puros, mediante los valores difusionesles corregidos
por consideraciones de - transporte. Ademas, ha considerado -
los valores adecuados que deben emplearse en las expresiones
para p(E) vy Li por un estudio del curso de las secciones
con la energfa y, por dltimo ha tomado en cuenta 8l efecto -
del reflector en caso de que se trate de una pila reflejada,

Con permiso de su autor, se resumen aquf algunos de los

resultados obtenidos.

REACTOR DE KJELLER.— Uranio y agua pesada®.

Datos experimentales: Valores calculados:

Masa de uranio M(u) = 2.'16 ton. 2,15 ton.,
Masa de agua M(D22) = 6.82 ton. 8.29 ton,
bEspesor de reflector S = 70 cm. 7 cm.
Radio del reactor R = I00 cmnm. 98.2 cm.
PILA DE CHATILLON.- Oxido de uranio y agua pesada'®’.
Experimental Caleulado
M{UOQ,) = 3.55 ton. 3.79 ton.
M(Do0) = 4,52 ton. 5.05 ton,
S = 90 cm. 85 cao.
R = 90 cm. 95 cm,
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Las cantidades de material mayores que las observadas
se deben en este caso al hecho de que en tanto que la pila
construida tiene un laplaciano k® = 8.5 m 2. Prieto utilizo
en sus cdlculos el valor mayor «- = 6.835 m -, Asi, el nume
ro de barras resulia 78 contra 89 de la pila construida.

BEPO.- Grafito y uranic metalico

"Experimental Calculado:
M{u) = 40 ton. 40.3 ton.
M(c) = 850 ton. 820 ton.

S = 3 ft 2.9 ft.
R = 10 ft, 9.9 ft.
GLEEP.~ Grafito y uranio metdlico ' .

Lxperimental Calculado:
M(u) = 33 ton. 34 ton.
M(c) = 505 ton. 497 ton.

S = |30 m. |. 32 m,

R = 2.86 m, 3.04 m.

Bl autor agradece al Prof. Prieto la gentileza con que

puso a8 su disposicion los resultados de su trabajo.
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