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RESUNEN

El tema del presente trabajo Ra sido investigado inde-

’ :
pendientemente por X. Hoshinskya y por el autor®’?. Recien

temente H.Hoshinskylo ha mostrado la equivalencia entre su -
punto de vista y el del autor.

Nuestro método en este problema estda basade esencial-
mente sobre la geometria del espacio-tiempo de Ninkowski, y

en el analisis intuitivo que Fresnel ha dado para la difrace
R —— T T T ————————.,

*Para las referencias veéase la version original de este ar-
t{culo.
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cion. BEn esta forma, las formulas fundamentales de la mecd-
nica ondulatoria se obtienen en forma simeétrica en lo que se
refiere a espacio y tiempo, y la interpretacion de Feynman

de los estados de energia negativa, se ve claramente slustre

da,

I. INTRODUCCION.

Consideremos una onde incidente, asociada a una parti-
cula relativista, y tal que una de las componentes espaciales
del cuadrivector de corriente, como por ejemplo Ji, tenga un

signo determinado, como:
Jl)a}o ’ (l)

donde a es un nimero dado. Ademas, supondremos que la mag

nitud de la corriente se vuelve despreciable fuera de un tu-

bo en el espacio~tiempo, cuya seccicn espacial es finite (Fig.

. xe/1 (tiemvo)

x, (espacio)

Fig.|
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Bajo estas suposiciones, y debido & la ecuscion de con-
tinuidad:

3 =0, (3\ = /3™, A,u,v,p = 1,2,3,4), (2)

la funcion de onda puede normalizarse ya sea por la formula:

—;‘Lﬂ' ~ Jadx dx2dxa = | , (x4 = ict) , (3)
o por la formula:*®

I J1 dxo dxg dt = | . (4)

X |=0

Desde el punto de vistes f{sico, la suposiciones ante-
riores seran cumplides si la particula es emitida en forma de
una ondas “practicamente” plana y monocromatica, limitada en -
el espacio y tiempo, por un "coliﬁador' operado durante un -
tiempo finito:

Supongamos que en el plano x; = 0 del espacio tri-di-

mensional, tenemos una pantalla impenetrable y perfectamente
absorbente con un agujero el cual estara inicial y finalmen-
te cerrado. En cualquier instante, el contorno de este agu-

jero estars descrito por ecuaciones de la forma:
x; =0 ¢ (Xz,!s,t) =0 O ) (12,13,14) =0 (5)

Bn el espacio-tiempo, la imagen de la evolucidn de este

diagrama, sers une pantalls tridimensional paralela a los —-
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eles X2,¥a Yy X4, cOn un agujero 9, de acuerdo con las -
ecuaciones (5). El tipo de agujero mds simple estsa limitado,
en los planos x2,Xx4 y Xa,Xs4 por dos semicontornos tempo-
raeloides, que se intersectan en los puntos inicial I y fi-
nal F del espacio-tiempo. Como el vector F-I es tempore
ioide, el eje x4 puede tomarse a lo largo de el. i

X2,X3, X4 xe/1 = ot

¥
------------------ a9 X ————— - -~———yp Xo,X3
1 I
!
|
Fig.2. FEsquema de 1la panta- Fig.3. Esquema del agujero
lla trxdimensional. tri~-dimensionsal.

¥n esta forma puede verse que la difraccion en el tiem-
po de la onda incidente, debido a la operacion de abrir y ce-
rrar el diafragma, es equivalente a la difraccion en el sspa-~
cio debida a las dimensiones limitadas del agujero. La Z2a,
3a y 4a relaciones de incertidumbre apsrecersn en una forma =
completamente simétrica. Desde luego, las variaciones de can
tidad de movimiento y energia de la partfcula causadas por -
estas difracciones en el espacio y el tiempo, deberdn ser to-
madas (o dadas) por la pesada pantalla macroscopica y por el
mecanismo del diafragma.

Si seleccionamos los casos sn que la particula cae sfeo~
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tivamente sobre el agujero 9, le condicion de normaliga-
cion® se convierte en:

fffg iy dx2 dxa dt = | . (8)

Una vez que el efecto de la pantalla observadora se to-
ma en consideracion, la ecuacion de la onda difractada en el
plano x; = 0 toma la forma:

0 fuera de Y,
v (x, = 0,%2,%Xa,X4) ~ (7)
Yo (x| = 0,X2,Xa,Xx4)dentro de 9,

donde o representa la onda incidente no perturbada.
Se ve ya claramente que en nuestro problema, el para-

metro natural de evolucion no es ya t (o lo que es lo mismo

x4) 8ino x;. A lo largo de valores crecientes de este pa-
rametro, hablaremos por ejemplo de "antes” o “despues” de la
pantalla, aunque pars no confundir estas palabras con su. con

cepcion temporal la usaremos entre comill;ﬁ.

II. TEORIA COVARIANTE DE LAS TRANSFORMADAS DE FOURIER.

Las formulas correspondientes han sido derivadas por
el autor’ siguiendo una sugestion original de Marcel Riesz>s

una descripcion completa ha sido dada recientemente ', y aqui

86lo resumiremos brevemente los resultados.
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A. Formulas asociadas con la ecuacion

de Gordon de segundo orden.

Denotaremos por © un hiperboloide de dos capes en el

espacio momental de 4 dimensiones, dado por:
k k)\ + kO 0 ’ (B)

por id8vy, el elemento de volumen direccional sobre el hiper-
boloide (el cual es colineal a k,), y por &v (> 0) 1la lon-

gitud 1idvy, de acuerdo con la definicion™:

ko SV)\ - kK v (9)

Con esta notacion la transformacion de Fourier direc-

ta de la funcion de onda toms la forms:

| 4

(2m)¥* wix) = [Jfg o™ ™ L(k) v : (10)
y la transformacion de Fourier inversa se escribs como:

4

(21> (k) = = Mg () e™ T (mr ey a)suy L (1)

donde & es cualquier superficie espaciesloide, e(k) el —--

bien conocido comutador de signo:

*Can A = 4, uno reconoce el bien conocido inveriante relati
=l
vistico 1(d’k/k4).
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ke/d
e (k) = ——— > 12
W (12)

y 18uy, el elemento de volumen en &. Je verifica facilmen

te que se satisfacen las ecuaciones de Gordon:
(3) d*-k2) y(x) = 0 y  (KMey+k2) (k) =0,  (13)

y que (k) definida por (l1) es independiente de €. La

presencia de las ‘derivadas normales 3h¢8uh en (I1) era de

esperarse,
Introduciendo (1) en (10) obtenemos la solucion for-

mal del problema de Cauchy:
v(x') = J’IIG Sk(x'-x) v{x) Buy (x) , (14)

donde:

s (x) = D(x) (1kM+3M) . (15)

y D(x) es la funcion de propagacion, primero definida por

Stuckelberga.

i Vg
D(x) = 3rzm3 g e(k)e'™ *v sy (18)

Estsa D, igual D__,-D, ., es cero fuera del cono de -

e e o —teen et e e e e et 88
*Bgeriba 1la diferencia entre dos expresiones (IIL con dos
s's diferentes, y convierta en una integral cuadruple.
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luz. Las formulas anteriores (i4) a (18) son substancialmep
te las mismas que las dadas por Schwinger" para el foton.
Definamos ahora por ([3*] = é} —~ gh , al bien conocido
operador que aparece en la corriente de Schrodinger y de -
Gordon; y sean ¢, los conjugados de ¢ y {. Le igual-

dad covariante de Parseval toma entonces la forma:

:?%Hf@ 711 M ya suy Sl ek) Tite dv (17)

Debido a Ya ecuacion de continuided, al miembro izquief
do de (17) es independiente de la superficie espacialoide.

En ceas0 que (| = s = {, el miembro derecho de (17} es
lo que se conoce como funcion de distridbucicn en el cuadri-
espacio momental, y si ponemos:

V
ik Y,

{y = (2 = ( e , (18)

obtenemos la llamadse funcicon caraciterfistica en el cuadri-es

pacio momental:

i

iy,
bV
2Ko

[i5 (=) N w(xeg)suy = [ (k)T Le . (19)

B. Formulas asociadas con las ecuaciones

de ler. orden para particulas con spin.

La ecuacion de Gordon (13) es siempre una consecuencia

de la ecuacidn de particula con spin:
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(at 3 + ko)y(x) =0 0 (ah k) - iko) I(k)=0 . (20)

Usando (20) y (9), uno puede transformar (I10) en:

(2m)>/*9(x) = -1 [f] atovy e % (k) . (21)

De mucho mayor interes es la transformacion (11), cuan

do on ella se reemplaza BK¢ por la expresion correspondien

te sn (20), y para la ecuacion ds Dirac se obtiene'',

i PR iy
(2m) 272 Loy (B) = g JhTe e()e™ ™ ™ (17 ku—ko )P (x) suy, (22)
mientras que para la ecuacion de Duffin-Kemmer se obtiene:
(@n)>% 1)) = 5= [fge(0e ™™ ™ [t vka (B850 ko 1y (x) bur. (23

En lugar de ls derivada normal uno tiene ahora una -

cosbinacion lineal de las componentes . Las expresiones

que corresponden a Sk(x) en (14), toman ahora la forma:

shyy (x) = ("3 - ko) *D(x) ., (24)

(M + 3. (B"BM-pB")—koAM D(x) . (25)

S}I) (x)

La expresicn (24) fue obtenida por Schwinger pars el

caso del eslectronm.
Awbos miembros de la igualdad de Parseval (17) pueden

treansformarse’ ' de acuerdo con la decomposicion de Gordon
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para el cuadrivector de corriante*, y obtenemos entonces -

(¥ = ¢ B):
[I] ¢ &K¢25ux = [Jf E(k)zlakCESVh . (28)

La forma correspondiente de la funcion caracter{stica

(19) se puede escribir de inmediato; esa formula ha sido ob

-

tenida tambien por el autor’ por oiros medios.

III. LA TEORIA DE FRESNEL BN EL ESPACIO-TIEMPO.

De acuerdo con las hipdtesis y definiciones de la sec-
cion I, todas las formulas de la seccion II seguiran siendo
validas cuando la superficie espacialoide &, ss reemplazada
por la superficie temporaloide © de la seccion 1. La ampli
tud en el espacio momental de la onda difractada estara dada

por las formulas (7), y (11), (22) o (23), y la amplitud en
el espacio-tiempo por las formulas (7), (14) y (i16), (24) o

igsltt

* -
Lﬁ_ﬁafriente ?ottl W a*¢ y 1la corriente de Gordon ——
-y[3*1¢/2ko ', son integralmente equivalentes en el senti-

do de las ecuaciones (7)) y (fe), ya que su diferencia tie-
ne la forma dumsA, donde m# es un tensor antisimetrico.

Al iotegrarse, este Wltimo termino puede transformarse en
una integral de contorno que tiende a 0.

**Las fcrmulas (17) o (28) escritae con » en lugar de & -~

(0 equivalentemente la formula (4)), muestran Tue el crite-
rio de Presnel para la intensidad de la onda |y|2, es una

simplificacion de 1as formulas correctas. BEsto continua —-
siendo vdlido si uno utilisa el flujo de momentus o de ener

g{s por unidad de area y tiempo, en lugar del flujo de nime~
ro de particulas.
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Como se dijo con anterioridad, el parametro natural

natural para la evolucion de nuestro sistema es la x;, vy

usaremos comillas cada vez que nos refiramos a e¢l. Si sobre
la superficie ©» del agujero en el espacio tiempo esta dada
la distribucion inicial (7), se obtienen las siguientes cue-

tro clases de ondas planas difractadas de la Fig. 4:
!

“““mluw u||||““"l“

Fig.4 Los cuatro tipos de ondas difractadas.

La simetria con respecto el plano k; = 0, sugiere que
la aplicacion directa de las férmulas flustradas en la Fig.4
corresponde al caso de la pantalla perfectamente reflectora,
de hecho eso fue demostrado por Moshinsky'o, en la region
x, >0, x4/i >0 para un caso particular. El problema ge-
neral amerita sin embargo, una reflexion mas detallada.

En este trabajo, estaremos interesados en el caso de -
la pantalla perfectamente absorbente. En el caso estatico -
de Fresnel, para la pantalla con un agujero, las ondas re-
flejadas k; < 0 existen desde un punto de vista formal, pe
ro en la realidad no se observan. Uno debe de eliminarlas -
del andlisis, y haremos lo mismo para el problema en el espa

cio-tiempo con el que tratamos, De aqu{ que en las formulas
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(1), (22) o (23), supondremos que adlo las ondas planas -
k) >0 tieren una amplitud no-despreciable,

Ahora, las formulas indicadas en el parrafo anterior -
nos daran, en todo el espacio-tiempo, una expresioh para la
y difractada. Esta ¢ en la regicn x, > 0, representars
8 la onda propiamente “transmitida”. En la region x; < 0O
representara una onda ficticia “incidente”, que difiere -
de toda onda  “incidente’ real por le supresicn de todas
las componentes de Fourier que la pantalla aniquila. Dada -
la distribucicdn "inicial” (7), con las restricciones indica-
das anterjormente para las ondas planas k; > 0, la funcidn
de onda ¢ corresponderd en la region x, > 9 e un proble-
ma de "prediccion”, y en la region x, <0 o a un problema
de “retrodiccion”.

Consideremos ahora los conoe« de luz futyro y pasado,

ssociados respectivamente con los puntos del espacio~tiempo
I y F de la fig.3, tal como se ilustra en la Fig.b

x4/ic (tiempo)

F
-------------- N T 1
0 | O pardmetro de
1 evolucidn
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La region o, fuera de los dos conos de luz, esta pPro-
hibida para cualquier partfcula que pasa a traves del agujero
V. En cualquier punto de las regiones | y 3 de la fig.5, =si-
‘uado lo suficientemente lejos (en espacioc y tiempo) del agu-
jero ¥, la influencia de una onda plana de energia positiva
determinada, es preponderante, como puede verse por eL argu-
wento de Fresnel de la fase estacionaria. En forma similar,
en puntos distantes de las regiones 2 y 4, la influencia de

una onda plana de energ{a negativa es preponderants.

Tenemos ahora el problema de la interpretacion de los
estados de energf{a negativa. Es claro que la asociacion de
ondas planas de energf{as negativas con las ideas "macrosco-
picas” referentes a la identificabilidad de las particulas,
implicara la paradoja de causalidad avenzada: la operacion
del mecanismo del obturador sersa telegrafiada hacia el pasa-
do, y traera de all{ a partficulas de energ{a negativa.

La solucicn de esa paradoja reside esencialmente en el

ugo de las estad{sticas ds« Fermi-Dirac o.de Bose-Einstein.

Sea:
Pia = P21 , (27)

las probabilidades asociadas por las formulas de le seccion
IT con la transicion entre un estsdo "inicial” | y un esta-

do "final” 2, que es siempre igual a la probabilidad de --

transicion recfproaa *2 » |". En el caso de la transicion

para una sola partfcula, esta probabilidad debe super-cuan-

tizarse de acuerdo con:
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n; Pi2 n2 = ne Pe| nj . (28)

donde n; es el niumero de ocupacidn “inicial” del estado -
"inicial” | ¥y ns el nimero de ocupacion "final” del estado -

"final” 2, en le hipdtesis que la transicion puede tener lu-~
gar. En el caso de las estad{sticas de Fermi-Dirac, n;,ng = 0,1,
Yy por ejemaplo ne = 0 8f el estado "final” 2 este “inicial-
mente”’ ocupado. En el camso de estad{sticas de Bose-Einstein
ny, neg = 0,1,2...

kn otras palabras, es esersialmente la nueva propiedad
de eatad{sticas cuanticas, esto es, el papel explicitamente
simetrico de los numeros de ocupacion de los estados inicial
y final, que destruye la paradoja de causalidad avanzada. La
asociacidn del concepto de ondas de energfa negativa con las
estadisticas de Maxwell-Boliszsmann seria paradojica. Para una
generalizacion relativista de la teorfa cudantica, las esta-
disticas cuantiocas son tan necesarias como por ejemplo la re-
presentacidn del spin; posiblemente este sea un argumento ex-
tra esn favor de una conexion esencial entre spin y las esta-

d{sticas cuanticas.
La interpretacion dada arriba es esencialmente, la in-

terpretacion de Faynman° para los estados de energia negati-
va. Uno tiene cuatro sub-casos (ilustrados en la Fig.8),
|-difraccion ordinaria de un electron, 2-aniquilacion de un
par, 3-creacidn de un par, 4-difraccion ordinaria de un po-
sitrdn. En los trabajos de Feynman, los nimeros de ocupa-
cidn no estan explicitamente introducidos, pero en el caso -
de fermiones, hay la palabra si: P2, es la probabilidad de

transicion si el estado inicial ssta irjcialmente ocupado y

198



pardmetro
de
evolucidr

Fig.8 Cuatro tipos de difraccion de
electrones.

si el estado final esta inicialmente vacfo (inicial y final,
en el sentido ordinario o tambien en el "sentido x,°); las

aserciones simétricas son validas en el problema de la retro
diccidn.

IV. OBSERVACIONES SOBRE UNA REJILLA D& DIFRACCION
EN EL TIEMPO.

Cualquier sistema fisico periodico, por ejemplo un os-
cilador o un rotador, puede considerarse como una rejilla —-
temporaloide en el espacio-tiempo de Minkowski.

Bn una rejilla ordineria, denotemos por ko el nimero
de 1ineas por unidad de longitud, y por k, el nimero de on
da incidente en 1la misma direccion (los frentes de onda, de-
ben ser desde luego, paralelos a las lfneas de la rejilla).
Los nimeros de onda difractados en la misma direccion estsan

dados por:

kdzki tnko p nzolle--- (29)
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Este resultado es valido tambien para una rejilla tempo
reloide, por ejemplo, en el caso de la formula de Fermi para
la difraccion de una onda por un rotor. Un efecto tipico se-
ria el del efecto Raman en el espectro de rotacicn de las mo-

leculas, cuando las moleculas son muy pesadas.

V. CONCLUSION.

Como fue claramente postulado por de Broglie en sus tra
bajos iniciales sobre mecenica cuantica de 1925, la simetrf;
de Minkowski entre el espacio y el tiempo es una caracterfsti
ca esenciel de los fenomenos cuenticos; esto no es una sorpre
sa, 81 uno se da cuenta que la teorfa ondulatorie es por un -
lado la base de la Teor{a de la Relatividad, y por otro lado,
la base de 1la Teor{a Cuantiocas y del Principio de Complementa-
ridad. Pero, para formular explfcitsmente esta simetr{a esen
cial entre el espacio y el tiempo se necesitaba mas informa-
cidn de la que se podfs disponer en 1925. De todos modos, -
una introducciocn elemental a la Teorfia Cubntica Covariante
(que ha sido brillantemente desarrollada por Tomonaga, Schwinger,

Feynman, Dyson, etc.) es posible.
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