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RESUMEN

The present paeper shows that prodblems of diffraction in
time essociated with the opening and closing of a shutter,
can be described in terms of a source distrsbution 1n the
region occupsed by the shutter. In this way, we show the

equivalence between our own approacn to the problems of dif-

*Trabsjo presentado en el ler.Congreso Nacional de la Socie-
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fraction sn time, and the one sugested recently by 0. Costa
de Beuregard following the ideas of Fresnel with respect to

ordinary diffraction. In particular, we look into the pro-
blems of diffraction in time for relativistic particles, and

five an interpretation of the positive and negative energy

terns that appear in the analysss.

I. INTRODUCCION.

En publicaciones anteriores'’®, el autor ha analizado

diversos problemas dinamicos en la mecanica cusntica, en los
cuales aparecen los efectos transitorios denominados difrac-
cion en el tiempo. En particular, es en el problema de abrir
y cerrar un obturador, sobre el que incide un hagz de particu-
las, donde se observan m&s claramente estos fenomenos de di-
fraccion en el tiempo. El andlisis de este problema puede -
hacerse desde dos puntos de vista: uno de ellos, que fue el
seguido por el autor, consiste en suponer gque el obturador
delimita en un instente dado dos regiones del espacio, una -
en la que esta el haz de particulas y otra en la que todav{ia
no penstra, y el andlisis consiste en determinar la funcion
de onda a partir de estas condiciones iniciales. BEl otro -
punto de vista, seguido por O. Costa de Bauregarda, consiste
en suponer que al abrir el obturador aparece una distribu-
cion de fuentes sobre la region donde se encontraba éste, y
el andlisis consiste en determinar la funcion de onda depen-
diente del tiempo asociada a esta distribucion de fuentes.

Los dos puntos de viata tienen su ansalogo en los feno-
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mencs de difraccion ordinsria. En efecto, si suponenos gue
una onde electromagnetice plana incide sobre un semiplaro -
pPerfectemente conductor, como se ilustras en la Fig., |, la -
distribucidn de intensidades a la derecha del plano puece -
cbtenerse por dos analisis distintos. Uno de ellos, propues
to por Sommerfeld‘, consiste en resolver exactamente el pro:
blema de condiciones a la frontera, buscando soluciones de -
la ecuacion de onde en una superficie de Riemann apropiada.
Bl otro andlisis, propuesto por Fresnel para dar la priners
soluciocn coherente al problema de le difraceidn, consiste en
completar el semiplano difracter por una distribucicn de fuer
tes cuyas fases relativas estan dadas por la onde incidente,
y determinar la funcicon de onda asociade a ests distribucion
de fuentes. Es bien sabido que en el caso de la difraccion
ordinaria, los dos puntos de viste llevan esencialmenie a la
misma distribucion de intensidades.

El objeto del presente trabajo es demostrar que tawmbien
en el caso del fenomeno de difraccion en el tiemvo, los dos
puntos de vista expuestos en el primer pdrrafo de este tra-
bajo, son ssencialmente equivalentes. Esto permitira expre-
sar las funciones de onda transitorias en terminos de las -
funciones elementsles® asociadas a las diferentes ecuaciones
de onda. En el caso relativista, las funciones elementales
pueden expresarse como sumas de las contribuciones de las -
energias positivas y de las energias negativas, y esto hare
factible una interpretacion de los efectos transitorios en

términos de produccion de partficulas y aniquilacian de anti-

partfculas®.
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®n el presente trabajo, supondremos que el obturador -
esta representado por un plano perfectamente reflector, cosa
que no altera esencialmente la funcion de onda a la derecha
del mismo, pero gque en cambio permite describir esa funcion
de onda en forma exacta por una distribucion de fuentes, -
Analigaremos el problema cuando las ecuaciones de onda son -
las de Schrodinger, Klein-Gordon y Dirac, e indicaremos en -
estos dos dltimos casos las contribuciones de energias posi-

tivas y negativas, y como estas ultimas desaparecen en sl our

s0 del tiempo.

II.~ EL CASO DE LA ECUACION DE SCHRODINGER.

Aunque el interes principal del presente trabajo se -
relaciona con las ecuaciones relativistas, empezaremos por
discutir el caso de la ecuacicn de Schrodinger, donde apare

ce en forma particularmente clara la relacion enire los dos

puntos de vista mencionados en la seccion anterior.

El problema que nos interesa concierne a encontrar 1a

funcicn de onda y(x,t) que satisface la eauacion:
lap =t 5 ' (1)

1), y la condicion ini

i
Q
il

(tomamos unidades en que % = m
cial:

y(x,0) = sen kx  si x<0, g(x,2) =0 si x>0, (2)

(que corresporie a un obturador que es un reflector perfec-
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to), 7 de expreser esa funcion ¢(x,t) en terminos de una -

fuente planar emn x = 0.

Del teorema de la integral de Fourier sabemos que:

4(x,t) = -% [mf(x) o1NE gTANKEL , (3)
donde’: f(x) = ;%i. [-m sen kxe-ixx dx -~
_ 5 o , 92, _ | T\ 3% 2 ., @ i
= —1(2n) k8 (x"—k = — = k]l d(«x -k $ ——1! . (4
() = 1 ()" st —| - W

Al introducir (4) en (3), sabemos de consideraciones -
generales", que la integral contendrd sdlo el termino (xz—kz)_'

si ] contorno de -® a ® se cambisa en el contorno C de la fi-

gura 2, y en ese caso tenemos que:

" e-iixzt .

—_ X

lp(xlt) - 2‘” [ Kz— k2 e dK - (5)
C

Tenemos por otro lado que:

-13K24 -13xPs
© | -5k LA 2_ )2 yr’ ,

T are e e T @
k®~ - Kk K = K

Q

Introduciendo (68) en (5), vemos que el segundo térmi-

no de (8) no contribuye nads a la integral, debido a la for-

za del contorno en (5). Para el primer teérmiro de (8) pode
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mos intercambiar el orden de las integrales en (6) y obtene-
ROS:

t _ ! | | ] «
'ﬁ(x, t) = k I a 1£k2(t-7' ) [m I e".'i*"‘!'r 31 Xz dK]d‘T'- (7)
o 0

El integrando dentro del parentesis cuadrado es regular, y -
podemos pasar de nuevo del contorno C al contorno original
que va de -® a +© sobre el eje real. La integral dentro

del parentesis cuadrado se convierte en:

l '
mj’ e 1Nx 0-1*“27- de = 3% G(I,‘i’") ’ (83)

donde G(x,7') es la funcion de Green correspondiente 2 una

fuente planar en x = 0, dada por®:

G(x,7')

i
o
i
o
!

(8b)

Introduciendo (8) en (9) y haciendo el cambio de varia

ble 7 = t-7’' obtenemos finalmente:

t
vx1) = 8 [ T Gt ar (9)

De (9) vemos que la funcion de onda & la derecha de un
obturador que es un reflector perfecto, es idéntica a la fun
cidn de onda debida a una fuente planar emn x = 0 que entra
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en operacion a partir del instante que se abre el opturador,
y que tiene una intensidad C%)e-iétaf . Esta equivalencia
entre la solucidn exacta del problema propuesto en esta sec-—
cion, v lo que podriamos designar como el punto de vista de
Fresnel para problemas de difraccion en el tiempo, existe so-
lo cuando el obturador es un reflector perfecto. El autor ha
demostrado' sin embargo, que ‘para otros tipos de obturadores,
e.g. cuando el obturador absorbe todas las part{fculas inciden

tes, las funciones de onda a la derecha del obturador no di-

fieren esencialmente entre sf{. De aqui que podamos afirmar
que en todos los casos el punto de vista de Fresnel para pro
blemas de difraccion en el tiempo, nos da soluciones que se-
aproximan mucho & las soluciones exactias del problema.

Es facil ver,de la forma (6), para la funcion y(x,t),

asi como de (9), que ¢(x,t) es solucion de la ecuacion in-

homogenea:

¥, vk -idxt
i 3¢ + % = " 2 e 5(x) (10)

con la condicion inicial ¢(x,0) = 0. De (i0) se concluye que

el fensmeno de difraccicn en el tiempo puede tambien asociar-

cse a una distribucion de fuentes.

III.— EL CASO DE LA ECUACION DE KLEIN-GORDON.

Este caso ya fue discutido por el autor en una publi-

cacion anterior®, y nos limitaremos a dar los resultados por



el intercs que presentan en relacion con el analisis pars la
ecuacion de Dirasc, que se dars en la siguiente seccion.
El problema es el de expresar en terminos de una fuente

planar en x = 0, la funcicn de onda Y(x,t), que satisface:

rk 3%
~ - 1} ¢(x,t) =0 (1)
sen kx si x < Q. ° -iF sen kx si x<0
¢ (x,0) -.-{ (_5_4’1:.) { 2
0 si x > 0 , t=o0 0 si x>0
5
donde E = (k°+!)°. Como se ve de (12), el obturador de nue

vo se supone como reflector perfecto. En la publicacidn an-
terior’, se mostrd que para x > 0, t > 0, y(x,t) puede ex-

presarse como:

.
b(x,t) = j [—ke

O

21 Doy, t-r) dr (13)

donde:

D(x,t) = (2m) [ elXX genet

- 30

€ = (ﬁn)’k, (14)

d x
€

es la funcidn elemental asociado a una ecuacicn de Klein-
Gordon'°® de una sola dimension.
La funcidn D{(x,t) puede expresarse en terminos de -
componentes de energia positive y negativa, si descomponemos
senet en terminos de exp(¥iet). Nos va a interesar se-

guir el cotportamiento en el tiempo de las contribuciones de

244



energias positiva y negativa para la funcion de onda ¢ (x,t).

Para ello introducimos (14) en (13) e intercambiando el or-

den de integracion obtenemos® que:

v(x,t) = ¢, (x,t) + ¢ (x,t) =
. K I ndb O & R X x
 4m ! {: (ee—E * en's'+E)] ei dx ’ \18)

c be

donde el contorpo C es el de 1a Rig, 1. En (15) vemos que

las contribuciones de energia positiva estan asociades con
eﬂi't, y las de energia negativa con eitt. Si consideramos
las contribuciones conjuntas de energia positiva y negaiivs,
vemos que la parte del integrando contenido en el parentesis
cuadrado es funcion meromorfa de «, ya que no cambia cuando
¢ » — ¢. En tal caso no tenemos que hacer ningin corte en -
el plano «. Pero si queremos analiszar separadamente ——n
y,(x,t) y ¢.(x,t) entonces las respectivas integrales ya
no son funciones meromorfas de «, y necesitamos hacer cor-
tes en el plano «, ocue tomamos de « = 1 &8 «x = jo y de
«x = -f a « = —i®, a lo largo del eje imaginario. En la -
primera cape de la superficie de Riemann, en la cual -
€ = (x2+l) , es donde se extiende el contorno C de integra
cidn. Claramente el integrando que corresponde 2 energisas
positivas es el que liene polo en el plano del cortorno C,
como se indica en le Fig.3. Para la integral de energias -
negativas, podemos tomar el contorno C' de la Fig.4.

De (15) vemos de inmedisto que para x > 0 ¥ t = 0,

1gs contribuciones de energia positive y negativa se compen
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sen en forma gque las condiciones (I2) se satisfacen, y de
hecho, de (13) vemos' que y(x,t) =0 s8i 0 <t < x. Lo
que nos interesa ahora es de ver en que forma se comportan -

las contribuciones de energfa positiva y negativa cuando -

t » o Si t > x podemos cerrar el contorno C correspon-—

.
i T~

——em— e

'
!
|
i
!
I
'
l

' {
: ‘ !
: \ '
| \ ¥ !
' \\ I
! - !
] S !
|_...-"""f e .__l
Plano « Plano «
Pig, 3 Fig. 4
diente a ¢, (x,t) en la forma como se indica en  la Fig.3.
Como €2 = x%+1, tenemos que €_ €_ = K" K (donde los {n-

x Y x Y
dices x,y indican parte real e imaginaria respectivamente)

y €, €, no cambian de signo en el interior de los cuadran
tes. A lo largo de todo el contorno punteado de la Fig.3,
e <0 a excepcion de 1la parte i a =-i sobre el eje imagl

'
nario, donde €. = 0. Las contribuciones de los semicircu-

los punteados tzenden a 0 cuando el radio de estos tiende
a © por contener exp(-leylt), y en lo que respecta a la

contribucion del eje imaginario, esa tambien 0 s8i t -+ o,
yva sea por contener la axp(~|e,|t) si k| > I, o por os-

cilar muy rdpidamente en el intervalo finito de -i a 1.
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Resta solo entonces la contribucion del polo en « = k, que

por el hecho de ser (e-E) ' = [(e+E)/(x+X)] (x=k) ' nos da:
| -
¢r+ (X, 't‘,) - EI eikx - 1K¢ . (IG)
to

Pars las contribuciones de egerg{a negativa cuando t > x, te
nemos que cerrar el contorno como se indica en la Fig. 4, ya

1et ol W &
gue ahors tenemos e en lugar de o . De nuevo sobre

todo el contorno punteado tenemos un termino exp(-c,t), don
de €, >0, y la contribucion se anula cuando t » @, Como

vara energias negativas el integrando no contiene polos en -

XK= + k vemos que:

y(x,t) -0 . (17)

{ »©

En esta forma vemos que la distribucion de fuentes en -
x = 0, nos da inicialmente contribuciones de energfa positi-
va y negativa (particulas y antipartfculas dentro de una in-
terpretacion de Feynman'“) que se compensan, pero & medida -
que transcurre el tiempo, las contribuciones de energfa nega
tiva van desapareciendo (aniquilacicon de las anti-part{culas),
mientras que la contribucion de las energias posictivas tien-
de a su forma estacionaria dada por (18). Una interpretacion
detallsda a lo largo de estas lineas ha sido propuesta re-

cientemente por Costa de Beauregarda.
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IV. EL CASO DE LA ECUACION DE DIRAC.

Nuesiro problema ahora es el de expresar las funciones

de- onda que satisfacen la ecuacidn de Dirac en el problema -

del obturador, en terminos de las funciones de propagacion
Ses(x,t) (a,8 = 1,2) asociadas a esta ecuacicn. La funcion

de onda V¥(x,t) representa un spinor de dos componentes -

(nuestro problema es unidimensional), de la forma:

'Jll(X,t)
¥(x,t) = , (18)
'#ﬂ(xrt)
que satisface la ecuacidn 21
[{-%+n-}-%‘+ﬁ}i’=o : (19a)
0 | | 0
donde: = . B = , |9b
onde a (I 0) (O -—l) ( )

y la condicion inicial correspondiente a un obturador que es

un reflector perfecto2 es:

¥(x,0) = E‘"{ {[ ELI_] o 1¥T - [%l-l'r] o-“x} (20)

En la referencia 2, que designaremos en adelante por
I, obtuvimos las funciones de onda en el caso que no hay on

da reflejada, y para obtener la solucion correspondienties a
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la condicion inicial (20), solo tenemos necesidad de restar
de (18I) una expresion identica en la que se reemplaza k -
por -k, para obtener finalmente:

_ - - expi (xx-ct)| ! d«
¥(x,t) (E+1) " (8n) I {(e+]) (E+1) +kx} — e [_5__ —

€
C e+ |

+ (E+|)”(8'ﬂr)ml I {(—e+!) (E+1) +kx} Exzi-—-——;(-i——-——-:.rm[

C

| d«
-

~ (E+1) '(8m) ' [ {(e+l) (E+1) =k} Ef%iéf%:fﬁ){ | ] dx

C

B (8m) [ ((cert] (Bol)mieny SPLGxeet) [ 1] dx
(B+1) " (8m) {C{( 1) (E+ 1) k) —-;Ti-——[_ﬁ[](__c) . (21)

donde como en la seccion anterior € = (x!+|)*, E = (k'+l)*,

y el contorno C esta dado por la Fig.2.
Agrupando términos obtenemos de (2I) que:

i (Kx~€t)

_ k | © et+l]| dx
R IR e wull D

Hacemos uso ahora de la identidad:

249



t
= tlet -1Et ‘ - o
(+e+E) a € =. e g el (*€+ENT' gov L1 up) e 1B (23)

»

Q

para expresar las primeras partes de los integrandos de (22)
en términos del segundo miembro de (23). Como en la seccion
I, la contribucion del segundo te€rmino de (23) es O, vor -
la forma del contorno C, y en el primer término podemos in-

tercambiar el orden de las integraciones para obtener:

4

_ k1 ~{B(t=-T") -te7’ setly 1xkx d«
¥(x,t) E+l 47l { j ° {Ice ( X )e ?}+
o

.b

. [ e-iE(‘b-—T') {J' eiﬂ"'(—c:l) eixx T%}] . (24)
C

0

Como los integrendos entre llaves ({} en (24) son regulares,
podemos tomar el contorno de ~® a +® a lo largo del eje

real, para tener finalmente?

¥(x,t) = k1 [ I a_"E(t'T )

TR s

Es posible ahora expresar ¥(x t) en terminos de le fun

cidn de propagacion S(x,t), que es una matriz de 2x2 defi-

nida por 5:
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En efecto de (25) y (28) vemos que:

t

P(x,t) = _(E%T) f enfﬂ(t_T')S(x,T')( g.) dr (27)

e introduciendo la variable 7 = t-7' obtenemos finalmente:

t

¥(x,t) = I S(x, t—7) [( (;) (%%T) e_ilT] dr . (28)

O

Como en los casos anteriores, la funcion de onda asocisa
da al problema del obturador puede expresarse en terminos de
une distribucion de fuentes en x = (0, que empiezan a operar -
desde el momento de abrirse el obturador. De (28) vemos que
la funcion de propagacion S(x,t), puede expresarse en termi-

nos que contienen solamente energias positivas o negativas.
Podemos por lo tanto, desarrollar para particulas de Dirasc un
analisis similar al que llevamos a cabo para particulas de
Klein-Gordon en la seccidn anterior, y ver como el desarrollo
de la funcidn de onda en el curso del tiempo va asociado a la
creacion de partficulas de energia positiva, y a la aniguila-

cion de las de energia neg&tiva(°"')¢
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