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RESUNEN

En este tradbajo se demuestra que es posible mover un
punto maso —-de masa tan grande como se quiera- de modo gue
una particula exploradora no lo sienta gravitacionalmente.

La particula exploradora esta inicialmente en reposo en un
sistema inercial. El punto masa inicia su movimiento con la
velocidad de la luzg, partiendo de la particula exploradora, y
describiendo una linea recta. La velocidad del punto masa

disminuye gradualmente hasta cero; emn seguida regresa el
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punto masa sobre sus pasos, mas no simetricamente. Su velo
crdad asumenta graduoimente hasto aslcanszar otrc vez su valor

Limite: el de la velocidad de la luz. Durante todo este mo
vimiento -0 duranie cualqu.er parte del mismo- el punto ma-

Sa no provoca ninguna aceleracion en la particula exdlorado

ra.

Los fenomenos que se analizan en este trabajo se desa-
rrollan en un marco de referencig inercial de la teoria de
la Relatividad Especial. Consiste 6l marco de un espacio f{
sico de una dimensicon, y del tiempo t. En el espacio fisi-
co se localizan los puntos por medio de su abscisa x. Se
utiliza la Teoria de la Gravitacion de Birkhoff. El cuadra
do del elemento de arco del espacio-tiempo correspondiente

al marco de referencia es:
ds® = dt® - dx° (1)

Se utilizan acui el segundo-luz parae unidad de longi-
tud, y el segundo para unidad de tiempo.

Se plantea y resuelve en este articulo el problema de
encontrer como debe moverse un punto masa, pars que se anu-
len las aceleraciones fisicas que este provoca sobre una -
part{cula exploradora en reposo en el marco de referencia -
inercieal.

En la Teoria de la Gravitacion de Birkhoff se caracte
riza el campo gravitacional por un tensor!doblemente cova-
riante h,,. Las lineas de universo?2de las particules ex-

ploradoras son senderos (paths) dados por las ecuaciones di
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ferenciales:

q2+ _ (3111: . 3h|2)__§_1_1_2_ dx = (ohia  9dhsp \(dx ¢

ds2 ox ot / ds ds ox 9t /\ds ' (2)
d*x _ (éhll 3h12 ) 3h;2 22) dt dx (3)
ds® ox ds ds °

De las ecuaciones (2) y (3) obtenemos la expresion pa
ra la aceleracion en el espacio fisico, utilizando tiempo t
como variable independiente., Designaremos a las derivadas
con respecto a 8 por medio de un acento, y a las derivadas

con respecto a t por medio de un punto. Entonces se ob-
tiene

. X
X =5
t’ - x't’ & . t°
X = . = =3 - X5 . (4)
t3 t2 2

De las ecuaciones (4), (3) y (2) se deduce:

T (?hll _,3h|n) . (3h|2 _ Ohao s
°ox -5 9x ot

_(31&11 3h|2).2 (31112 dhoo s 3

e radait el B B -l : (5)

Llamamos a x velocidad ffsica de la partfcula explo-
radore, para contrastarla con el vector velocidad (t',x’)

* "

del espacio tlempo; andlogamente llamamos & X aceleracidn
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f{sica. La ecuacion (5) indica, que en 1la Teorfa de la Gra
vitacion de Birkhoff la aceleracicdn fisica es un poliﬂomio-
de tercer grado en la velocidad fisica, con coeficientes
que son funciones de acontecimiento, o sea de tiempo y de -
lugar.

¥l problema que se trata aqui consiste en encontrar
qué movimiento hay que imprimirle a un punto masa, para que
se anule la aceleracidn ¥ que éste causa en una particula
exploradora en reposo en el punto x. Como la particula ex
ploradora esta en reposo x = 0. Hay que mover al punto ma

sa de manera que

ohy; ©oh;2 _

en el punto x, y para todo tiempo t.
£l tensor potencial gravitacional de Birkhoff®de un -

punto mas:a en movimiento arbitrario, esta dado por:

h, = o 4=3 il . . (7)

Aquf M es la masa del punto generador del campo. El ten-
sor h,, estd calculado para el acontecimiento A(t,x). El1
vector covariante (vi,v2) 88 el vector velocidad retarda-
do del punto masa en el espacio~tiempo. Se subrayan en (7)
las cantidades retardadas con respecto al acontecimiento -
A(t,x). Asi £
gravitacional que llega al punto x en el ingtante t. El

= r es el tiempo en el que partid la senal

punto masa tiene en el inktante {l = 7 la abscisa §2 = £,
v 1la velocidad fisica
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_ 4¢
TS (8)

El vector covariante (v;,v2) tiene ademds la siguiente ex

presion:

(v,¥2) =<—“"“'"“"I""‘“ , . - _) . (9)
Si-(m)2 i-(»)®

Sus componentes contravariantes son:

. (10)

(v

|:.Y.2) :(_____.I__.___. . ____'E'____)
Ji-(x)® Vi=(x)®

Tanto en (9) como en (10) (v)?® significa el cusadrado
de la velocidad fisics retardada.
Bl tensor Ay;y o A, que aparece en (7) es el ten-

sor metrico fundamental del espacio-tiempo de Minkowski; en

el caso del espacio fisico de una dimensidn, esta dado por:

) "
A = .
5o -

El denorinador del tensor (7) es explicitamente igual a:

_ (t=7) = (x-€) ¥

Bypp (XB—£R)¥2 = ——F = (12)

/- (x)?

Las cuatro componentes del tensor (7) son entonces:
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hll__ — ~ »
1=(2) * [ (t-1) - (x-¢) ¥
hiz2 = hay = ——— My — (13)
N=(2)2((t-1) - (x-¢) ¥
hoe = MLT + (v)?%)

/1=(2) 2 (t-1) - (x-£) v}

De agquf{ en adelante no habra peligro de que se confun
da el cuadrado de la velocidad fisica retardada (1)2 con la
segunda componente contravariante 12 del vector velocidad

en el espacio-tiempo. Designaremos pues a ese cuadrado con

nv2n.

Al moverse un punto masa en forma arbitraria & es
una funcion de z. El tiempo retardado 7z y la abscisa re
tardada £ del punto masa, son funciones de la t y de la
x del acontecimiento A, pars el que se 3sta calculando el

campo. Como la velocidad retardada ¥ = 8£ las componen

tes del tensor h,, en (I3) dependen excgﬁsivamente de t
y de x. Nuestro problema se reduce a determinar una fun-
cion & de 1 tal, que las h,, satisfagan la ecuacion (8).
Para poder calcular las derivadas parciales con respec
toa t y con respecto a x gque intervienen en la ecuacion
(6), es indispensable tener a la mano las derivadas parcia-
les de 7 y £ con respecto a esas mismas variables, Es-
tas Ultimas se obtienen facilmente de las siguiences consi-

deraciones:
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I3

T

Sea E 1la particula exploradora. La abscisa de E es
X, Se considera a esa particula en el instante t. Sea M
la posicion del punto masa en el instante 7; sea £ su -
abscisa en ese instante., La sefial gravitacional que sale -
del puﬁto masa en el instante 7 1llega a la particula ex plo
radora en el instante t. La velocidad de propagacidn de la
gravitacion en la Teoria de Birkhoff es igual a la velocidad
de la luz, que es a su vez igual a uno con las unidades gque
se usan, El tiempo que se tarda la sefial gravitacional en
llegar de M a8 E es igual a t-r. La distancia que reco
rre la sefial es igual a ¢£-x. Como la velocidad de propaga

cion es igual a uno, se tiene:
t -1 =€ ~-1x, (14)

Recordando que ¢ es una funcion de 7, que a2 su vez es -

d§ _
dr
(14) derivando parcialmente con respecto a t y con res-

una funcidn de t y de x, y que Y , 8e obtiens de

pecto a Xx:
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o°r _ or _ | N
ot ox | + v ’
(15)
% _.0% ¥
st  9x | + v )

Las ecuaciones (13) se simplifican con ayude de la (14)

y adquieren la formsa:

o, = MO + v7)
- - L — :
(1=v)® [1+v]1? % [g-x] \
"'"2 i
hig = hey = n L A— ; (1€)
[1-v1% [1+v]13/2 [£-x]
: 2
how = — ?[I + v 1 B .

Las cantidades retardedas v y ¢ son funciones del
tiempo retardado 7; €ste a su vez es funcicn de t y de x.
Llamaremos 8 a la aceleracion retardada del punto mase; a

resulta tembieén funcicon de 7, y estsa dada por:

2
dv d” & (17)

B.'_"":— .
= dr dr°

Con ayuds de (15), (18) y (17), se obtienen para las de

rivadas parcisles que intervienen en la eccuacion (8):

ohy M. | -1 *43"32 l+y

— - - N — - 2 +

v)? (141)%/2 (6-x)| 1-%° £-x
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oh o M {"2"'21"2!2 2?2 ] ( lg)

2t (=m) T (1ew) 2 ()

Substituyendo (18) y (19) en la ecuacicn (&), se ob-
tiene despu€s de simplificar:

l+v |-12

— g‘- +
£-X

— = 0 . (20)

|

De la ecuacicn (20) se obtiene para la aceleracion re-

tardada del punto masa:

2
a = - ié-;-%l- . (21)

Elijamos para origen de las abscisas el punto del espa
cio fisico en el que se encuentra la particula exploradora -

en reposo; entonces se tiene x = 0, y:

d&y 2
dzﬁ _ (I— E_f_:)

. (22)

dz? £

La ecuacidn diferencial (22) nos proporciona a la absci
sa retardada £ en funcion del tiempo retardeado ~. La fun-
cicn £ = £(1r) es identica a la funcion £ = £(r); por eso
podemos suprimir en (22) las lineas que subrayan a8 & y a 7.
Para el movimiento del punto masa que no provoca ninguna ace-
leracidn en una particula exploradora en reposo en el origen
de las coordenadas espaciales, se tiene entonces:

£ = - (-6 . (23)

3
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Una primera integral de la ecuacion (23) se obtiene

muy facilmente:
|

£(1=£) eT:?-= c . (24)

Aqui C es la constante de integracion.
La ecuacion (24) se puede normalizar mediante la trans

formacion:

CX :

Uy
i

(25)

CT

La ecuacion diferencial tiene, con las nuevas variables

la forma:

l
X(1 - X) e‘Tf = | . (28)

Aquf{ el punto designa lea derivadas cqn respecto a T,

De 1a ecuacion (268) se obtiene:

| - =
- @ =X ) (27)
| - X

Introduciendo el parametro u definido por

se obtiene para X:
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*1a

De esta ultima ecuacion se obtiene

dX _ ‘=1
r (1 - ul . (30)

De la definicion de u se deduce inmediatament® que

dX u - |

T - . (31)

De las ecuaciones (30) y (381) se obtiene la ecuacion di

ferencial de T:

dT -

o - -ue v, (32)
Integrando resulta:

T=¢ " [I +ul . (33)

La constante de integracion se eligio igual a cero. Un
valor arbitrario de ssa constante significa un corrimiento
en el origen de los tiempos que no tiene importancia. Las
variables T y X son proporcionales al tiempo 7~ y la abs
cisa ¢ del punto masa en movimiento [ecuaciones (25)].

La velocidad ¢ del punto masa es igual a

X

T . (34)

£ =

El movimiento del punto masa ssta totalmente desorito
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por las ecuaciones:

X = ye © , (35)
QE _ - |
dT u ’

La Teoria de la Relatividad Especial le impone una res
trioccion a la velocidad del punto-masa:

g—] < | . (38)

De aquf{ se deduce para el parametro u:
u 2 % . (37)

La tabla de la siguiente hoja, muestra los valores de
?, de X y de la velocidad del punto ma=a.

La grafioca exhibe a X y a la velocidad como funcion
ae T. De la figura se deduce que el punto masa parte del
origen con la velocidad de la lus, alejandose en linea reota,
Su velocidad disminuye hasta anularse, Esito acaece cuando -
la abscisa del punto masa vale 0.387879 C. En seguida invier
te el punto masa el sentido de su velocidad, acercandose al
origen, hasta adquirir la velocidad de la luz cuando tiene la
abscisa 0.303288 C. Durante todo este movimiento el punio ma
sa no provoca ninguna aceleracicn en una particula explorado-

ra que se haya colocado en el origen de las coordenadas al -
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CX

TABLA

265

€ = = CT -y
C es una constante arbitraria.

T X v
0.0000 0.0000 +1|.0000
0.000b 0.0004 +0.9000
0.0012 0.001 1 +0.8889
0.0030 0.0027 +0.8750
0.0073 0.0084 +0. 851 |
0.0174 0.0149 +0.8333
0.0404 0.0337 +0.8000
0.09818 0.0733 +0.7500
0.1991| 0.1494 +0.8887
0.40860 0.2707 +0.5000
0.6828 0.3814 +0. 1687
0.8990 0.3681 +0.0909
0.7174 0.3874 +0.0478
0.73b68 0.3879 mdximo 0.0000
0.7541 0.3874 -0.0626
0.77256 0.3859 0. 111
0.7907 0.3833 -0.'1786
0.8088 0.356956 -0.2600
0.8288 0.3543 -0.3383
0.8442 0.3478 -0.4286
0.8814 0.3393 -0.5386
0.878| 0.3293 -0.8687
0.8943 0.3173 -0.8182
0.9008 0.3033 -1.0000
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iniciarse el movimientc. Como C es unea constante arbitre—
ria, hay toda una familis monoparamé€trice de movimientos del
punto masa que tienen la propiedad de no ser sentidos por la
particule exploradora. Todos estos movimientos se obtienen

del dado por X(T), por medio de la transformacicn de semejan

a8
;=X
C »
Pz (28)
d¢ _ dX
dr dT )

La velocidad en puntos homdlogos es la misme en todos
los movimientos. Cualquier parte de uno de esos movimientos

no es sentido gravitacionalmentie por la particula explorado-

ra.
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