Vol. IV. 2 REVISTA MEXICANA DE FISICA 1955

SOBRE LA SINTESIS DE SISTEMAS LINEALES PARA LA TRANSMISION SIN RE-
TRASO, RETRASADA Y PREDICCION LINEAL DE SENALES. 1
Manuel Cerrillo V.

Instituto Nacional de la |nvestigacion Cientifica e Instituto de Matematicas de la

Universidad Nocional Auténoma de México

INTRODUCCION

0.1. Un problema bésico en la sintesis de sistemas lineales en el dominio
del tiempo.
Uno de los objetivos importantes que se persigue en la sintesis de siste

mas lineales se describe como sigue:

““Sean (1) y y(t) dos funciones uniformes reales y de variacién aco

tada de la variable real ¢, tales que:

= ( para -.0< t< (
p(t) =
<< @
#0 para 0<t 1,(I-0.1)
= { pora - < ¢ < tﬁ = const.
Y(t) =
#0 para 0t _St<®
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ahora, prescribiendo de antemano dos funciones p(t) y vy (t) que satisfagan
las condiciones anteriores, pero de otra manera arbitrarias, se pregunta:

;derd posible construir un sistema lineal ‘“/finito”’ y ‘‘pasivo’’, cuyos el e-
mentos sean concentrados o distribuidos, pero siempre en nimero finito en exte nsién
y valor, y que tenga dos pares externos de terminales, sistema tal, que cuando sea
actuado en un par de terminales por fuerzas de excitacién de la forma  ¢(t) sures-
puesta, en el otro par de terminales, sea de laforma y(t}?"

Debe notarse que se postula la condicién de ‘“finitud’’ en la resolucién ael
problema, es decir, que el nimero de elementos en nimero y extensién, asi como los
valores caracteristicos de los elementos sean finitos. Bajo esta postulacion se vuel
ve dificil la solucién del problema mencionado.

0.11. Varios contra ejemplos pueden producirse que indican que el problema
no siempre tiene una solucion exacta, al menos en la forma como aquél se ha estable-
cidoa Un contro ejemplo simple lo constituye el problema de transmision pura, que
se define por la condicion y(t) = o(t) para 0 <t <@ . EIl problema de larons-
mision retrasada, que se define por Y (t) = cp('r-'ro), 0< t, = const < ®, no tiene
solucidn exacta, bajo la postulacién de finitud del sistema lineal. El problema de
fransmisién adelantada, que se definiria por y(t) = (t+t_ ), 0<t_ = const < @,
no tiene una solucion por razones fisicas obvias.

| a demostracién de que el problema de transmision no tiene solucion exacta
serd dado en una seccién posterior,

0.12. El problema de transmision pura y sus asociados de transmision atra-
sada y adelantada, son importantisimos y fundamentales en la teoria de la comunice-
ciéon. La no existencia de soluciones exactas que satisfagan lo estipulado en e |
problema bdsico en la seccién 0.10, no implica que no puedan encontrarse soluciones
aproximadas que, dentro de ciertas tolerancias, repre sentan una solucién “‘aceptable”
Una modificacién apropiada de la postulacién del problema bdsico antes indicado,
permite encontrar soluciones, muchas de ellas con cardcter de aproximado, amuchos
oroblemas que no tendrdn solucién exacta bajo la estipulacién original . Se debe ha-

cer notar que la condicién de finitud del sistema linear no serd removida en ningan
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casc, puesto que es posible construir sistemas que estén formados por un nimero

infinito de elementos, que tengan extensiones infinitas, o que sus elementos ten -
gan valores infinitos.
0.13. El objeto principal de este articulo es discutir y dar soluciones apro-

piadas al problema de transmisién y asociados, cuando se modifica adecuadamente

lo dicho en la seccidn 0.10:antes de introducir estas modificaciones conviene intro-

ducir algunos conceptos preparatorios que se derivan en las secciones siguvientes:

0.2. La integral de convolucién como herramienta bdsica.

La caracterizacién de un sistema lineal puede hacerse mediante la integral

de convolucién o resultante de Laplace como sige:

YW = . ¢lt-DS_(Pd7= [t @ln)S_(t-7) d7 1,(-0.2)

donde S_(t) representa a la funcién del sistema en el dominio del tiempo. Lo
funcion Sc(f) se define como la respuesta de un sistema lineal de cuatro termi-

nales, cuando la excitacién es producida por el impulso unidad U_(t-0) introdu-

cida al instonte t= 0,

IMPULSO UNIDAD

Fig. 1,(I1-0.2)
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La figura 1,(1-0.2) muestra esquemdticamente la situacién representada

por la integral de convolucidn .

Lo integral 1,(I-0.2) seré tomada momenténeamen te an el sentido de Riemann
para ilustrar mejor algunos puntos tendientes a demostrar la no existencia de sol u-

ciones del problema de transmisidén. Dicha integral de convoluciones sera tomada

en adelante en el sentido de Stieltjes.

0.3. La no solucian del problema de transmision en sistemas finitos con

kernel continvo.

Se demostraré que el problemna de transmisién no tiene una solucién exacta
i - . . ” . ’ L] " * v -
cuando se introduce la condicid n de finitud del sistema lineal en cuestion.
0.31. Como es bien sabido, la respuesta S_(t) de un sistema lineal finito

y pasivo al impulso unidad, es una funcién acotada, uniforme y continua para t>0,

En el caso de transmision  y (1) &= ¢(t) se tendra:

o(t) = [* S_(t-7) o (1) dT 1,(1-0.31)

+

que se convierte en una ecuacién integral de Volterra de la primera clase. La teoria

de las ecuaciones integrales nos ensefia dos-cosas:
lo. Wue bajo las condiciones que debe satisfacer la funcién de excitacion
@(t) y por la continvidad del kernel Sc(t-'r) . el primer miembro de 1,(I-0.31)

es una funcidn continua. Luego solamente podrian existir soluciones para excitacio-

iy,

nes ae la clase C_, lo que limitaria la generalidad del probl ema de transmisié n.

20. En estas circunstancias la ecuacién de Volterra admite como solucion
- . f . - » a I bl . 1' - .
inica @ {t) =0, que es una solucién sin sentido en el problema ae transmision.

0.32. Existen otra¢ soluciones triviales en el problema de fransmisién . La
prirera, por ejemplo, es que el sistema se reduzca a una resistencia en paralelo .
La segunda, en el caso de que el sistema sea una linea ideal de transmision termi-
nada en su  impedancia natural ( transmision retrasada). La linea de transmisién
iaeal no es realizable en el estricto sentido de la palabra.

0.33. El método basico de ataque al problema de transmisién y asociados que
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se sigue en este articulo, es usando la integral de convolucién en el sentido de

Stieltjes.
y W= ["o(t-DdK@= [ S _(t-7) dy i) 1, (1-0.33)

pudiendo ser las funciones  ¢(t) vy S, (t) singulares pero integrales en el sen-
tido de Stielties. K(1) y wyw(#) son funciones de distribucion asociadas res-
pectivamente a  ¢(t) y S_ (t).

Antes de continuar con el estudio de estas integrales es necesario intro -
ducir los conjuntos de ‘‘ Tolerancias'’ y de ‘* Aperturas’’.

0.40. Conjuntos de ‘‘Tolerancias'' y ‘‘Aperturas’’ . Se introducirdn
chora otros conceptos preparatorios para la formulacién de una postulacion dei pro-
blema bdsico mencionado en la seccién 0.1, de manera que existan soluciones a
problemas importantes, como el de transmisi én, cuya solucién no existe bajo la pos-
tulacién original. Tales conceptos son los de “Tolerancia’’ 'y de “‘Apertura’’ .

0.41. Introduciremos aqui el conjunto de ‘‘Aperturas’’ y ‘‘Tolerancias’’ .
Sea (1) una funcién de variacién acotada que satisface los requisitos pres-
critos en la seccién 0.1. La figura 1, (I-0-41) muestra una posible grafica de 7y(t).
Asociemos a soporte de ¥ (1) :

a. Un conjunto numerable de intervalos abiertos-finitos [a, ] ,tales que
Q1 [a,] = 0. Estos intervalos pueden degenerar en puntos. La longitud de los

intervalos puede ser pequefia pero no necesariamente asi.

y (1) l
| Lo - 2§,
| ~ N
LU TR
2§ J b | A\ L
0 / _ \
e /I,’ e - | | \\ \_I ~L
- ""/ | : fzel | l \\\ I‘hf
- "’} ____.J l‘_ ‘ ‘ \| ‘ 2‘;
© 9o g, Og 9,

Fig. 1(1-0.41). Conjunto de Tolerancias y Aperturas.
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Supondremos que a , n= 0, 1, 2, ... representa la longitud de cada intervalo.

Este conjunto, que se describe de antemano, se denomina conjunte de ‘‘Aperturas’’
La colocacion y distribucién de los intervalos a , k=20,1 2, .. no tiene de
momento especial interés. Mds tarde, se sujetaré la posicién de cada apertura «a
los puntos de discontinuidad, singularidad, etc, de las funciones  ¢{t) y -y (t).

Asociemos a la grafica de ¥ (t) :

b. Un conjunto numerable de nGmeros positivos pequenos [Ei] , £i>0 ,
i= 1,2, ...Los valores € i = 1, 2, ... sirven para trazar vecindades a lo lor-
go de la gréficade <y (1) en los intervalos de t, contenidos en el complemen -

to de [un].

0.50. Funciones aceptables de excitacion y respuesta,

Agui introduciremos el concepto de funciones aceptables v*(t) asocio-
das a y(t).

v* (1) es una funcién de variacién acotada, real y uniforme de la variable
real t, tal que:

i, La graficade <y" () corre siempre en el interior de cada region veci-

nal definida por el conjunto [ei] cvando t€ complemento [on] .

ii. La gréficade 7 (1) puede correr completamente fuera de las re --

giones vecinales adyacentes acada a_  cuande t€ a, k=01, 2, ...
iii. v (1) =0 para -oxX ¢t <0

La condicién i, equivale a escribir:
|y -9 0 1 €€ i=12n

cuando t no esté conten ido en [Clk] .

La condicién ii indica que el conjunto de tolerancia no controla los

limites de variacién de 7y () en las aperturas.
. *
El parecido numeérico regional entre las funciones y(t) y 7 (t) se pa-

tetiza llamando @ y* (1) el “simil’’ de ¥(t). La funcién v*(t) de por
si es |lamada una funcion acepfable.’

___—_—__—_—.—_-———--—__——-__'_‘—_—__—.-._—
t A pesar de! porecido entre Y (1) y Y*(1) no se dica que Y* (1) sea una aproxima-
ciéon de  Y(1) en el sentido usual de esta palabra. Lo funcién Y* (1) puede, por ejem:
L(m) mientras que ¥(t) puede ser de clase L r< o,

!

plo ,pertenecer a la clase
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1,(1-0.50)

La figura 1, (I-0.50) muestra una funcién 'y* (t) aceptable asociada a y(t)
en e| sentido ya explicado.

0.51. Presentaremos aqui la clase de funciones ¢ (t) , las cuales seran
aceptadas como la forma de la funcién de excitacion del sistema de cuatro ter mi-

nales.

Consideramos primero la clase de funciones o(t) tal que:

il

0 para -©< <0

(1)
V0 para 0 t <@

una funcién real y uniforme de la variable real t.

ii. «@(t) es una funcién regionalmente continua, clase c{°)  para co-
si todos los valores de t, 0 t < ®, Los puntos excepcionales estén forma-
dos por:

a. Un conjunto numerable de puntos aislados ~['I<] , k=12, ... sobre
los cuales la funcién o(t) presenta simples discontinuidades de salto fini-

to.

b. Un conjunto numerable de puntos aislados [ti] , i=1,2, ..
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sobre los-cuales la funcion  ¢(t) presenta un comportamiento singular, como
impulsos, dobletes, otc. , tal que se verifique fa condicién iii.
iiie La funcién ¢(t) debe ser integrable en el sentido de Stielties en cual -

quier subintervalo finito de tiempo contenido en el intervalo 0K t <® '

L

vl

. e e EE wy smh e AR N, . e = W
e e Y T ey = A

s =ik "WF "

t— i

Fig- 1’(1 '0.5])

La figura 1, (I-0.51) muestra un ejemplo de una funcién aceptable ¢ (t)
en la cual las singularidades son simplemente impulsos. Se ve con facilidad que

la funcién de la figura 1, (I-0.51) se puede expresar como la suma de tres funcio-

nes componentes.

a. Una funcién @ 1(t) continua para todos los valores de t en el in-
fervalo 0 & t < m-

b. Una funcién discontinua ¢,(t) , compuesta por escalones, ascenden-

tes y descendentes en los puntos de discontinuidad de (1) .

¥ Lo condicién iii implico que la funcién  @(t) seo regionalmente de variacién ocot ada,

Esto es una consecuencia de un teorema elementd de las integrales de Stieltjes. En ade-

lante se supondrd que el lector esta familiarizado con los teoremas elementales de tale s-
integrales.
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¢. Una funcién singular ¢ 3(t) que es nula para casi todos los valore s
de t, 0< t <®, exceptoenel conjunto de puntos donde (1) tiene un co-
rdcter i mpulsivo.

0.52. En problemas generales de sintesis , se extiende la clase de funcio-
nes ¢(t) a cierta clase de funciones ‘‘aleatorias’’, las cuales son integrables
en sentidos apropiados. En el presente articulo no se consideran estas clases,

puesto que no se trata de transmision en presencia de ruidos , etc.

0.60. Formulacion del problema general y de transmision. Una farmula-
cién adecuada del problema general de sintesis de sistemas lineales descrito e n
fa seccion 0.1, puede darse ahora en términos de los conceptos infroducidos.

El problema se expresa ahora:

“Siendo dadas de antemano dos funciones (t) y ¥ (t) que satisfagan
las condiciones prescritas en las secciones 0.5 y 0.51, pero de otra manera
arbitrarias ; ademds dados los dos conjuntos [ ei] y [a ] yadescritos
se pregunta: ; Serd posible construir un sistema lineal finito, pasivo y que tenga 2
pares de terminales externos, sistema td que,actuado por una excitacién de la for-
ma <«(t) aplicada a dos terminales, tenga una respuesta ’y*(t) . siendo ’y* (1)
un simil de v (1)7.

El objeto de este articulo es dar soluciones al problema de transmision, re-

tardo y prediccion lineal, (adelanto), de una sefial (1) . La respuesta del sis-

tema debe ser dadac por los similes:

* (1), @* (t-1); o@*(t+t) 0 t < const

respectivomente,
0.7. Sitvacion cldsica del problema de transmisidn .

LLa transmisién de una senal a través de un canal de comunicacion, no e s

una cosa nueva ni en teoria ni en la construccién de los sistemas que la logran.
Es bien sabido teéricamente, que un sistema lineal cuya respuesta a un

impulso unitario aplicado al tiempo t =0 sea el mismo impulso aparecido al

tiempo t =0, tiene la propiedad de transmitir, sin distorsion o retraso, una se-
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fal de la forma ¢(t) aqui considerada.

Si la respuesta del sistema es un impulso unidad atrasado t  unidades
de tiempo, con respecto al impulso de excitacion, entonces la respuesta de tal sis-
tema a una funcién @(t) serd de la forma  @(t-t ). La funcién transferent e
de un sistema que se fransmite con retraso, pero sin distorsion, es simplemente e *'°
en el dominio de la frecuencia, Clasicaomente el problema de transmisién se re-
suelve construyendo sistemas cuya funcién t transferente se aproxime de algu-
na manera a la funcién e 3'° , Nétese que en las soluciones anteriores, el ker-
nel de la integral de convolucidon es simplemente una funcién singular y no una fun-
cién continua, por lo que no se contradice con la seccion 0.3,

0.71. Conviene chora aclarar la situacién del contenido de este articulo con
relacién a la situacién cldasica del problema de transmisién. En el proceso de la
discusién siguiente se notardn los puntos relevantes siguientes:

lo. Demostrar que existen muchos kernels singulares, de hecho una infini-
dad, que permiten la transmisién sin retraso, atrasada o la prediccion lineal, E |
kernel cldsico representado por un sélo impulso, es un caso particular de los kernels
aqui presentados.

20. Se producen métodos que permiten pasar de los kernels singulares a
kernels continuos, de manera que el cardcter intrinseco de la fransmisién no sea
alterado siguiendo la postulacién dada en la seccién 0.6 .

Jo. Los conceptos y resultados asi obtenidos tienen una importancia ba-
sica en la fundacién general de la teoria de la sintesis de sistemas lineales.

4o, Se describen los métodos bdsicos de la construcciéon de los sistemas
de 4 terminales, que son potencialmente capaces de producir la transmisién de sefiales
en sus aspectos de no retraso, retraso y adelanto.

50. Las soluciones dadas en la prediccién lineal son producidas mediante
kernels de duracién finita, y se establecen relaciones simples entre la duracién del
kernel y el tiempo de adelanto de la prediccioén.

6o. Como un subproducto, se producen kernels que exiroen las derivadas

sucesivas de una funcién @(t) continua.
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1. KEKNELS COMO DISTRIBUCION DE FUNCIONES DE YENTANA,
1.0. Método de solucidn.

La resultante de Stieltjes, o integral de convolucion -, es la herramienta bésica
usada en este articulo para atacar la solucién del problema, expuesto ya en la sec-
cion 0.6 .

El metodo de solucién consiste en resolver la ecuacién integral, expresadao
por la integral de convolucién, y determinar la funcién S_(t) que caracteriza ana-
liticamente al sistema lineal buscado. La solucién completa del problema de sin-
tesis no termina en la determinacién de S_ (t). El siguiente paso es construir o
sintetizar, ol sistema propiamente dicho, poniendo en evidencia sus elementos, s u
distribucién, y sus valores. Este paso produce lo red lineal que satisface los c on-
diciones del problema.

En la resolucién de los dos aspectos anteriores, ocupan un lugar primario
ciertas distribuciones de impulso sobre las cuales gravita la solucion completa del
problema. Pora preparar el terreno de la solucién del problema propuesto en la sec-

cién 0.6, y en particular, el problema de transmisién y asociados, conviene introdu-

cir y discutir las distribuciones mencionadas.

1.1. Funciones Ventana. Comenzaremos por dar algunas definiciones .

El término ‘‘pulso’’ serd aqui usado en su connotacién usual: La gréd fica
de uno ondo de corriente, o voltaje o sus equivolentes, cuando es casi unidireccional
y de corta duracién, se denomina un pulso.

Por un ‘‘tren de pulsos’’ se entiende una sucesidn finita de pulsos consecu-
tivos de duracién finita. Las definiciones siguientes estdn inspiradas sobre | o s
conceptos anteriores,

Definicién.- Un pulso simétrico, en forma de punta de lanza, de duracidn
finita a, y que es siempre positivo, o siempre negativo, se ilama un pulso de forma
de ‘‘ventana’’ . La funcién que representa este pulso, digamos v (t), se Hama
funcién de ventona si, ademds de satisfacer las condiciones anteriores, tal funcién
es integrable en el sentido de Stieltjes hacia un l|imite finito >0, y determinado,
ain cuando la duracion del pulso tienda hacia cero. Como consecuencia de esta

definiciéon, una ventana se convierte necesariomente en un impulso cuando su dura-
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a, - AREA VENTANA k'**'™

Fig. 1(I-1.2)

la longitud del intervale ocupado por el arregle de ventanas:

m

[ = 2

a
k<o k

se |[lama la medida del soporte del arreglo.

El arreglo de ventanas permite introducir el congepto de la “‘funcién de dis-
tribucién’’ asociadas con un arreglo especifico. Puesto que cada ventana es,por defi-

nicién, integrable en el sentido de Stieltjes, entonces existe igualmente: la integral

del arreglo de ventanas, cuando estas son en nimero finito, La integral de Stieltjes

entre t=7 y t= 7, +/ se llama la medida de la distribucién. Cuandola

distribucidon estd formada por un nimero finito de ventanas de duracién’' mayor que

cero, y de altura finita, entonces este arreglo puede ser integrable en el sentido de
Riemann. Se tiene entonces:

a(r,, )= ji“ H B (1) dt

La transformacién 7= 1t- 7 permite escribir:
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/
a(l)= [ B(r)dr

Tomemos ahora el valorde T en el intervalo 0< 7 <1,

Se define entonces la funcién de distribucién por la expresién:
T
a (7' )= f ﬁ ( T ) d7
Q

_a generalizacién de esta expresion a las integrales de Stielties se repre-

senta mediante |a bien conocida notacion:
r
alr)= [ da (v)
o

siendo u una variable auxiliar que desaparece al substituir los limites,
El limite de una densidad de distribucién de ventanas, cuando la apertura de
éstas tiende hocia cero, es un arreglo de impulsos. Dos representaciones posibles

estdn indicadas en la figura 2, (I-1.2) . En la primera hay un colapso hacia cero
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de la longitud /.

En la segunda figura la longitud ! queda, por construccidn, constante. En
este Ultimo caso, la funcién de ventana se define como el impulso propiamente dicho
y se le asigna el valor cero en ambos lados del impulso.

1.3. Distribucion de duracién infinita. Una distribucién de ventanas puede
tambien definirse como un arreglo de un nimero infinito de ventanas que cubren el
infervalo 0K t<®, Distribuciones de este tipo aparecen en la solucién de mu-
chos problemas de sintesis de sistemas lineales. Para los fines perseguidos en es-
te articulo, estas distribuciones infinitas tienen muy poco significado. Por este mo-
tivo, no se consideran aqui con detalle. Solamente se hard referencia a ellas en al-
gunos procesos de [imite.

1.4. Funciones del sistema en el dominio del tiempo y arreglos de.vonfmas.

En este trabajo se considera a una funcion de sistema Sc (t) de una red
de cuatro terminales como equivalente a un arreglo de ventanas. Ventanas de dura-
racién finita son las que ocupardn nuestro interes principal.

|_a funcién de sistema de una red lineal de cuatro terminales es, como ya se
indicd, la respuesta de tal sistema al impulso unidad. En general, esta respuesta
no es de caracter impulsivo. Solamente en casos ideales, no realizables fisicamen-
te, la respuesta de un sistema de transmision a un impulso lo es también por un sis-
tema de transmision finito, va acompaiiada siempre por una dispersién o ‘‘apertura’’
del impulso, pudiendo aparecer tamb ién oscilaciones que pueden ser pequefios o des-
preciables, si el sistema de transmisién esté apropiadamente disefiado. En este ar-
ticulo se demuestra que sistemas que convierten un impulso en una serie de fuertes
oscilaciones, tanbién son capaces de transmitir con caracteristicas superiores a
aquellas en que el impulso se transmite con poca dispersién. Por supuesto, esta
ofirmacién se refiere a sistemas finitos pasivos.

La figura 1, (1- 1.4) muestra como ilustracién, un ejemplo de respuesta de
un sistema lineal finito. Cada oscilacién se hace equivalente a una funcion de ven-
tana, y la oscilacién completa a un arreglo de ventanas. En un sistema finito de

elementos concentrados, aparecen ‘‘colas’’ después de las oscilaciones principal es
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Fig. 1(I-1.4)

En este articulo las colas tienen un efecto secundario, y pueden ser igno-
rodas, Asi es que la funcién S_(t) indicoda en lafigua 1,(1-1.4) puede oproxi-
marse por un arreglo de ventanas de duracion t_.

1.5. Sintesis de un sistema lineal cuya respuesta Sc('r) es una funcion

de ventana de duracion finita prescrita,

Se produciréd un método de sintesis de un sistema lineal finito, cuya respu-
esta al impulso unidad sea una funcién de ventana de duracion finita. Se dara v n
método de sintesis muy simple y efectivo usando tubos electrénicos. Los aparatos
necesarios y los conceptos requeridos son conocidos y simples.

La sintesis de tal sistema usando elementos pasivos, sin tubos electrén -
cos, puede hacerse, pero su disefio es complicado y no se puede dar en el espacio des-
tinado a este articulo. Una discusién detallada sobre este aspecto de sintesis se
encuentra en la referencia No. | -

1.41. Los elementos basicos de sintesis usados ayul son:

Une linea artificial de transmision finita, amplificadoras lineales, e inver-

sor de fase.

Wﬂ_

el —— —_—— —

M.V, Cerrillo y E. F. Bolinder, ‘‘On basic Existence Theorems in Netwark Synthesis. N.
Transmission of Impulses’’ , Technical Report No. 246 (Agosto 1952), Research Lab. of

Electronics, M.1.T., Cambridge, Mass., U.S. A,



El arreglo fundamental de los aparatos y la operacion bdsica del sistema,

estdn ilustrados en la figura 1,(I- 1.41).

PULSO ENTRADA
LINEA ARTIFICIAL—| —~ RETARDO t, UNIDADES
l‘:,I"

h

T - TERMINALES
ol | r 3 ENTRADA

- Q

g

AMPLIFICADOR
LINEAL

R = IMPEDANCIA
DE ONDA

Fig. 1{I-1.41)
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La linea artificial de transmision estd terminada en su impedancia natural
para evitar reflejos. La linea estd compuesta por un nimero N de secciones -
iguales conectadas en cascadas, produciendo cada una un retraso de  t_ unidades.
Una toma en la seccidn k-ésima produciré el retraso t, = kt, unidades. El re-
fraso maximo serd t = Nt . Ademds, la linea artificial esté disefiada para

trans mitir un pulso de durocién t= a con despreciable dispersién y ‘‘camponeo’’

(oscilaciones laterales al pulso transmitido) .

Se hace una derivacion en la secci¢n k-ésima, de donde se alimenta un am-
plificador lineal de ganancia variable g.. LJimpeaancia de entrada del amplifi -
cador es practicamente infinita para que no se produzcon reflejos apreciables por su
insercion.

Las terminales de salida del amplificador estan conectadas a un dispositi-
vo, dentro del amplificador mismo, que permite invertir la polaridad de la sefial reci-

bida,

Catos de diseiio, construccion, operacion etc, de este sistemo se puveden en-
. *
contrar en la referencia 2 .
La operacién del sistema indicado es la siguiente. Supongamos que se

quiere sint etizar un sistema cuya respuesta sea una ventana de amplitud H, por

ejemplo, de apertura a vy atrasada t_  unidodes. Bastard excitar el sistema de las termi-

nales de entrada con un pulso de durocion o, olturo h, positivo. Se toma uno
derivacidn de la linea artificial en las terminales de la k-ésima seccidn, y se inser-
ta el amplificador. Se aumenta la ganancia del amplificador hasta tener un pulso de

altura H, vy se pone el inversor en la posicién negativa., En las terminales de sa-
lida se tendra la respuesta deseada.

Para formar el sistema cuya respuesta al impulso unidad fuera un arreglo
de ventanas prescrito, bastard repetir el esquema de amplificadores e inversores co-
nectdndolos a las puntas de la linea de retraso en los puntos adecuados, para obte-
ner el retraso respectivo de coda ventana. Es claro que la apertura del pulso de
excitacién debe ser menor o igual al tiempo t de retardo de cado seccién de la

N A e

2* C.A. Stutt , “'Experimental Study of Optimum Filters'’, Technical Report No. 182 (Mayo 1951),
Research Lab. of Electronics, M.1.T.
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linea ortificial. El funcionamiento del sistema es bien obvio, y no se daran mayo-

res detalles. La figura 2,(I-1,41) muestra el esquema general de un tal sistema.

—

SECCION
AMPLIFICADORES
INVERSORES

LINEA RETARDO

TERMINALES SALIDA

1_1

t — = TERMINALES ENTRADA

I

Fig. 2,(1- 1.41)
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El sistema indicado en la figura 2,(I - 1.41) estd diseiadev para formar un
arreglo de ventanas de igual apertura. Mediante una seleccion de la apertura del
pulso de excitacién, y apropiada seleccién de las tomas en la linea de retardo, se

pueden producir facilmente arreglos de ventanas de apertura variable,

[1. SOLUCION FORMAL EN TERMINOS DE FUNCIONES SINGULARES.

2.0. Procedimiento a sequir: Nos proponemos resolver la ecuacién inte-
gral, dada por la integral de convolucién, usando funciones singulares para la fun-
cion S, (t). Es decir, S_(t) serd obtenida como un arreglo de ventanas.

Hay varias maneras de producir este tipo de solucion. El método aqui em-
pleado ha sido elegido para facilitar la solucién de los problemas de transmisién pu-
ra, atrasada y adelantada, objeto de este articulo. La formulacién del probiema ge-
neral de sintesis, tal como se estipulé en la seccion 0.6, permite usar distribuciones
de ventanas de duracién finita, como se demostrard en la discusion de este capitulo.
La solucidon en términos de distribuciones de duracién finita, tiene un significado

importantisimo en la teoria de la prediccion desarrollada sobre el problema de trans-

misién adelantada,
2.01. Aqui nos ocuparemos de 2 métodos de solucién. El primero conduce

a un sistema lineal de ecuaciones, que al resolverse produce la solucién del proble-
ma. El segundo utiliza la teoria del momento en un intervalo finito. En rigor, los
dos métodos son equivalentes, pero las formas de cada una de estas soluciones se
adaptan mejor a resolver problemas especificos.

2.1. Primer método. Caso de excitacidn representada por una funcién de la

clase < .

Consideraremos primero el caso de que la funcidén de excitacién sea una fun-
cién continua. Esto no constituye una limitacidn en la generalidad, puesto que se
vié en la seccién 0.51, que las funciones aceptables contienen, o pueden contener,

una componente de la clase ¢_ . Despues se estudiard el efecto de la componen-
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te escalonada y de componente impulsiva. La solucién para la componente conti-

nua tiene, ademds, importancia tanto tedrica como prdctica.

La integral de convolucion puede escribirse:

y(t)= | olt-7) da (7 1, (I1-2.1)

O

siendo a (7) la funcién de distribucién asociada a la densidad de distribucién
S_(t), aqui supuesta singular.

Consideremos un arreglo de ventanas de duracién finita.

Lo notacién que emplearemos esta indicada en la figura 1,(1I-2.1). Los
impulsos estan distanciados © unidodes de tiempo entre si. En un sistema |i-

neal finito estos impulsos presentan dispersion. Supondremos que la apertura a

del pulso dispersado es igual a 3.
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Fig- ]; (11*2-])

t En la teoria de la prediccién lineal, esta distribyciéon se dice que os de ‘‘vida' finita.

Larazon de esta denominacion se vera despues.
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Llememos o la medida en el sentido de Stieltjes del impulso k-ésimo .

L.a integral de Stieltjes 1,(II-2,1) es inmediata y su valor es:

Y= 2 a o [0t 81 t214; 2,(11-2,1)
— 0
t_ = vida de la distribucién.

Se ve que la respuesta del sistema al tiempo t es una combinacién linedl
con coeficientes a, , k=0, .., m delos valores de la funcién de excitacion
comprendidos entre el tiempo t vy el tiempo t-ty4, siendo t; la vida de la dis-
tribucion de ventanas. Conviene interpretar la ecuacién 2,(I11-2.1) como el resulta-
do de un muestreo con pesos a, de la funcién de excitacién comprendida entre el
tiempo t y t-t,.

2.11. Sea t; lavida de la densidad de distribucidén que representa a la
funcién S_(1). Consideremos ahora que la funcién de excitacion @ (1) es regio-
nailmente de la clase C_ en unintervalo t;. Esta condicion se obtiene prac-
ticamente en una infinitud de formas de excitacién actual. La discusion de la situa-
cién correspondiente a los puntos excepcionales, se hara al final de este capi-

tulo. Bajo la suposiciéon anterior, la funcién de excitacién puede expanderse:

GLt-(k+1) 8] = o()-( +1) 8¢ (1) +ont (- )" &LV 5™ G 4

YO+ (1) 1 (11-2.11)

Siendo 5m + 1 (t) el residuo correspondiente.

Substituyendo la expresién 1, (11-2.11) y arreglando términos se obtiene:

Y (1) = p%g lIﬁ"-IE CP(P) (1) +6m+l(t)

2,(11-2.17)

Yo = (WP = ub a, i pp.=(1+k)3
k = 1

Finalmente infroduzcamos la notacién:
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m

Y )= I {TP- 0P (1) 3 (11-2.11)
p=0 "

como la funcién asociadaa ¥ (1) . Es claro que ’y* (1) es un similde v (t)
cuando el residuo Qm +1 (1) es pequefio.

2.2. Solucidn del sistema para a,y k=0, .., n

La relacién 3, (11-2.11) nos indica que lo funcidn v* ($) es yna comb;j -
nacion lineal con coeficientes constantes Y g de la funcion o(t] y sus
primeras derivadas. Se ve que la funcién ¥ (1) conserva la clase de la funcién
p(t),

Por la naturaleza del problema de sintesis que estamos considerando, las
funciones ’y*(f) asi como ¢t} y por consiguiente sus derivados son conocidos.
Entonces las m +1 constantes y,,y;, ..,y deben determinarse de mane-
ra que la expresion 3, (11-2.11) quede satisfecha.

Lo introduccién del conjunto de tolerancias t [ Ei] seccion 0.40, propor-
ciona cierta libertad en la eleccién de la funciéon <y (1), Por ejemplo, se puede
elegir una funcién 7~ (t) que tenga cerradura en términos de las funciones de ex-
citacién. En estas condiciones la determinacién de ias constantes Y, Se hace
fécilmente mediante la introduccién de un conjunto de funciones ortogonales.

En este articulo, nuestro interés principal es en conexidn con el problema
de transmisién y otros problemas asociados donde la determinacion de las conston-
tes y ,p=0,1,.., m esinmediata. Por ejemplo, el problema de transmision

P
pura se obtiene haciendo simplemente:

0

Yo= 1 Y12 Yo= ee =Y,

como puede comprobarse sustituyendo estos valores en la expresién 3, (11-2.11),

resultando:

Y (1) = (1)

En los problemas de sintesis trotodos en este orticulo, y las Y, Se cal-
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culan facilmente. Su determinacion precisa se hard en cada coso paticular. Lo impor-

tante por ahora es calcular las medidas ag, a3y ,ee @~ que estan asociadas y de-
finen a la funcion Sc(t) ~ la cual determina el sistema lineal buscado.
Por consiguiente, se calcularén los constantes a,, a;, a_ en funcién

de las Y, - Consideramos el sistemade m +1 ecuaciones,

p T P
= -] z p -— 0, ]fil.' ]l 11-2'2
N T T ) ( )

que contiene m +1 incégnitas a5, @1, «e y @_. Para simplicar la notacion

pondremos:
zp=(_])p YP}P=0; ]: 21 see , M 2,([1-2.2)

2.21. El determinante del sistema es el bien conocido determinante de Van
der Monde. Este determinante no es cero cuando los elementos o, w1, o, «

., i son diferentes enfre si. Este es nuestro caso puesto que:

Luego, siempre tiene solucion el sistema inhomogéneo 2, (I1-2.2). Esto estable-

ce la existencia de solucién de los problemas de sintesis considerados en este ar-

ticulo.

2.22. Conviene introducir ciettas funciones simétricas que simplifican la

solucién del sistema 2,(11-2.2).
Asociadas a la incognita a; se introducirdn el conjunto de m +1

funciones simeétricas que se construyen como sigue:

(i)

S =1

m

s(i) ( + t es t 4 +.,., + )

m-1=- #0 IJ.i sew IJ-I_'I #l‘l‘] soe #lﬁ

(i) > . + + 4+ )
Sm_2= (D2 (popy t i gptg Feee Fgp | Tholjay Fooe Ty Tl 140
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(i)
S = (N (g py py Yoy g Foee Pty iy Flhotg by Yooe Hib o oy g By )

m-3

(i) m
50 = (-1) kg Mogees iy BHigy oo M

Notese que el coeficiente {4, no entra en la formacion de las funciones simétricas

asociadas a la incégnita a . Estas funciones simétricas tienen la misma estruc-

tura que rige a la expresién de los coeficientes de una ecuacion de grado m cuyas

m raices son:

Fog o Mg asee s iy o gy oo By

De hecho el polinomio.

G, h=p" bl me bl M2y +s“]) " +sé') 1,(11-2.22)
i m- | m-2

admite como raices los valores , ; k=10, 1,00 -1

Pero j; o es una raiz, es decir:
G(i) (,ui )¢ 0
La solucién del sistema de ecuaciones queda dada por la férmula:

(Referencias [ 1], [3])

(i) (i) (i) m (i)
| ! S | ™ eee ("]) y S !

a. = .)_'E_EP_.__-_Y?S’* +_Y2 2 Tm®m
| (p.i-,u.o)(pi-pl)...(pi-pi_])(p.i-;uiﬂ)...(;.Ll-p.m)

p=m P (1)

-

Pzzo = e Sp . i =01 - 2 (I1-2.22)
— R i : ) =V, ; see , M, ! .’

p = m

B sy

p,M . ¢ g
El acento en el producto H’O indica que el producto .-,  esta omitido,

2.3. Aplicacisn al caso de la transmisién pura. La condicién de transmi-



sion pura esta dada por la condicion;
Y (1) = ¢ (1)
lo que implica, en virtud de la expresidn 3.(II-2.11):

Yn=]; y1=y2=...=ym=0

Luego, las medidas a,, a,,.., @ de una distribucion de ventanas correspondien-

tes a una transmisién pura, estdn dados por la férmula:

$
I

l
|

- 1,(I-2,3)

il

Un estudio detallado de los arreglos de ventanas asociadas a estas med i-

das @ _, ., @ se tratara en el capitulo posterior correspondiente a ia transmi-

sion pura,
2.4. aplicacién al caso de transmision retrasada,

Esta tronsmisi 6n estd dada por la condicion:

y(t) = @(t-T ) ; 0<T_ = const <X, 1,(11-2.4)

donde T_ es el tiempo de retraso.

Usando 1o suposicion de que  (t) es regionalmente cuando menos de la

close Crn se tiene:

I (1) + T P (Hrwat (1) r: )+ 6 ()
Tenemos aqui la funcién simil:
Tk
= 3 (1) = R 2 (11-2.41)
k =] k |
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Comparando esta expresion con la 3,(I1-2,11) se obtienen de inmediato los

valores de y_, y_, ..,y .Su expresién es:

p
yo= (0T, 3,(1-2.4)

Substituyendo esta expresién en férmula 2,(II-2,22) se obtienen las medidas de las

ventanas asociadas a la distribucién correspondiente a transmision atrasada:

m mi (i) m-2 _ {j) (j) (i)
T, +T sm_l +T, sm_l+..1..+T‘,}Sl +Sn___

i~ (,ui-,uu)(/.Li-p1)...(pi-pi_])(,u,i-p-i”)"'(#i'#m)

T -
_eay _E’:.EL( M) _ 4,(11 - 2.4)
m .
II (- ) e
p=0 Al pl'=10 (’ui"u'P)

Un estudio detallado del arceglo de ventanas asociadas a estas medidas a ,...,a_
se tratoré en el capitulo posterior correspondiente a la tronsmisién atrasada,
2.5 Aplicacion a la transmisién adelantada. Prediccion lineal.

Esta transmision estd caracterizada por la condicion:

yt)= @(t+T ) ; 0<T_ = const<®; 1,(I11-2.5)
mediante una expresion de Taylor se obtiene:
k
Y (1) = kgo I"! cp(k) (1) 2,(11-2.5)
de aqui se llega a:
v, = T, 3,(11-2.5)

lLas medidas de las ventanas resultan chora:

2 ﬁ (To‘l',u,)
a =.._.9__(l2.)___ = (....-1)Ir1r1l p=0 P 4,(11-2.5)
p-_-ﬂo (“i'“p) PE;(#i-MP)
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Conviene aqui aclarar que la expresion 1,(11-2.5) es valida solamente para
t>t ,t = vida del kernel, puesto que las relaciones 2,(I1-2.1) son validas para
t>t, . Lo que ocurre para valores de 0<t<t, sediscutirden el capitulo si-
guiente.

Jn estudio detallado del problema de prediccién lineal, y la forma de la fun-
cién de sistema S (f) osociada con esta prediccion, se encuentra en un capitulo
posterior de este articulo.

2.6 . Un problema lateral. Circuitos cuya respuesta es la j-ésima derivada
de la funcion de excitacidn.

l.as ecuaciones 2,(I11-2.11) y 2,(11-2.22) permiten determinar inmediatomen-
te las medidas de la distribucién de ventanas asociadas a la funcidén de sistema
S_ (1), cuya respuesta es una determinada derivada, digamos la j-ésima ; 0<j<m,

de la funcidén de excitacion.

En la expresién 3,(11-2.11) hagamos:

=0 p=012 u, k-1,k+l, 0, m

YP = ],(11'2-6)
=p! p=k

se tendra:
v (1) = o'P (1)

| as medidas de las ventanas seran ahora:

k
(-1) y. S
kK 2 (11-2.6)

| ;
pﬁ;o (#i-#P)

Un estudio detaliado de la distribucién correspondiente a esta medida s e-

dard en un capitulo posterior.

2.7. Evaluacion del error cometide usando lafuncion simil v* (t).

E| error cometido al reemplazar la funcién exacta de la respuesta 7y (t)
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TR , : ,
por una funcién simil 7y (1), estd dado evidentemente por la expresién:

E(my = Y1) - Y () 1,(11-2.7)
De acuverdo con un conocido teorema del residuo en la serie de Taylor se puede es-
cribir:
M + 1 (m +1)
9m+l (t) = ¢ (t +nv7) 2,(11-2.7)

en laque 0< nn<1,

De consiguiente, la expresién del error estd dado por:

1 t
Elm) = (mF1) fo o (M) (4 4p7) 7™ da (1) 3,(11-2.7)

El valor absoluto es:

]
S T ff | o ™) (4 +xr) | 7™ | da (7)

(m+1) ! o
4 (11-2.7)

é‘:(m]

La evaluacion de estas integrales dependen de manera muy especial, del comporta-
miento de la derivada m +1 de la funcién de excitacién.
La funcién ¢(t) se ha puesto como regionalmente de la clase C_. lLa
funcion o (2m*1)  Suede no estar definida sobre un conjunto denumerable d e
puntos aislados en el intervalo 0 £ t < ®©,§ solo en un conjunto numerable de sub-
intervalos de medida no cero, o sobre todo el intervalo 0 < t < ®, Las funciones
de excitacién que representan situaciones fisicas, no presentan el comportamiento
peculiar antes mencionadé,
En un problema practico, lo que importa son dos cosas:
lo. Las posibles discontinuidades simples con salto finito que presenta
la (m+1) derivadade ¢(t) sobre un conjunto de puntos de medi-
das cero.

20. La rapidez de variacién de la derivada, con respecto a la duracién o

de una ventana de la funcidn Sc (t) .
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En lo estimacién del error se introduce el médulo de oscilacién de la m
derivada en un intervalo de nuestra &. Los dos casos de importancia practica
mencionados quedan involucrados usando ese modulo de oscilacidn.

Una expresion simple del error cometido se puede evaluar faciimente cuan-
do la variacién de ¢ (m*1) (1) es pequefia en un intervalo correspondiente a la
vida del kernel 1 .= (m +1) 6. Entonces cp('“+1) (t-x7) puede considerarse
como una constante. Sea cp(r:‘"::) (t). El valor mdximo que tomala (m+1) de-
rivado en lo vecindad T (m+1)8<(m+1) 5 del punto t. Entonces, la ex-

presion 3,(II-2.7) se puede aproximar como:

(m+1)
Pmex 3 H 0" 5™ da (1) -
Sm ™ Tmay p=0 f: e+l a (v
(m+1) ' | m m¥+i
- fflé_ai__(__)_ S (p +1) o
{m+1)) p=0 P

Sea ahora (1 (m) (8 ) el moédulo de oscilaciénde la m derivada en el

intervalo &. Recordando que:

+1
o™ )z 8™ (5)
m+1i
y puesto que f (6) varic poco en el intervalo t-t, a t+t ¢« se puede
escribir:
o™ (8) s™ 3 (p+N) " 5,(11-2.7)
e -_ a. 7 - &
S (m) ™ (m+1) ! pZ0 P
(m+1) . o _
Cuando la derivada ¢ (t) oscila rapidamente en la vida del kernel
max

la férmula 5,(11-2.7) no puede ser usada., La evaluacién de la integral 3,(I1-2.7)
se hard después, cuando se estudie la solucién del problema de transmisién por

el método del momento en el intervalo finito.
La férmula 5,(11-2,7) puede, sin embargo, tener una generalidad mayor de

la que uno concibe a primera vista. lLarazén es simple: Nada se ha dicho sobre
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el valor t  de la vida del kernel. Es claro que si se toma t, mds y mas pe-

queiio, se llegard a un valor de t_  suficientemente chico pora que en ese interva-
lo la oscilacion de qS“‘)(f) seqa tan pequeina como se quiera, cuando + se e n-
cuentra dentro de una de las regiones de continuidad de cp(m)('r). Esto es una con-
secuencia de la hipétesis de continuidad regional de cpt"')(t).

2.71. Dos conclusiones importantes se desprenden de la expresion.

lo. Para una distribucién de ventanas de vida suficientemente pequena el
error regional cometido en el proceso de sintesis descrito es proporcional a la os-
cilacion de la m-ésima derivada de la excitacioén.

20, En las regiones de continuidad de ¢ m) (1) el error cometido dismi-
nuye al disminuir la vida de la distribucién de ventanas.

2.8. Conexidn entre el conjunto de tolerancias [ € i ]y el error f(m).

Se tienen ya los primeros elementos que permiten establecer relaciones en-
tre los elementos del conjunto de tolerancias [E,i] y el error f(m).

Consideremos el intervalo 0 < t < ®, Omiteremos los conjuntos de meai-
da cero siguientes:

a. El conjunto numerable de puntos aislados donde la funcién ¢(t) pre-
sento, aqui considerada en su forma general, un comportamiento impulsivo.

b. El conjunto similar de puntos donde la funcién ¢(t) presenta discon-
tinuidades simples.

c. El conjunto de puntos, aqui supuestos aislados y numerables, donde
la funcién @ (t) y donde la derivada cp(P) t),p=1, ..., m presentan una dis-
continuidad.

La funcién <(t) es de clase Crr1| en el conjunto numerable de subin-
tervalos abiertos que forman el complemento de los conjuntos indicadosen g, by
c. Por construccién, sabemos que al k-ésimo intervalo.corresponde una tolerancia

(

)
€ Cesignemos por Q l: (8) el médulo de oscilacién de la funcion cp('“) (t)

K »
el k-ésimo subintervalo.

Entonces a este subintervalo asociemos el error dado por la expresidn:

Qlm) (5) p=m +
-k " gm +1) ™ 1,(11-2.8)
© (m). (m+1) ! ’ péo p+ D o (
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Si ahoro se toma una distribucion de ventanas de vida suficientemente pe-

queiia , entonces se debe tener:

e 2| €my k| 2,(11-2.8)

L as relaciones 2,(I1-2.8) son importantes en los procesos de la sintesis
de los sistemas lineales en estudio, pues establecen relaciones simples entre [a
separacién de los impulsos que forman la distribucién, el nimero de impul sos m +1
y la oscilacion de la derivada m de la funcion de excitacién.

En los capitulos que fratan en porticular del problema de la transmision

pura, refrasade y adelantada se calculardn las expresiones del error asociado con cao-

da uno de esos problemas.
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