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RESUMEN

The present paper deals with the scattering of sound waves in a gas, by
liquid drops or soap bubbles. The maininterest of this analysis lays in the in-
sight it gives on the problem of scattering of nucleons by collective motions accord
ing to the model of Aage Bobr, We first discuss the equations and boundary condi
tions that characterize the scattering, both for the case of a liquid drop and for -
the case of a soap bubble. For a liquid drop, the function relating the sound wave
potential and its normal derivative, at the surface of the drop, has just one reso-
nance for each spherical barmonic, and its bebavior as a function of frequency and

| is discussed,

The case of the soap bubble would be a more realistic approach to nuclear

case, as we would bave the natural frequencies of vibration of the asr inside the
soap bubble and of the soap bubble itself, The effect of the soap bubble on the

position of the resonances and their widths, (defined in a way similar $o the nuclear
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scattering problem) is discussed in detail, The extension of the viewpoints develop
ed bere to the nuclear case mentioned above, will be given in a following publica-

tion,

|. INTRODUCCION

El presente rabajo versard sobre lo dispersién de las ondas sonoras por
una gota de liquido, y también sobre el problema similar de dispersion por una pom
pa de jabén. El interés de estos problemas radica principalmente en las ideas que

sugieren para el andlisis de lo dispersién de nucleones por los movimientos colec-

, 1 , . :
tivos de los nicleos . En un articulo posterior desarrollaremos estas ideas en lo

que a su aplicacion a la Fisica Nuclear se refiere, ya que en el presente trabajo -
nos referiremos solo o los aspectos del problema indicados en este padrrafo.

En el caso de ladispersion de ondas sonoras por una gota de liquido, te
nemos el problema de dos medios en contacto, el liquido en forma de una esfera de
rodio "a” con centro en el origen, y el gas que lo rodea. En la superficie de -
frontera entre los dos medios tenemos la accién de latensién superfitial de la gota

Supondremos que la presion y densidad del gas, en auserncia de distur-
bios externos, son P__ y o,  respectivamente, donde el indice e es para

indicar que se tratra de! medio exterior a la gota. Si tenemos una onda sonora en

el gas, cuya propagacién se efectia en forma adiabatica, se tiene que la ecuacion

2
de estado del gas ligando las nuevas presiones y densidades es

pp~Y = const. v relacién de calores especificos . (1)

Si lp. - P, | << p,, , lpa * Poo | << p,. Yelflujoes laminar, se tiene que
Q

la vibracion puede caracterizarse por cierta funcion potencial @, que satis face

la ecuacidn de onda).

32¢’ 2 2 2
=3 V=0, cl=p/R) (20,5

en donde la velocidad de movimiento de las particulas del gas y la presién en



cada punto estan dados respectivamente por:

aqbe
°© 9t

Z ==V, . Pe “ Peo = Fo (3a,b)

En el interior de la gota también podemos introducir una funcion potencial

@, que en el caso de movimiento laminar de un fluido incomprensible, satisface ®:

V2 ¢ =0; v.=-Ve¢.,

d
pi ) pia = piﬂ afl (40,5,(:)

Por la accién de la onda sonora® la superficie de frontera se deforma, y en

lugar de ser una esfera r~ a, su ecuacion estara dada por:

r*g(e;cﬁ=ﬂ (5)

en donde (&, ¢) es una cierta funcion &, pque caracteriza a la deformacion, y tal
que l C (&) l << @ para que se pueda utilizar la aproximacion de vibraciones

pequenas,

Como r= g+l , se tiene que la velocidad normal a la supertficie esta dada
por (or/3t) = (3L/3t) vy por larelacién entre velocidad y potencial, se tiene

que dentro de la aproximacion lineal:

2 [e) o @
dt 3!’“- Br':l

La ecuacién (6) nos establece una de las condiciones a la frontera entre los dos me

dios.

La segunda condicidn a la frontera que necesitamos para c ompletar el pro
blema, proviene del hecho que la presién en el exterior més la fuerza normal por uni
dad de érea de la tensidén superficial, deben equilibrar en cada instante la presion

interior. Si T esel coeficiente de tension superficial, la ecuacién descrita en el

parrafo anterior toma la forma:
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(> +

R' RQ) i Pe - pi)%uperficia de fronterco

= 0 : (7)

donde X, y R, son los radios principales de curvatura en cada punto.
Y o ;s . 4 .
Ce un andlisis bien conocido de geometria diferencial , se tiene que la
suma de los reciprocos de los radios principales de curvatura estd dada por la diver
gencia del vector unitario normal a la superficie, y como la ecuacién de la superfi-

cie estd dada por (5), se tiene que:

V= 7V o (8)

'r(...l y L
Ry Ko

Pero: |V(r-§)\ =V 1.Ve VL+ VIV =1+ (VL) (9)

ya que Vr es un vector unitario en ladireccién radial, y V { es tangencial a

la esfera. Se tiene entonces que, hasta primer ordenen  (:

+

T ) =TIV 0], g = TR LT LD, (10)

B
Rl RQ r

Finalmente, considerando términos hasta primer orden en [, se tiene:

2 oy
donde L° es el operador de momento angular orbital:

L% - 1 0 gend o 4] ...3_2,,_ (12)
senf d 6 96 sen?f OJ

Introduciendo (3b), (4¢) y (11) en (7), tenemos igualand o separadamente las cons -

tantes y las partes dependientes del tiempo, que:

+___._2 = op
(R
d

(13)

Peo



‘a(i) T 2 ‘a(b.
—E + —(L-2) L =p. |—= 14
pﬂu ( B"’ e GE( ) Cb p‘ﬂ (Bf . ( )
La ecuacién (13) nos da la relacion que debe existir para la posibilidad de equili -
brin entre la gota de liquido y el gas, y la (14) nos da la condicién a la frontera que

nos hacia falta. El problema de dispersion de una onda sonora por una gota de li-

quido estd entonces definido por la ecuacién (2a) y (4a), y las condiciones a la fron
tera (6) y (14).

En el caso de la pompa de jabén, tenemos que el medio interior es un gas,
de manera que c;bi satisface la ecuacién de onda. La condicién a la frontera (6)
sigue en pie, y la (14) se modifica solo por el hecho de que hay que incluir en la -
condicion de equilibrio la fuerza inercial por unidad de area de la pompa, que es
- 0(32§/812 ) donde o es la densidad por unidad de érea de la pompa de jabén.

De aqui se tiene que en este caso, las ecuaciones y condicianes a la frontera son:

gf-cgvic;b -0 . c =(yp. /0. ), r>a (15a)
1, & [ - e &0 en

%P, 5 2

v -ci V ¢:i= 0 , ci= (’ypiu/pin) , r < a (]5[-_-,)

o8 _ ?ﬂ _ . 0%, (15c)
dt Bru_ oar | ’

4 o2 L fod . (15d)

Hemos planteado el problema para la dispersién de ondas sonoras por go -

tas de liquido y por pompas de jabdn, y en las siguientes secciones procederemos
a resolverlos indicando, porticularmente, aquellos aspectos del problema que son

de especial interés en relacién con los efectos colectivos en las reacciones nucleg

res.



II.- DISPERSION DE ONDAS SONORAS POR UNA GOTA DE LIQUIDO.

Consideremos una onda sonorade frecuencia @ y nimero de onda
k = (w/ca) en el medio exterior a la gota de liquido, y que incide sobre la gota.
La funcién potencial no perturbada estaria dada por exp(ikz), y para el efecto de

lo perturbacién conviene analizar separadamente los diferentes harménicos esterices

escribiendo:

b= 3 (W () +500 hy (k)] Y, (0)e7ie" (16)

En el interior tenemos que V 2¢g = 0 de acverdo con (4a), y para una frecuencia

w y un harménico esférico I, ¢ tiene la formas
b = A el Y, (6) e I (17)

De la condicién a la frontera (6), vemos que:

.amc,=—(3§}’) - - _a._@*ﬂ) (18)

¢ aprovechando el hecho de que (3 qfn”/a r), = (I/n)(q&lz)u  se obtiene finalmente
de (18) y (14} que:

(¢ul)r=u = RI{CUQ)(BQ‘JGI/%I' )r"—"-u (]9)
donde:
] [ T 2]
Ryl ? )= = 1=, (FV+2) - o, -‘-"l- w (20)
Peo® a

De esta funcion Rz(wi ) podemos, por el procedimiento ordinario, obtener S{k)
con k= (w/c'.).
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Es interesante investigar las caracteristicas de la dispersién como fun -
cién de la frecuencia a partir de lo férmula (20). Para muy bajas frecuencias w0
y vemos de (19) y (20) que la funcién ®,; se caracterizaria por el hecho de que
(o gba,/a r) .20, lo que significa que la velocidad normal del desplazamiento en la

frontera tiende @ 0, y la gota de liquido se comporta como una esfera rigida no de

jando penetrar el desplazamiento, ya que:

aqbe ac;{)i I-1 =i wt
(Br) = (T)Fu: Ala” " Y, (Oe (21)

y por lo tante A-> 0 si (90 qbe[/a r}_»0. A medida que aumenta la frecuencia,

la probabilidad de penetracién del desplazamiento aumenta y alcanza su maximo a

la frecuencia de resonancia:

oo MDD )

I pi Q 3

donde (¢ ) . =0, oseaqueala frecuencia de resonancia la presiones 0
E ———

sobre la superficie y el desplazamiento de la superficie es maximo. Cuando la

frecuencia w—=>®, se tiene que Rl—}(npin/l PM); y en ese caso la condicion

a la frontera es independiente de la frecuencia para w>> w_ pero si depende de /.

Para /=0,, R (w?)=w lo que significa que (9 c,bM/B r)=0 y la onda
no puede penetrar en el interior a ninguna frecuencia, cosa que es de esperarse por
el hecho de que el fluido es incomprensible, y por lo tanto no puede ser afectado
por una onda de simefria esférica. Para /=1, K, = (,qa a/p“) para todas las
frecuencias, lo que es debido a que la dispersion esta asociada con los movimientos
de la gota como un todo, y no con las vibraciones de la gota.

Debido a que el comportamiento de la gota como un cuerpo rigido ocurre

para (0 c;bd/a r) =0 y no para el caso ()= 0, como sucede en ia mecanica

cuantica, resulfo mas conveniente definir ia admitancia de la vibracion a. ‘nterior

de la gota como el reciproco de R; en cuyo caso:
F
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_Up,./ep V] -Ip
-nz 1{0,!2)—- l_&ﬂ_rl._ ?# (23)

&)?"'&J

tiene la forma de una funcién de Wigner® para una sola resonancia.

En el problema de la gota de liguido tenemos solo las resonancias co-
rrespondientes a las vibraciones naturales de la gota, y este modelo seria de apli -
cacion restringida en el caso nuclear por no contener mas que una resonancia para
cada momento angular /. Es por ello que en la seccidn siguiente analizamos la
dispersion de ondas sonoras por pompas de jabdén, en donde veremos que hay dos
tipos de resonancia, las asociadas con las vibraciones naturales del aire en el in
terior de la pompa, y las asociodas con las vibraciones de Ja membrana que cons -

tituye la pompa.

11l. DISPERSION DE ONDAS SCNORAS POR POMPAS DE JABON.

El problema que tenemos ahoro estd caracterizado por los ecuaciones
y condiciones a la frontera (15). Para una frecuencia «w y un momento angular

/, tenemos que:

b, =50 h7(kn) +S,0k) kD] Y, (B)e7i@r k=g, (4
BI=Ajf=n Y, (O)e7i®t . (25)

De (15¢) tenemos que i L ; Z-(Bcﬁ”/a r). y podemos poner las condiciones

o la frontera en la forma:

(E.?ﬂ.) - (EE'—'_{) ; (26a)
ar . dr o
a W r a

* El simbolo 1] e {a fquncién de Bessel esférica ;.
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Definamos ahora R.flw?), R_;lw?2) como:

(
R, jlw?) =.¢1_'1.3.‘.’_ , R /w?)=0w™?[ ow2=1a”*(1-1)(142)] . (27q,b)
3
or .
De (26) vemos entonces que:
3
(qsal)n =Rl (CxJQ )(%L) ’ (280)
r aQ
donde:
0, 1
Rl(wz):—'aRil (M2)+-—-Rsl(a}2) » (28b)
Pe o p’“

La funcién RI(m"’ ), que relaciona al potencial exterior ¢ ; consu -
derivada sobre la superficie, puede descomponerse como la suma de dos partes:

Por un lado la R.,(w 2} dada por:

R.fw?2)== ' (29)

que representa la contribucién a las vibraciones, del gas en el interior ae lo pom-

pa, y por ofro ladoe R, w2} dado por (27b), que representa las vibraciones -

de la pompa misma, cuyas frecuencias natwales de vibracién estarian dadas por :

w? :aéa%l (-1)(#2) . (30)

Si Ty o fueran 0, la contribucién de la pompa desapareceria y tendriamos

el problema de dos gases en contacto a traves de una esfera, en cuyo caso

R; (0= (pin/p”)Riz(wﬁ), y en particular, si las densidades son iguales
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R,;=R.; , lo que equivaldria o la ausencia de dispersion. Si la densidad del ga's
interior es mucho menor que las del gas exterior (pin/;om )0 y en ese caso

R, (w? ) x R, (w?) , o sea que la dispersién es provocada principalmente por e}

efecto de la membrana superficial.

A muy bajas frecuencias esto es cuando:

w a
_cT<<1

w << wy (31)

!

el problema se reduce al caso de lo gota de liquido, ya que :

/

¥ (CUG/Ci) ~ (wu/ci) y por lo tanto:

Ril "_"."'?' ‘ RSZ ::"IEU-”(H?) (32)

A muy altas frecuencias (wu,’é:i )>>1 , w>>w; (donde w; dado por (30), y

se tiene que:

+
o e €O __Gé_:g_ y, , 7T o
Ry (w2 — —X 1 4 T (33)
pno (wa/ci) pen

Pora analizar las resonancias que se presentan en el problema de dispersian
. . . .8
de ondas sonoras por pompas de jabén, recordamos que de (24), ia funcion potencial

a grandes distancias de la pompa es:

' 1/,”-(21?13_ ei(kr-wt)
¢, ~eilkz-wt) {jg____l____ [1-5,(k)] an(a)}"‘—r_ (34)

donde de (28a) y (24) se tiene .

hjtka) -k R(k*) h  (ka)

S, (k) = w3 ey, (35)
t( ) h;(kﬂ) - k Rj(kg) hl (ka)
p o |

En (35), hf (ka) son las funciones esféricas de Haonkel y h; (ka) sus

derivadas respecto al argumento,



En caso de que el gas dentro de la pompa se comportara como una esfera ri-
gida, se tendria que la amplitud de dispersién serfa - | h; (ka) /h;rk al. Es
conveniente expresar 1-S,k) en forma que se vea explicitamente la contribuci én
de la esfera rigida, y la contribucién del efecto de resonancia, para lo cual restamos

y sumamos la expresion indicada en la frase anterior o l-Sl(k) , Y obtenemos:

i - 2
1-5,(k) = ezm [ (e 4 -1) + ;sz ] , (36)
R‘(k ) - (Sl+i$1)
8
donde i2n; h; (ka) h;'(ka)
e =-h-$,—, tisy=| | (37)
! (ka) ]

En el supuesto de que la densidad del gas en el interior de la pompa es mucho mayor

que en el exterior, y que las presiones son comparables, se tiene ¢, <<c;, y por lo

C.

F o [ ) L w
tanto el nimero de onda interior — es bastante mayor que k , lo que nos permite sy
|

poner que Rz(kz) , varia mucho més rapidamente con k que 0,y s; « Deaqui, -
por los argumentos bien conocidos’ podemos concluir que las resonancias corresponden
a los valores de k tales que Rl(k°)=0, ya que estos dardn el valor maximo al segun
do término dentro del paréntesis cuadrado de (36) que corresponde a la amplitud de re_

sonancia. De (28b) tenemos que R, (w2?2)=0 nos da:
/OIG th(mﬁ) = = RSZ ({l)ﬁ) ° (38)

Las curvas  -R_;(w®) , p R, ((w®) estén trazadas como funcién de w en la fi-

gura # 1, y los puntos de corte corresponden a lo que podriamos interpretar como reso-

nancios en este problema.

A cltas frecuencias las resonancias estarian dadas por la ecuacién:

cof.ag;-lgl)ﬂ .. E%.(g_f.a) (39)

En el problema de la pompa de jabén vemos entonces que las frecuencias de resanan

cias no corresponderian a las de vibraciones libres de una esfera de gas caracterizada
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L4

Fig # 1.

. fa)Q . 4 _ ] -
por |Z(;.—J= 0, olo que es lo mismo por R, )= 0, sino que estarian despla
'
zadas con respecto a estas frecuencias naturales por la accidon de los vibraciones de
la pompa, tal como se ilustra en la Fig. # 1,

En la vecindad de los resonancias se puede desarrollar

T dR
2y
RI (w2)=t.,d_;%] 2 (cug-a;f) , R[ (wr)-—o . (40)

r

y viendo lo expresién (36) se sugiere definir una anchura reducida pora [a resonancia

dada por :
-1
e a(fﬁi)i : rﬂs.. a-zdR“’ + _‘.T_.'__(!_ll(_{i?)_} , (41)
d ws? wf‘ “ Lyq aw “ £, 0w 4 w
De {29) se tiene que:
iy (22 { sy (2e)|” (42

106



y por las caracteristicas de las funciones de Bessel, esta es una funcién meromorfa

de w?®. Utilizando la ecuacién que satisface ij(z) se demvestra fdcilmente que

R dw; 2w2 {1+...!.+ (ﬂﬂl}_ (z+1)“_i£H (43)

En ausencia de los efectos de superficie RZ (a__) i + Y por lo tanto-

ec
, lo que implicarfa que las an -

las resonancias estarian dadas por , (cu ) =

ipon

churas reducidas serian y= 2w Si la interaccion superficial se hace -

sentir, w_  estard dada por la ecuac:gn (38) y de (41) y (27b) se tiene que:

(44)

l.a expresién en el numerddor es {a anchura reducida en ausencia de acoplamiento-
sobre la superficie. El denominador nos da entonces la modulacién que impone e |-
acoplamiento de la superficie sobre la anchura reducida.

Es de interes ver el efecto de esta modulacién cuando la frecuencia de reso-

nancio 2w, y @, >> w; donde w; es la frecuencia natural de vibracién

de la pompa dada por (30). Como de (27b) y (30) R, (w) esté dado por:

?

Rs; (w?) =0'('|'c:)—l§) ' (45)

Q)

tenemos que si @ >w; , R ;>0 ylaonchwa reducida toma la forma:

-1
yx2 wt fee (1+ 20 . (46)
f Ro ﬂpiﬁ
Si w >>w; R,;2 o ylaanchua reducida toma la forma:
ya 2L (__) (“"0 . (47)
Pio
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que es independiente de w .,

Vemo s entonces que aln afrecuencias muy lejanas de la frecuencia natural de
la pompa, el efecto de la presencia de esta se hace sentir sobre las anchuras reduci
das de las resonaoncios, ya que, en lugar de que estas anchuras gumenten linealmente
con cuf , permanecen constantes. Tambien vemas de (33) que la posicion de las
resonancias se ve modificada por el efecto de superticie y de hechg, si w —® |,
la presercio de la pompa hace que las @ _ estén defosodas por -Z-  con respec
to a las resonancias en ausencia de la pompa.

Estos efectos sobre las resonancias y sus anchuras que tiene la interaccidn
superficiol , son de un alto interes en lo aplicacion de las ideas desarrollodas en

este trabajo a los fendmenos colectivos en los nucleos.

REFERENCIAS

. Aage Bohr. Don.Mat.Fys, Medd. 26, No. 14, (1952).
2. Philip M. Morse. Vibration and Sound. (Mc Graw Mill 1948) Second Edition

Cap. VI.
3. H. Lamb, Hydrodynamics (Dover Publications 1945) P. 473-475.

C.E. Weatherburn, Differential Geometry (Combridge University Press 1931)
P. 69.

5 E.P. Wigner. Ann. of Math., 53, 36, (1951).
6. J.M. Blatt y V.F. Weisskopf. Theoretical Nuclear Physics. (John Wiley and

Sons, 1952) P, 320.

108



	rev: 


