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Discriminando superposiciones de estados coherentes mediante formas de lı́nea
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Este art́ıculo investiga el efecto de niveles cercanos no resonantes en las lı́neas espectrales de losátomos que interactúan con un campo
electromagńetico. Espećıficamente, examinamos el efecto AC Stark que ocurre cuando la frecuencia del campo coincide con la frecuencia de
transicíon entre dos niveles ḿas bajos y el campo tiene un número promedio pequeño de fotones (|α|2 < 4). Nuestra investigación demuestra
que los cambios en la forma de la lı́nea espectral se pueden utilizar para distinguir entre los estados de gato de Schrödinger con fases opuestas
enπ, a saber, los estados|α〉+ |−α〉 y |α〉 − |−α〉.

Descriptores:Estados gato de Schrödinger; efecto AC stark; formas de las lı́neas; espectrales, modelo de Jaynes-Cummings.

This article investigates the effect of near non-resonant levels on the spectral lines of atoms interacting with an electromagnetic field. Speci-
fically, we examine the AC Stark effect that occurs when the field frequency matches the transition frequency between two lower levels and
the field has a small average number of photons (|α|2 < 4). Our research demonstrates that the changes in spectral line shape can be used to
distinguish between Schrödinger cat states with opposite phases inπ, namely, the states|α〉+ |−α〉 and|α〉 − |−α〉.
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1. Introducción

Durante lasúltimas d́ecadas ha habido un considerable in-
teŕes en las propiedades de los estados superpuestos de la luz,
especialmente en la superposición de dos estados coherentes
[1-13], debido a que exhiben propiedades muy distintas a las
de los estados que los componen. Estas propiedades incluyen
la compresíon en cuadratura [3], el tipo de estadı́stica (sub-
poissoniana o super-poissoniana) [9,24], y la capacidad para
caracterizar estados no clásicos de la luz [1-4], entre muchas
otras [5-13].

En el modelo de Jaynes-Cummings [14], el problema de
la interaccíon entre un solo modo del campo electromagnéti-
co, preparado en una superposición de estados coherentes, y
unátomo de dos niveles ya ha sido abordado en estudios pre-
vios [3, 7]. Estos estudios han demostrado que el tiempo de
colapso y resurgimiento de la inversión at́omica se reduce a
la mitad en comparación con un estado coherente [15]. Ca-
be mencionar que se han desarrollado generalizaciones del
modelo de Jaynes-Cummings para abordar casos especı́ficos,
como la interaccíon con un campo inicialmente preparado en
un estado coherente comprimido [16, 17], la interacción con
un medio no lineal de tipo Kerr [18], las interacciones con
dos excitaciones [19], las interacciones de tipo optomecáni-
co [20], y el acoplamiento entre dos hamiltonianos de Jaynes-
Cummings utilizandóalgebras de Lie [21].

Por otro lado, en trabajos experimentales de microma-
ser [22], se han observado asimetrı́as y cambios en las for-
mas de ĺınea; es decir, se ha observado una variación de la
inversíon at́omica promedio en función de la desintońıa, la
cual se ha atribuido a los efectos de los niveles cercanos no

resonantes [22]. Sin embargo, para poder visualizar la firma
estad́ıstica del campo en la dinámica at́omica, fenomenológi-
camente se agrega un término de tipo AC Stark que gene-
ra niveles virtuales cerca de la resonancia [23]. Aunque se
han ideado diversas estrategias para poder discriminar entre
dos o ḿas estados cuánticos en superposición, únicamente
en algunos casos se ha podido establecer un mecanismo para
diferenciarlos [24-28]. La posibilidad de discernir entre una
superposicíon de estados coherentes con una distribución de
fotones par o impar, mediante las formas de lı́nea, es la moti-
vación de este artı́culo.

En este trabajo, abordamos el estudio del modelo de
Jaynes-Cummings con el término de AC Stark que considera
los niveles cercanos no resonantes. En la Sec. 2 resolvemos
la ecuacíon de Schr̈odinger, y consideramos los casos parti-
culares de cuando inicialmente elátomo est́a en su primer
estado excitado, y cuando elátomo originalmente está en el
estado base. Tomando como condición inicial del campo un
estado coherente, en la Sec. 3, analizamos los efectos de los
niveles cercanos no resonantes en la inversión at́omica y mos-
tramos ćomo las formas de lı́nea se ensanchan a medida que
el número promedio de fotones aumenta. En la Sec. 4, exten-
demos el ańalisis a una superposición de estados coherentes
par e impar con las mismas condiciones atómicas que en la
Sec. 3. Mostramos ahora que, al tomar en cuenta los niveles
cercanos no resonantes y para un número promedio de fo-
tones suficientemente pequeño, las formas de lı́nea permiten
discernir entre un estado gato de Schrödinger par e impar.
Finalmente en la Sec. 5 escribimos nuestras conclusiones.
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FIGURA 1.Esquema de niveles que indican el par de estados atómi-
cos excitados casi resonantes con frecuencia de transición ωeg, la
frecuencia de campoωc, y un conjunto de niveles no resonantes que
participan solo virtualmente en la excitación y son responsables de
los cambios de AC Stark a la frecuencia de transiciónωeg.

2. Modelo de Jaynes-Cummings y estados vir-
tuales no resonantes

Consideremos uńatomo con un estado base|g〉, un esta-
do excitado|e〉 y estados superiores denotados por|j〉, con
j = 0, 1, 2, ...,∞. El átomo interact́ua con un campo de un
solo modo, como se muestra en la Fig. 1. Suponemos que el
campo est́a aproximadamente en sintonı́a con la frecuencia
de transicíon entre los niveles|g〉 y |e〉 del átomo, pero fuera
de sintońıa con los niveles cercanos|j〉 (efecto AC Stark).

El Hamiltoniano que describe este sistema se expresa co-
mo [22,23,29,30]

Ĥ =
ωeg

2
σ̂z + ωcâ

†â + χâ†âσ̂z + g
(
σ̂+â + σ̂−â†

)
, (1)

dondeg es la constante de acoplamiento entre el sistema de
dos niveles y el campo (en la aproximación dipolar), mien-
tras queχ es el paŕametro que cuantifica la intensidad de la
interaccíon en el efecto AC Stark, debido a la presencia de
niveles virtuales cercanos no resonantes. Se utilizan los ope-
radores de creación y aniquilacíon, â† y â, que satisfacen la
relacíon de conmutación

[
â, â†

]
= 1. Adeḿas, para descri-

bir la parte at́omica del sistema, se utilizan los operadores
σ̂+ = |e〉 〈g|, σ̂− = |g〉 〈e| y σ̂z = |e〉 〈e| − |g〉 〈g|, los cua-
les cumplen las relaciones de conmutación [σ̂+, σ̂−] = σ̂z y
[σ̂z, σ̂±] = ±2σ̂±.

Para resolver la ecuación de Schr̈odinger de este sistema,
realizamos la transformación unitaria dependiente del tiempo
R̂ = exp [iωct(n̂ + σ̂z/2)], que nos conduce a la representa-
ción de interaccíon, cuyo Hamiltoniano es

Ĥ = R̂ĤR̂† − iR̂∂tR̂†,

=
(

∆
2

+ χn̂

)
σ̂z + g

(
σ̂+â + σ̂−â†

)
,

(2)

donde∆ = ωeg − ωc es la desintońıa entre la frecuencia de
campo y la frecuencia de transición at́omica.

Para resolver la ecuación de Schr̈odinger en el esque-
ma de interacción, utilizamos el ḿetodo tradicional [31, 32],
que consiste en proponer un desarrollo del vector de estado
átomo-campo al tiempot como una combinación lineal o una
superposicíon de estados de Fock{|n〉}. Esta superposición
se puede escribir como

|Ψ(t)〉 =
∞∑

n=0

[Cn(t) |n〉 |e〉+ Dn(t) |n + 1〉 |g〉] , (3)

y el problema se reduce a resolver el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas

i
d

dt

[
Cn(t)
Dn(t)

]
=

[
χn + ∆

2 g
√

n + 1
g
√

n + 1 −χ(n + 1)− ∆
2

] [
Cn(t)
Dn(t)

]
,

n = 0, 1, 2, . . . . (4)

La solucíon general de estas ecuaciones diferenciales es
[
Cn(t)
Dn(t)

]
= exp

(
i
χt

2

)[
M11(t) M12(t)
M21(t) M22(t)

] [
Cn(0)
Dn(0)

]
,

n = 0, 1, 2, . . . , (5)

donde

M11(t) = cos
(

βnt

2

)
− i

∆ + χ(2n + 1)
βn

sin
(

βnt

2

)
,

M12(t) = −i
2g
√

n + 1
βn

sin
(

βnt

2

)
,

M22(t) = M∗
11(t), M21(t) = M12(t),

n = 0, 1, 2, . . . . (6)

Las cantidades|Cn(0)|2 y |Dn(0)|2 determinan la distribu-
ción inicial de fotones del campo en el estado excitado y es-
tado base deĺatomo, respectivamente. Mientras queβn,

βn =
√

[∆ + χ(2n + 1)]2 + 4g2(n + 1), (7)

es la frecuencia generalizada de Rabi debida a los cambios de
AC Stark, que son las variaciones en la energı́a de unátomo
debido a la presencia de un campo eléctrico no resonante.

Una vez dada la condición inicial átomo-campo|Ψ(0)〉,
es posible obtener la evolución temporal de cualquier obser-
vable del sistema. En este caso, nos enfocamos en la inversión
atómica,W (t) = 〈Ψ(t)|σ̂z|Ψ(t)〉, la cual determina los cam-
bios at́omicos de población y contiene la firma estadı́stica del
campo. Aśı, la probabilidad de que elátomo est́e en su estado
excitado menos la probabilidad de que esté en el estado base
se determina de forma general por la siguiente expresión

W (t) =
∞∑

n=0

(|Cn(t)|2 − |Dn(t)|2) . (8)

Utilizando la solucíon dada en Ec. (5), es sencillo escribir
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W (t) =
∞∑

n=0

[ (
|M11(t)|2 − |M12(t)|2

)(
|Cn(0)|2 − |Dn(0)|2

)

+ 2M12(t) (Cn(0)∗Dn(0)M11(t)∗ − Cn(0)Dn(0)∗M11(t))
]
, (9)

y si ahora sustituimos los valores de los coeficientes dados en Ec. (6), obtenemos

W (t) =
∞∑

n=0

1
β2

n

{
[∆ + (2n + 1) χ]2 + 4g2(n + 1) cos (βnt)

}(
|Cn(0)|2 − |Dn(0)|2

)

−
∞∑

n=0

4g
√

n + 1
β2

n

[∆ + (2n + 1) χ] (cos (βnt)− 1)Cn(0)Dn(0). (10)

Si suponemos que elátomo se encuentra inicialmente en
su estado excitado, es decir,|Ψ(0)〉 =

∑∞
n=0 Cn(0) |n〉 |e〉,

(Dn(0) = 0 paran = 0, 1, 2, . . . ) podemos obtener la inver-
sión at́omica de la siguiente manera

We(t) =
∞∑

n=0

Pn

β2
n

{
[∆ + (2n + 1)χ]2

+ 4g2(n + 1) cos(βnt)
}

, (11)

donde hacemos la identificación |Cn(0)|2 = Pn paran =
0, 1, 2, . . . , siendoPn la distribucíon de probabilidad de fo-
tones.

Si suponemos ahora que elátomo est́a inicialmente en
su estado base, o sea,|Ψ(0)〉 =

∑∞
n=0 Dn(0) |n + 1〉 |g〉

(Cn(0) = 0 paran = 0, 1, 2, . . . ), la inversíon at́omica es

Wb(t) = −
∞∑

n=0

Pn+1

β2
n

{
[∆ + (2n + 1)χ]2

+ 4g2(n + 1) cos(βnt)
}

, (12)

donde ahora debemos identificar|Dn(0)|2 = Pn+1 para
n = 0, 1, 2, . . . . Estaúltima identificacíon tiene sentido fı́si-
co: si analizamos la expresión (3), que nos da la función de
onda del sistema completo, nos damos cuenta que desde un
principio hemos supuesto que hay un cuanto de energı́a, y por
lo tanto, si eĺatomo est́a en el estado base, la probabilidad de
que en el campo haya cero fotones es nula.

Una manera de poder analizar las posibles variaciones de
las probabilidades de transición entre el nivel base y el pri-
mer nivel excitado en función de la desintońıa, es usando las
formas de ĺınea, que no dependen de la duración del tiem-
po de interaccíon t. Nos centramos en la inversión at́omica
promedioW (∆) [23]

W (∆) = ĺım
T→∞

1
T

∫ T

0

W (t) dt. (13)

Dado que

ĺım
T→∞

1
T

∫ T

0

cos(βnt) dt = 0, (14)

y usando (10), tenemos que

W (∆) =
∞∑

n=0

[
∆ + (2n + 1) χ

βn

]2

×
(
|Cn(0)|2 − |Dn(0)|2

)

+
∞∑

n=0

4g
√

n + 1

×
[
∆ + (2n + 1) χ

β2
n

]
Cn(0)Dn(0). (15)

En el caso en que elátomo se encuentra inicialmente en el
estado excitado, obtenemos

W e(∆) =
∞∑

n=0

Pn

[
∆ + (2n + 1)χ

βn

]2

, (16)

mientras que cuando elátomo se encuentra inicialmente en el
estado base utilizamos la Ec. (12), y llegamos a la expresión

W b(∆) = −
∞∑

n=0

Pn+1

[
∆ + (2n + 1)χ

βn

]2

. (17)

3. Estados coherentes

Consideramos ahora que el campo está inicialmente en un
estado coherente|α〉; por lo tanto, la distribucíon de fotones
es

Pn = e−n̄ n̄n

n!
, n = 0, 1, 2, . . . , (18)

donden̄ = |α|2 es el ńumero promedio de fotones. En la
Fig. 2 mostramos la inversión at́omicaW (t) cuandoα = 4,
y para eĺatomo consideramos dos casos, cuando inicialmente
est́a en
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FIGURA 2. a) Distribucíon de los fotones en un estado coheren-
te conα = 4. b) Inversíon at́omica cuandoχ = 0. c) Inversíon
atómica cuandoχ = 0.5. Gráficas de la inversión at́omica cuando
inicialmente el campo está en un estado coherente conα = 4. Los
valores de los otros parámetros son∆ = 1 y g = 1.

su estado excitado, y cuando inicialmente esta en su estado
base. Primeramente, en la Fig. 2a), mostramos la distribución
de fotones. En la Fig. 2b) mostramos la inversión at́omica
W (t) cuandoχ = 0; observamos el colapso y resurgimien-
to convencionales del modelo de Jaynes-Cummings [15]. Sin
embargo, cuando se tienen en cuenta los niveles cercanos no
resonantes conχ = 0.5, [Fig. 2c)], la inversíon at́omica se
acerca en promedio a su valor inicial debido a que los nive-
les fuera de resonancia suprimen la eficacia del campo para
estimular transiciones fuera de su estado inicial. Además, se
puede observar que el tiempo para que aparezca el primer re-

FIGURA 3. Inversíon at́omica promedioW (∆) para la condicíon
inicial del átomo en el estado excitado (superficie naranja) y pa-
ra cuando inicialmente elátomo est́a en su estado base (superficie
azul). Las gŕaficas muestran la inversión at́omica promedio como
función de∆ y den. Los valores de los parámetros sonχ = 0 y
g = 1.

surgimiento se acorta al aumentar los valores deχ en ambas
condiciones iniciales delátomo [23].

En la Fig. 3 graficamos la inversión at́omica promedio
W (∆) para la condicíon inicial delátomo en el estado exci-
tado (superficie naranja) y para cuando inicialmente elátomo
est́a en su estado base (superficie azul); las gráficas mues-
tran la inversíon at́omica promedio como función de∆, que
es la desintońıa, y den, que es el ńumero promedio de foto-
nes. Observamos que las formas de lı́nea se van ensanchando
a medida que aumentamos el número promedio de fotones
n̄ = |α|2, sin embargo, estas mantienen su forma y simetrı́a
respecto al origen. En el caso en que elátomo est́a inicial-
mente en su estado base (superficie azul), la presencia de una
excitacíon adicional entre el estado base y el estado excitado,
causa que el pico ḿaximo en∆ = 0 aumente su altura a me-
dida que aumenta el número promedio de fotones, llegando a
su punto ḿaximo alrededor dēn ≈ 4.

4. Estados gato de Schr̈odinger

Consideramos ahora que el estado inicial del campo es un es-
tado gato de Schrödinger. Los estados gato de Schrödinger
est́an definidos como

|ψ〉 =
1
N

(|α〉+ eiφ| − α〉) , (19)

Rev. Mex. Fis.70011302
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FIGURA 4. La distribucíon de probabilidad de fotones para los es-
tados gato de Schrödinger correspondientes a: a)α = 4, φ = 0,
un estado par y b)α = 4, φ = π, un estado impar.

dondeN es la constante de normalización dada por

N =
√

2
[
1 + e−2|α|2 cos(φ)

]
, (20)

es decir, son una superposición de dos estados coherentes con
la misma amplitud, pero con diferentes fases [33]; el nombre
de estos estados fue acuñado por Schr̈odinger mismo en el
año de 1935 [34]. La distribución de probabilidad de fotones
est́a dada por

Pn = |〈n|ψ〉|2 =
2
N 2

e−|α|
2

n!
|α|2n

× [1 + (−1)n cos(φ)] , n = 0, 1, 2, . . . . (21)

Nótese que cuandoφ = 0, la probabilidad de que el
número de fotones sea impar es cero (P2n+1 = 0, n =
0, 1, 2, 3, . . . ); mientras que paraφ = π, la probabilidad de
que el ńumero de fotones sea par es cero (P2n = 0, n =
0, 1, 2, 3, . . . ). Por eso, con cierta frecuencia, a esos dos es-
tados se les llama par e impar, respectivamente; ası́ que los
estados pares e impares son una superposición de dos esta-
dos coherentes con la misma amplitud, pero con fases opues-
tas [33]. En la Fig. 4, presentamos la distribución de fotones
cuandoα = 4, para los estados par e impar.

Estudiamos ahora la inversión at́omica promedio, las for-
mas de ĺınea, cuando el estado inicial del campo es un estado
gato de Schr̈odinger, especı́ficamente vamos a considerar los

FIGURA 5. Diferencia de las formas de lı́nea cuando el estado ini-
cial del átomo es el excitado, y el del campo son los estados gato
de Schr̈odinger par e impar conα variando desde 0 hasta 2. Los
valores de los parámetros sonχ = 0.5 y g = 1.

estados pares e impares. En la siguiente imagen, Fig. 5, mos-
tramos la diferencia en las formas de lı́nea entre los estados
gato de Schr̈odinger par e impar, variandoα desde0 hasta2,
cuando eĺatomo est́a inicialmente en el estado excitado; en
esa gŕaficaχ = 0.5, valor que est́a dentro del rango de va-
lidez de la aproximación supuesta para que el Hamiltoniano
(1) sea valido, y hemos hechog = 1.

Observamos que para un número promedio de fotones
n̄ = |α|2 < 4, es posible discernir entre un estado gato de
Schr̈odinger par o impar, debido a la firma estadı́stica del es-
tado de vaćıo del campo electromagnético enP2n. El efecto
se pierde a medida que aumenta el número promedio de fo-
tones, ya que la probabilidad de encontrarn fotones en un
estado coherente se concentra alrededor de|α|2.

Pasemos ahora a analizar qué sucede cuando elátomo
est́a inicialmente en el estado base. En la Fig. 6, mostramos
la diferencia en las formas de lı́nea de los estados gato par e
impar, en el caso en que originalmente elátomo se halle en el
estado base;̃nuevamente consideramos una variación deα

FIGURA 6. Diferencia de las formas de lı́nea cuando el estado ini-
cial del átomo es el base, y el del campo son los estados gato de
Schr̈odinger par e impar conα variando entre 0 y 2. Los valores de
los paŕametros sonχ = 0.5 y g = 1.
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entre0 y 2, y adeḿas, como en el caso anterior,χ = 0.5 y
g = 1.

Observamos que la diferencia en las formas de lı́nea entre
los estados pares e impares es más notoria que en el caso pre-
vio, debido a la existencia de una excitación adicional entre
el estado base y el estado excitado, como se mencionó en la
seccíon anterior. Sin embargo, esta diferencia en las formas
de ĺınea (cuando eĺatomo se encuentra en el estado base o
excitado) no permite discernir entre estados pares e impares
cuando el ńumero promedio de fotones esn̄ > 4. La raźon
de esta imposibilidad es que el rango de validez del Hamilto-
niano (1) est́a limitado a valores deχ menores que1 [30], y a
que para un numero promedio de fotones lo suficientemente
grande, la distribución de probabilidad para los estados cohe-
rentes pares e impares son aproximadamente indistinguibles.

5. Conclusiones

En este trabajo consideramos unátomo con un estado base,
un primer estado excitado y estados superiores. Elátomo in-
teract́ua con un campo electromagnético de un solo modo.
Suponemos que el campo está aproximadamente en sintonı́a
con la frecuencia de transición entre los dos primeros niveles
del átomo, pero fuera de sintonı́a con los niveles cercanos.

Demostramos que las formas de lı́nea, es decir, las for-
mas de transición at́omica medidas a través de la inversión
atómica promedioW (∆) en funcíon de la desintońıa, per-
miten distinguir entre estados gato de Schrödinger pares e
impares. Adeḿas, al inicializar eĺatomo en el estado base, se
produce una excitación adicional entre el estado base y el es-
tado excitado, lo que aumenta las diferencias entre las formas
de transicíon at́omica, y facilita dicha distinción. Sin embar-
go, el rango de validez del Hamiltoniano (1) est́a limitada a
valores deχ menores que1 [30], lo que limita la capacidad
de distinguir entre estados pares e impares cuando el número
promedio de fotones es mayor que 4 (n̄ = |α|2 > 4).
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